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PRÉFACE. 


I. 

L'ouvrage  que  j^ai  publié,  il  y  a  quinze  ans,  sous  le  titre 
A^ji perçu  historique  sur  V origine  et  le  ilé\'eloppemont  des 
Méthodes  en  Géométrie  (i)  était  une  préparation  à  la 
publication  que  je  commence  aujourd'hui.  D'autres  tra- 
vaux m'avaient  détourné  de  ce  sujet.  Mais  une  chaire  de 
Géométrie  supérieure ^  réclamée  depuis  longtemps  par  la 
Faculté  des  Sciences  et  instituée  en  1846 ,  m'ayant  été  con- 
fiée, j*ai  dû  reprendre  mes  anciennes  études  et  m'efTorcer 
de  lier  entre  eux ,  pour  les  ériger  en  corps  de  doctrine,  des 
matériaux  insérés  en  partie  seulement  dans  les  Notes  de 
Y j4 perçu  historique. 

Au  lieu  de  Touvrage  que  je  mentionnais  alors  sous  le 
nom  de  Compléments  de  Géométrie  et  dans  lequel  je  nie 
proposais  de  rétmir  ces  matériaux ,  je  me  suis  trouvé  natu- 
rellement conduit  à  faire,  s'il  m'était  possible,  un  Traité 
complet;  rt  j'ai  du  l'intituler  Géométrie  supérieure,  pour 
conserver  le  titre  même  de  la  chaire  consacrée,  à  rensei- 
gnement de  la  Géométrie  pure. 

Nouveau  par  le  titre,  ce  Traité  de  Géométrie  supérieure 
Test  aussi ,  à  beaucoup  d'égards,  par  les  matières,  et  prin- 
cipalement par  la  méthode  de  démonstration.  Ce  qui  le 
caractérise  essentiellement  et  détermine  l'esprit  dans  le- 
quel il  a  été  conçu,  c'est  Tuniforniité  Av  celle  méthode  et 
U  portée  de  ses  applications. 

Les  principes,  ou  théories  spéciales,   sur  lesquels   re- 

j)  Voir,  plus  loin ,  la  note  de  la  page  xxxi. 

a 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvra|re,  qui  ne  porterait  pu, 
ilcftsous ,  la  signature  de  TÉditeur,  sera  contrefait.  Les 
seront  prises  pour  atteindre ,  conformément  à  la  loi ,  les  fal 
déltitants  de  ces  exemplaires. 
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II  PRÉFACE. 

posent  ces  procédés  uniformes  de  démonstration,  sont  dé- 
veloppés dans  le  volume  que  je  publie  aujourd'hui.  Il 
contient,  en  outre ,  Tapplication  de  ces  principes  aux  pro- 
priétés des  figures  rectilignes  et  circulaires,  et  quelques 
théories  générales,  entre  autres  la  théorie  des  Jigures  ho- 
mogvaplUqucs  et  celle  des  figures  corrélafiWSf  d'où  déri- 
vent, dans  leur  plus  grande  extension,  les  deux  méthodes 
de  transformation  des  figures  en  usage  dans  la  Géométrie 
moderne. 

On  trouvera  plus  loin  une  indication  sommaire  de  ces 
différentes  parties  ;  et  alors  je  dirai  quelles  sont  les  théo- 
ries fondamentales  sur  lesquelles  reposent  les  démonstra- 
tions que  j^emploie;  et  je  chercherai  à  expliquer  d'où  pro- 
viennent la  facilité  et  la  fréquence  de  leurs  applications. 
Mais  je  dois  indiquer  d^abord  les  caractères  généraux  qui 
distinguent  ces  méthodes  à  d^autres  égards  :  en  cela  surtout , 
qu'e//e5  participent  aux  avantages  ptvpres  à  F  Analyse. 

Je  veux  parler  de  la  généralité  dont  sont  empreints  tous 
les  résultats  de  la  Géométrie  analytique,  où  Ion  ne  fait 
acception,  ni  des  différences  dépositions  relatives  des  di- 
verses parties  d'une  figure,  ni  des  circonstances  de  réalité 
ou  di  itnaginarité  des  parties  qui  ^  dans  la  construction  gé- 
nérale de  la  figure ,  peuvent  être,  indifféremment,  réelles 
ou  imaginaires.  Ce  caractère  spécifique  de  l'Analyse  se 
trouve  dans  notre  Géométrie. 

Mais  ces  méthodes  de  pure  Géométrie  présentent  un  autre 
avantage  essentiel ,  qui  manque  parfois  à  la  Géométrie  ana- 
lytique; c'est  qu'elles  s'appliquent  a\'ec  une  égale  facilité 
aux  propositions  qui  concernent  des  droites ,  comme  à  celles 
qui  concernent  des  points,  sans  qu'on  soit  obligé  de  con- 
clure les  unes  des  autres  par  les  méthodes  de  transforma  - 
tion ,  ainsi  qu'on  a  coutume  de  le  faire. 

11  y  a  donc,  comme  on  voit,  trois  points  de  doctrine  ma- 
ihéinatique.   qui  donnent  au    Traité  de  Géotnétrie  siipé- 
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PRÉFACE.  III 

rieure  uu  caraclère  spécial ,  el  semblent  inaix|uer  un  pro- 
grès dans  la  culture  de  la  science.  Je  vais  entrer,  à  ce  sujet , 
dans  quelques  développements. 

IL 

Jusqu^à  présent  on  n^a  point  introduit^  d^une  manière 
générale  et  systématique ,  en  Géométrie,  \e  principe  des 
signes,  pour  marquer  la  direction  des  segments  ou  des 
angles ,  excepté  dans  la  Géométrie  analytique  et  dans  quel- 
ques questions  particulières ,  telles  que  la  théorie  des  cen- 
tres des  moyennes  distances  et  des  moyennes  harmoniques^ 
où  Ton  ne  considère  que  des  segments  formés  sur  une  seule 
droite. 

On  est  tellement  familiarisé,  en  Analyse,  depuis  Des- 
cartes, avec  ce  principe  des  signes,  dont  on  apprécie  l'im- 
mense utilité,  qu'on  peut  s'étonner  que  Ton  n'en  ait  pas 
encore  étendu  l'usage  général  à  la  Géométrie  pure.  Je  dirai 
plus  loin  les  causes  de  cette  lacune  r^rettable.  Pour  la  con- 
stater ici,  il  suffira  de  citer  la  relation  harmonique  de 
quatre  points ,  relation  employée  si  fréquemment  dans  la 
(iéométrie  moderne ,  et  toujours  sans  y  faire  entrer  le  prin- 
cipe des  signes  pour  marquer  la  direction  des  segments.  U 
en  est  de  même  de  beaucoup  d'autres  relations  d'un  usage 
paiement  fréquent,  notamment  de  toutes  celles  qui  rentrent 
dans  la  théorie  des  transversales. 

Dans  toutes  ces  relations  et  dans  celles  qui  en  dérivent, 
on  ne  considère,  généralement,  que  la  valeur  numérique 
des  segments^  de  sorte  qu'elles  se  rapportent,  d'une  ma- 
nière concrète ,  à  une  seule  des  figures  que  peut  admettre 
une  question,  à  la  figure  que  l'on  a  eue  sous  les  yeux  dans 
le  cours  du  raisonnement  (i). 


(i)  Par  exemple,  quatre  points  a^b,c,  d  situes  en  ligne  droite  don- 
nent lieu  à  trois  rectangles  ab.cd^  acdb^  ad,hc ^  el  Ton  démontre  que 
Vmn  de  ces  rectangles  csl  égal,  numériquement ,  à  la  somme  des  deux  autres: 

a. 


1%  rtcricc. 

Il  «^  %raî  ifu  «Ml  peat  rouclure  de^  iT4jlioti5  tlrinoiiUrr^i 
pour  cette  t%ore.  celles  qui  coaTieuneiit  à  une  antre,  par 
la  doctrine  des  quantités  directes  et  inverses  de  Camot,  doc- 
tHoe  qni  fait  Tobjel  de  la  Géométrie  /le  fHfsùion, 

Avant  qne  ce  dernier  onTraçe  parut,  on  donnait  ordi- 
naireniH^t  d'one  proposition  autant  de  démonstrations .  et 
d'nn  proMême  autant  de  constructions  particulières  «  que 
la  figure  pont  ait  présenter  de  cas  différents  dans  la  disposi- 
tion relatJYe  de  ses  dÎTcrses  partit^.  C*est  ainsi  qœ  fai- 
saient les  Anciens,  et,  dans  le  siècle  entier.  R.  Simson, 
Siewart ,  etc.  1^  Oêoméirie  fie  p€fsiiion  a  eu  pour  objet  de 
prouver  cpi*une  seule  dénKnistration  on  constmction  devait 
stiffire,  et  de  ?nontrer  comment  on  pouvait  conclure  d^une 
iriation  concrète  et  purement  numérique  «  formée  pour 
une  6gure  déterminée,  la  relation  qui  convenait  à  un  autre 
état  de  la  fif^ure. 

I  e  procédé  consiste  à  donner  le  si^e  moins j  dans  la  re- 
lation proposée,  aux  angles  et  aux  segments  qui  ont  changé 
de  direction  dans  la  seconde  figure  :  alors  la  relation  prend 
la  forme  qui  convient  à  cette  nouvelle  figure  (i). 

#«loi-U  ilrpeod  de  b  pof  ition  relative  des  quatre  points.  Si  c«s  point»  *om 
plaers  Hjos  l'ordre  m,  &,  r,  tl,  ce  reetai^le  est  ac.ld ^  de  M>rle  qn'on  a 
me .hd  zz.  eh.cd  -+-  md.hc. 

f l^ni  l'ordi e  m ,  d,  h ,  r ,  nn  a  «i  cd=z  md.b<  -t-m  dh  . 

fj  dans  Tordre  a,  fr,  <l.  c,  md.he-z^  mh.de -^  mc.hd. 

f  JiarniH'  de  ce»  rg«lilés,  qui  sont  purement  numériques,  oonriont  à  une 
IHMilion  relative  d«>lerminée  d«*s  (|u«ire  points.  El  c'est  ainsi  qu^on  a  cou- 
tume d'etprinier  cel!r  |  ropriric  d«*  q»-alrc  points,  démontrée,  en  premier 
lieo,  !*•  eroi*. .  f»ar  Kuler.  (Voir  Aperçu  histoi  iqnr .  faîreJoS.}  Avec  le  prin- 
<:ip«>  n*-*  %  f»nci- j  «mi  I  piprime  |Kir  la  tormuie 

i-.h.cd  -*-  étctth  -i-  ttd .hf  •=  o. 

nui  er»nvi<>nl  .1  f»!»  \»*s  ras  qi'e  pont  préi^rnter  la  p«)!»itK»n  relative  dis  quatre 
poin»». 

'1)  !.••*•  drut  M'blioliN  ne  diflérent  .  fiiialrun  nt  ,  qu«*  p.ii  Iv»  signes  «Ir 
q«i«  Iqii»*^  irrnir>,  \  oiri  runHii«*i.t  raulcur  h"e\prime  :  «  Suivant  lesdiversrv 
-  ritronhl^ners  où  rlle.*   (les  quanliti»    que   Vt>u    con>idfre.  telle*  que  de^ 
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Cesl  c€  que  (^riiol  a  appelé  le  princifU!  de  convlaiioH 
des  figures.  Mais,  a  dire  vrai,  ce  principe  n'est  pas  dé* 
montré,  et  les  développf^ments  dans  lesquels  Fauteur  est 
entré,  à  plusieurs  reprises,  tant  dans  la  Gèoménic  tic  po' 
siiion  que  dans  des  dissertations  spéciales,  ne  forment  que 
de  puissantes  inductions  c]ui  ne  constituent  pas  une  démons- 
tration primordiale,  absolue;  et,  à  la  rigueur,  il  faudrait 
justifier,  dans  chaque  question ,  le  passage  d'une  formule  à 
une  autre. 

Certes,  ce  principe  de  corrélation  est  un  pi*ogrès  en 
Géométrie^  mais  il  n'est  pas  suffisant,  et  le  défaut  de  ri- 
gueur absolue  n'est  pas  ici  le  plus  grave  inconvénient  de 
cette  manière  de  procéder  :  il  en  est  d'autres  qui  touchent 
à  l'essence  même  de  la  science  \  car  les  propositions  dans, 
lesquelles  on  ne  fait  pas  entrer  Ip  principe  des  signes  sont, 
€'n  général  y  incomplètes  :  en  ny  considérant  que  les  va^ 
leurs  numériques  des  segments,  on  néglige  une  partie 
essentielle  des  propriétés  de  la  figure ,  que  ces  proposi" 
tiens  auraient  exprimées  au  moyen  des  signes. 

11  s'agit  ici  d'un  point  de  doctrine  fort  important.  Fixons 
les  idées  par  un  exemple.  Quand  un  quadrilatère  est  in- 
scrit dans  un  cercle  ou  une  section  conique,  une  transver- 
sale renronlre  la  courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  en  six 
points  qui  donnent  lieu  à  certaines  relations  à  deux  termes, 
entre  six  ou  huit  segments.  C'est  ce  qu'on  appelle  les  équa- 
tions d'ini^olntion  de  six  points,  ou  le  théorèntr  de  Des- 
argues. 

On  a  coutume  de  ne  considérer,  dans  ce  théorème ,  que 


n  tcgnicnls  rectilignes)  sa  Iroiivcnt ,  on  doit  c<»iis«rvor  ic  higno  qui  Ica  pré  • 
H  cèile  dans  li»  rormulcs  où  ulle»  ciilrenl  y  ou  le  chan{;cr  :  cl  cViit  la  ihéoric 
b  de  CCS  inulatioii»  que  je  iioiumn  Gcomêlrie  de  position,  p^rce  qu'en  cflot 
t)  ce^X  par  elles  qu^on  exprime  la  divcrbilc  de  posiliun  des  parties  correh- 
»  |K>nd;intcb  dans  les  figiirc*  de  niènie  yonre  »•  f^i'omrlric  de  />oution,  [)i\- 
>er(alioii  préliniiniin* ,  p.i(;e  xxiii  ] 


le»  valeor»  oiiiiiérH{iies  des  segments .  en  faisant  abstrac- 
ticrti  dei  conditions  de  direction  :  parce  qae  le  mode  de  dé- 
monstration que  Vfjn  emploie  n'implique  pas  par  Ini-mème 
kr  principe  des  signes,  et  qoe  Ton  n'introduit  pas,  à  poste- 
riori, ce  principe  dans  les  formules  (i). 

Il  résulte  de  la,  qne  les  équations  démontrées,  bien 
qn^ezactes  nnmériqtitf ment ,  n'expriment  qa^ùnparj/ute^ 
ment  les  propriétés  de  la  6giire.  Par  exemple,  chacune  de 
ces  équations  derrait  pouvoir  servir  pour  déterminer  Fim 
des  deux  points  de  la  conribe,  quand  l'autre  est  donné;  et 
cela  n^a  pas  lieu ,  faute  d^avoir  întrodtiit  le  principe  des 
signes.  Car  prenons  Téquation  ab'  .bc' .  ca'  =  ad .  cV .  ha\ 
Tone  des  sept  qui  existent  entre  les  deux  couples  de  points 
a^a!  eth^V  àvi  quadrilatère  et  les  deux  points  c,  c'  de  la 
courbe  :  cette  équation ,  si  on  la  regarde  comme  une  rela- 
tion purement  numérique  et  saus  y  faire  entrer,  au  moyen 
des  signes,  aucune  condition  de  direction  des  segments, 


(f)  Sotofil  A,  «';  h^V  et  r,  c*  le«  trois  coaples  de  poinu;  on  dëmoiiire 
4*alMifdyd«  diri*rfet  manières ,  qoi  souvent  ne  eoroportent  p«s  Tapplica- 
tion  du  principe  des  signes,  les  trois  équations  à  huit  segments  : 

ah.ëh'  _  a'h.a'V       bc  bc'  __  h' cJ»[^       ca,ca'  _  c'a.c'a' 
ac  ac'  ""  a'ca'c'^     ba.ba'  ~~  b'a,b'a''     cb.cb'  ""  c'b.c'b'' 

puis  on  conclut  de  ces  équations,  par  voie  de  multiplication  et  division» 
quatre  équations  &  si«  sogmenis.  Par  exemple,  en  multipliant  les  trois  équa- 
tions ,  membre  &  membre ,  on  obtient 

«*'• .  Â?'  .  '^'*=:lêV  .Vc  .Va\ 

ou 

ab'.  bc',  ca'  =  ±1  a'b.b'c.c'  a. 

Si  Von  avait  cî^ard  aux  signe»  des  segments,  il  y  aurait  ici  une  diflicultc  , 
pour  le  choix  du  signe  du  second  membre.  Mais  celte  difticulic  ne  se  pré- 
sente pas,  ou  du  moins  on  la  passe  sous  silence,  parce  qu^on  néglige,  dans 
ces  formules,  le  principe  des  signes,  pour  n^y  considérer  que  la  valeur  nu- 
mérique dos  segments.  Aussi  Ton  écrit  ces  segments  d'une  manière  arbi- 
traire, par  exemple  ab'  ou  h'  a  indiff«*remment  >  et  quelquefois  même  ban.- 
ohherver  dan»  les  quatre  équaloiis  um»  mômr  lèfïli*  Ho  symétti**  i<*lalive- 
nienl  iiuv  ori|;iiifs  rieh  segmeniN 
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douiic,  pour  une  position  du  point  c,  deux  points  c',  et 
ne  fait  pas  connaître  lequel  de  ces  deux  points  appartient 
à  la  courbe.  Ce  qui  prouve  que  Féquation ,  telle  qu'on 
la  considère,  ne  satisfait  pas  à  la  question  qu^elle  devrait 
résoudre. 

Il  faut  donc  nécessairement  introduii^e  dans  les  relations 
d^involution  le  principe  des  signes^  sans  quoi  elles  seront 
de  simples  égalités  numériques ,  formant  un  théorème  im- 
parfait et  dont  on  ne  connaîtrait  pas  toute  Futilité. 

Cela  peut  expliquer  pou'^quoi  ce  théorème  célèbre  de 
Desargues,  dont  on  parle  tant  dans  la  Géométrie  mo- 
derne, n^a  cependant  point  encore  eu  toutes  les  applica- 
tions dont  il  est  susceptible.  M.  Brianchon,  il  est  vrai, 
en  a  fait  la  base  de  son  intéressant  Mémoire  sur  les  lignes 
du  second  ordre ^  mais  il  faut  remarcjuer  que  tout  l'ou- 
vrage consiste  dans  les  développements  des  corollaires  du 
théorème  lui-même,  considéré  dans  tous  ses  cas  particu- 
liers, et  que  Fauteur  n^introduit  pas  ce  théorème  dans  les 
spéculations  géométriques  où  Ton  aurait  eu  à  tenir  compte 
de  la  direction  des  segments  :  ce  que  l'on  n*a  pas  fait  non 
plus  depuis. 

Aussi,  ce  que  Ton  appelle  Vinvolution  de  six  points  s'est 
réduit  aux  équations  n  deux  termes,  entre  six  ou  huit  seg- 
ments, relatives  soit  au  quadrilatère  inscrit  à  une  conique, 
comme  nous  Tavons  dit,  soit  aux  six  points  d'intersection 
des  quatre  côtés  et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
quelconque,  par  une  transversale  (i). 

Cependant  les  six  points  donnent  lieu  à  diverses  autres 
relations  très-diirérentes,  formant  une  véritable  théorie 
dont  les  applications  ,  déjà  très-fréquentes  dans  ce  volume , 
le  seront  encore  plus  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 


(i)  Ces  relations  d'involutinn  mire  les  six  points  d'iiilcrseclion  des  quatre 
côtés  et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  par  une  transversale  ,  ont  ctc 
connues  des  Anciens ,  en  partie  du  moins;  car  on  trouve  dans  le  septième 
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Mais  ces  applications  seraient  difficiles  et  fort  restreintes 
si  Ton  ne  considérait  que  les  valeurs  numériques  des  seg- 
ments ,  sans  y  faire  entrer,  avec  le  même  d^ré  d^impor- 
tance,  les  conditions  de  direction:  et  Ton  peut  dire  que 
cette  théorie  de  Vim^olulion  n*existerait  pas  sans  le  prin* 
çipe  des  signes. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  Tusage  expli- 
cite du  principe  des  signes  est  souvent  indispensable  pour 
donner  aux  propositions  leur  signification  complète  et  toute 
la  portée  qui  leur  est  proprç ,  et  à  la  science  toutes  ses  res- 
sources naturelles. 

m. 

Mais  ce  principe  a  divers  autres  avantages.  Il  apporte 


livre  des  CoUeetioiu  muthémmUiiues  de  Pappus,  six  proposilion?  ,  127,  iq8, 
i3o'fI3  qui  t''y  rapportent. 
La  propotitioa  i3o  exprime  la  relation  générale  &  huit  sefpnentt,  sa?oir  ; 

TTxh!  "^  c' h  .c' V 

Dans  la  proposition  i33,  la  transversale  passe  par  le  poinl  de  concours 
de  deux  côiés  opposés  el  est  parallèle  à  une   diagonale;  Téquation    c»t 

alors  ea.ca' ■=.  ch. 
Dans  les  propositions  137  et  1  tSj  la  iransTersalc  csi  une  droite  quelconque 

parallèle  à  Pane  des  diagonales ,  et  Péquatiou  est  de  la  forme  -p  =  rr-,'  ^^ 

peut  considérer  cette  équation  comme  nn  cas  particulier  de  la  r<;lation  génc- 
raie  à  six  segments,  qui ,  toutefois,  ne  se  trouve  pas  dans  Pouvragede  Pappus. 

Dans  la  propoiilioti  i3.i,  la  transversale  est  la  droite  qui  joiut  les  poinis 
de  concours  des  cdiés  opposés ,  et  la  proposition  exprime  que  celle  droite 
est  divisée  barmoniquemcnt  par  les  duuz  diajonatos. 

Enfin  la  proposition  i3a  est  un  cas  particulier  de  i3i.  La  droite  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtés  opposes  est  parallèlr  à  une  diagonale. 

Il  est  à  croire  que  les  géomètres  grecs  n^onl  pas  connu  expliciiement  Iq^ 
équations  d^involution  relatives  au  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique; 
mais  ils  ont  eu  Péquivalent  dans  la  proposition  qu^on  appelle,  diaprés  Des- 
cartrs,  le  théorème  de  Pappus,  et  qui  consiste  on  ce  que  le  produit  des  dis- 
taneet  de  chutfue point  dr  la  courbe  à  deux  côtés  opposés  du  ifuadrilatère ,  est  au 
produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres  côtés,  Jttns  une  raison  con-. 
f  tan  te. 
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(Uiu  Icft  (k-moD&li alioQg  uuo  l'aciliit'  qui  rapproche  les  coa- 
(«ptîons  dulaliÀHnélrÎHdtf  cclli-s  de  l'Aiialy&e.  Car  on  sirit 
^'uQW  dêmontiralton  csl,  d'oitliiiaire,  plus  pénible  quand 
ou  «sioUigé  de  subordonner  le  raisoiinL-menl  à  iVtald'uue 
I  Cgon:  p«rticalîère ,  qui^  quaud  on  peut  raisonner  d'une 
I  nunièrcg^èrale,  comme  en  Analyse,  sans  tenir  compte 
tk»  [Mftilîuua  relalùcs,  accidentelles,  des  diverses  parliez 
dr  la  figure.  Dans  lo  premier  cas,  on  cherclie  [lénibleinenl  1 
dans  les  détails  de  la  figure  les  élémrnts  de  la  démonslra-  ' 
IJUB,  et  dans  le  seconil,  ou  combine  logiquement  des  pro- 
poûiions  abttrailcs,  sans  aucune  eulravc. 

Le  principe  des  signes  étend  mt^me  son  influence  siir 
>  des  propositions;  car  lorsqu'rllcs  ne  se  compli- 
«  de  conditions  de  situation,  elles  piennenL  une 
(i  la  lois  plus  générale  et  plus  concise,  qui  présente 
I  ■  r«sprii  une  idée  plus  nette  et  se  pr^te  mieux  au  raison- 


On  ■  donc  beaucoup  perdu  à  ne  pas  introduire  systémalî- 
rpumentdansiaGrâmétne  pure,  lepnneipedes  signes;  les 
I  progrfo  de  la  science  en  ont  été  nécessairemeui  relanlés. 

IV. 

Si  l'on  ne  démontre,  ordinairement ,  comme  nous  l'avons 

[  dit ,  une  formule  ou  relation  que  pour  une  cci  taino  liguri' , 

I  n  no«i  dan»  l'élst  d'abstraction  et  de  gt'néraliié  qui  pei- 

I  n»Ktf  ait .  au  moyen  des  signes  4-  el  —  allectés  aux  segments 

I  rt  aux  angles  pour  marquer  leur  direction ,  de  l'adapter  in- 

I  diiîi^renunenl  h  tous  les  cas  possibles  de  la  figure,  il  est 

rile  d'eu  rtTOnnailre  la  raison.  Q'esl  que  les  propositions 

■ient,le  plus  ordinairement,  les  éléments  de  d<- 

lîlkm,dans  la  (jéoméirie  nncicnne,  ne  comportent 

i|)|ie*lioii  du  principe  dea  signes.  Telles  sont,  la 

■ItirMi  du  rarrê  de  l'IiyiKtléuuse,  cellu^de  la  propor- 

iiinaIîlê(Ir»<ïné»hfniiiilogut'»dans  b-s  Irinngbs  semlibi- 


^  MÊFICF.. 

IAêai  cdle  eocore  de  la  proportion ualilr.  dans  tout  trian- 
gle, des  côtés  aux  sinos  des  angles  opposés.  La  règle  des 
sigBCi  œ  s^appliqne  point  à  ces  propositions,  puisque  les 
scgnents  cpie  ron  y  ccmsidire  sont  (bnnés  sur  des  lignes 
diflerentes,  et  les  angles  autour  de  sooimeu  diâérents. 

A  ces  propositions  classicjues ,  la  Géométrie  moderne  en 
a  ajouté  qud<]ues  autres ,  notamment  celles  qu'on  désigne 
sons  le  nom  générique  de  théorie  des  traftsversales ,  les- 
quelles ctnnportent  Tapplication  de  la  ri^e  des  signes. 
Mais  on  a  n^igé  de  reconnaître  dans  ces  propositions ,  ou , 
du  moins ,  de  mettre  à  profit  cette  faculté  prérieuse  qui 
forme  une  partie  notable  de  leur  valeur*  et  on  ne  les  em- 
ploie que  comme  exprimant  de  simples  relations  numé- 
riques, sans  y  faire  entrer  les  conditions  de  direction  d'an- 
gles ou  de  segments,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  au  sujet 
des  rdations  dlnvolution  (i). 


'i'  Il  ne  Cal  pas  perdie  de  Toe  que  oous  B^eatendons  parler  Ici  qve  des 


!•/ 


omwngrt  deGéooiétrie  pare;  car  les  propositiont ,  même  celle*  de  U  Uiéortc 
des  iransverMlea ,  que  Pun  d«moutre  par  U  Géométrie  aaalytiqHe,  doivent 
porter  rempreiDleda  principe  des  signes;  à  rootot,  toutefois,  qnVn  |*a»- 
tant  des  resnltau  du  calcul  à  leurs  expressions  (^metrtqnes  ,  ou  ne  nëgligo 
de  imir  compte  des  signes ,  on  qu'*on  ne  fasse  quelque  erreur  ou  quelque  hy  • 
potlftèae  contraire  à  la  stricte  application  de  la  règle  ordinaire  des  signes. 
CVst ,  en  efet ,  ce  qui  a  lieu  dans  plusieurs  ouvrages  de  Géométrie  analy- 
tiqne ,  à  Pégard ,  notamment,  des  deux  équations  à  »ix  segments  relative:» 
an  triangle  coupé  par  une  transversale  ou  par  un  (aisc«au  de  trois  droites 
tsaurs  des  sommets  :   ces  deux  Tormules  s^y  trouvent  diSer'mlices  par  des 
signes  précisément  contraires  à  ceux  qui  leur  conviennent.  Cependant  dans 
roovrage  de  M.  Blôbius,  intitulé  Calcul  bmjeeutrt^me  {•),  le  premier,  je 
crois,  où  Ton  ait  donné  des  ^ignes  à  ces  deux  relations,  rllos  ««nt,  .tinsi 
que  le  rap|»ort  harmonique  de  quatre  points,  leurs  véritables  signes 

M.  de  Morgan  a  déjà  fait  Tobservaiion  que  la  théorie  lies  .«îgiies  «laiis 
Tapplicaiion  de  TAlgëbre  à  la  Géométrie  laisse  parfois  quelque  chose  a 
désirer.  (On  Ihe  mode  of  using  ibc  signe  ->-  and  ^  in  plane  Geomeiry.  Voir 
The  Cambridge  and  Dublin  malhintatical  Journal;   mai  l^5l.) 

'*)  /Vr  bary€€t.-rti*.he  CaUul  eux  nettes  Hmlftnutul  mmt  «n.<(tl4«i Arn  Brkandlumf  i!rt 
ifrotf^tr.e  darfetuUl  utid  intbetondere  a-.f  été  BtUL.it^  muer  dutim  von  Auff^^hen  un.l 
4te  t.ni  '  nirlutt^  mehrrrr  Eif.  h  ih.iften  tUr  Keg'lii.kfuUe  tut^rnrmUl  »r»n  Awgu»!  Fri- 
4in«»«i  M»Ihu*,  pr*»fc»f«»f  «'rr  A^Uf^nKaiic  jii  I  ripfi,;    t^ipiit; ,  iSi-.m-S    . 


U  icn&uil  (]iit.-  les  pioposîlioiis  dêiluiu's  «yiilhêliquriiii'iil 
de  re  peiii  nombre  di-  tli^rèmcs  qui  forment  les  clénienis 
de  dnnotistralîon  les  plus  ordinaires  de  la  (îéométrie  ,  ne 
wmcemput  qnc  les  valeurs  iiumëriques  des  segments  et  des 
miijIm,  d  sont  dépourvues  d'une  partie  essentielle  de  la 
^gnilîcation  mathématique  qui  U*ur  apparlirtit. 

ntraire,  nos  prorédés  de  déiuoristiatiou  s'appuient 
propositions  qui  impliquent  toujours  par  elles- 
le  principe  des  signes,  et  qui  le  conservent  et  le 
truHineUent  dans  toutes  les  déduoiions  résultant  de  leur 
■rombîaaifon  synthétique,  comme  cela  a  lieu  en  (îéométrie 
aualTiitfue  (i). 


Le»  inia^inaiivs ,   en  Géoméli-ie    pure,    pi-ésenlenl   de 
graves  dilficultés  :  souvent  l'on  ne  sait  comment  les  définir 
ni  le»  introduire  dans  le  raisonncuient;  et,  d'autre  part, 
la  élémciiLsd'unedémoustratioD  peuvent  disparaitrequand   < 
quelque»  parties  d'une  figure  deviennent  imagiuaires. 

Ces  diâîeultés  n'existent  pas  en  Analyse,  où  les  imagi- 
naires te  mauifesleni  et  se  caractérisent  |>ar  Tes  racines    ; 
d'âne  Àpmtion  du  second  degré,  dont  les  coefficients  seuls^ 
vi  Don  In  racines  elles-mêmes,  entrent  dans  les  relaiioni  J 
que  l'oa  considère. 

No»  Uu^i»  donnent  lieu  aussi  à  ccrlaines  équations  da 
•ecood  d^ré,  qui  permellenl  d'introduire,  naturellement 
ri  dans  iid  sens  parfaitement  déienuioé,  les  imaginaire* 


(0  Lw  lurmaleidc  h  ■h>>orici(l«  lr*ii»vmali's  selTourptii  rlum  TJ/ii 
kavrl^Br.  MM  ■■■ir  (nriiui  mwouIuiik^i,  m>i>  lisiin.  Mui*  ileiiiiit,  t. 
n^rii  *taii  «onfi  l'ulllilc  [|UD  la  Gtoni^lrio  dutail  retirer  do  l'ein)-loi 
x^kM,  r(  jAttiiinM'IumliiCoiirs  Jo  G^oniélric  lufirrirmre  dv  lu  FneuUi' 
Sci—ew,  j'ai  talnduH  it>l^iiiliqu«Ri«nt  c*ite  dcMlrliln  conimn  indi(p<«- 
mUm  pa*>  dMinor  nu  iilaiUriu  ili>  *>>cu'(iilii  vl  •lunule»  luiir  tleoiOciilii-n 
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dans  les  spéeulahons  géométriques^  parée  que  ees  objet» 
imaginaires ,  points  y  lignes  ou  quantités  ^  n'enlreut  pas  eux- 
mêmes  explicitement  dans  le  raisonnement,  mais  sV  trou- 
vent représentés  par  des  éléments  toujours  réels,  qui  peu- 
vent sei-vir  à  les  déterminer.  De  la  sorte,  les  démonstra- 
tions impliquent  les  cas  où  certaines  parties  d'une  figure, 
telles  que  les  tangentes  a  un  cercle  menées  par  un  point 
donné,  deviennent  imaginaires ,  sans  qu'on  soit  obligé  d'in- 
voquer le  principe  de  continuité  dont  M.  Poncelet  a  fait 
un  si  heureux  usage  dans  son  savant  Traité  des  Propriétés 
projectiv^es  d(*s  figures,  mais  qui  ne  pouvait  répondre  aux 
vues  qui  m'ont  dirigé  dans  la  méthode  suivant  laquelle  je 
traite  ^  Géométrie. 

Pour  bien  expliquer  ma  pensée  à  cet  égard,  je  vais  en- 
trer dans  quelques  détails. 

Rappelons  d'abord  ce  qu'on  entend  ici  par  le  principe 
de  continuité. 

Certaines  parties  d'une  figure ,  considérée  dans  un  état 
général  de  construction,  peuvent  être  réelles  ou  imagi- 
naires, indifféremment;  par  exemple,  s'il  se  trouve  dans 
la  figure  un  cercle  et  une  droite,  sans  aucune  condition  de 
position  relative,  les  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes 
seront  tantôt  réels  et  tantôt  imaginaires  ,  quoique  la  figure 
reste  dans  un  état  de  construction  général.  Quand  ces  par- 
ties sont  réelles ,  nous  dirons  que  le  fait  de  leur  existence 
forme  une  propriété  contingente  de  la  figure;  et  pour  dis- 
tinguer ces  parties  elles-mêmes  de  celles  qui  sont  absolues 
ou  permanentes,  nous  les  appellerons /^a/7ie5  contingentes. 

Cela  posé,  il  arrive  souvent  que  ces  parties  contingentes 
(c'est-à-dire  qui  peuvent  être  indifféremment  réelles  ou  ima- 
ginaires) ,  servent  utilement,  dans  le  cas  de  la  réalité,  pour 
la  démonstration  d'un  théorème,  et  que  cette  démonstra- 
tion n'a  plus  lieu  quand  ces  mêmes  parties  deviennent 
imaginaires.  Alors  *>n  dit  i\\{ri\  vertu  Av\  principe  de  conti- 


Huilr.  Ir  lliwrrniu  ilt'-nionirv  <biiN  li'  i>ivuiicr  ras  s'«^lftiil 
JB  «rroti'l:  ri  onTénom-c  d'une  maiiiên- ;;<.'aerali*. 

(Quelquefois  le  roiili  aire  a  lîi^u  ,  el  r'esi  «juaiiil  ccrtain(.-s 
parti»  (l'une  fî|iurf  sont  iinagiuaiivs .  '|ue  l*oii  y  trouve  1rs 
rlénenis  d'une  déiuoiislralion  fatrili'.  doul  on  appltqiir  rJi- 
■dilc  Ir» ronsiîqprnrw ,  ni  venu  d u  /irimipe  eli-  loritiniiitéf 
4ti  cas  où  «s  m^me»  panics  soiil  rt'clli-s  et  nù  la  drninns-  ] 
iniinu  u'exUtr  plus. 

Prmoos  un  exeinplt'  ilo  diacuiir  di-  ces  circbiiHtances. 

Doux  srclions  4'onî<)m's  située*  dans  un  m^nir  plan  se 
ronpttni,  en  gOn^ral ,  en  quatre  points  ,  dont  dru\  ou  tous  ' 
le*  c|uatre  peuvent  être  imagiuaii-rs.  Quand  l'nu  de  ers 
casd*ttti*gîiiai-ité  a  Heu  ,  on  démouiie  que  les  di-ux  eoniqurs 
peavrnl  èm  ivgnfdi'cs  comme  la  pei-speriivc  de  deux  eei-- 
rtc9  aiiuès  dans  un  méuic  plan  :  et  alors  un  applique  immt'- 
diatcmmi  k  ri-s  dvux  eourbcs  les  propositions  relatives  aux 
dcox  ccrrtc»,  uolanimcnt  relies  tjui  ton  te  ru  ont  leurs  ren- 
tres de  simîlilude;  reijai  donne   de  belles  propii^tés  des 
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îinant  leurs 
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•gie(.). 


Mais  quand  ces  deux  eourbrs  se  roupcut  eu  quatre  points 
rêrla,  tx  mode  de  démoustrati<>n  fail  défaut^  rar  lus  deu\ 
courbes  ne  peuvent  plus  être  eonsldérées  romnie  la  poi- 
ïpeeii«e  de  deux  renies,  puisque  ceux-ci  ne  se  coupent 
ipiVn  deux  points  r^ls.  Alors  ou  invoque  Ir  principi-  t/r 
tontiiiuùc .  et  l'on  dit  que  les  tltêorèuies  démontrés  dans  le 
ptmiier  cas  s'appliquent  égalemiMil  à  di-u\  coniques  qui 
ont  leurs  quatre  points  d'tnterscclion  réels. 

Dana  cet  exemple,  r.'esl  le  cas  on  les  pai  lies  coutingcnte^ 
•ir  la  GguiT  s«'  IroutenI  imaginaires,  qui  founiit  une  dé- 
BKmstratioD  des  tIiÀ>rêmrs  que  l'un  a  en  me.  Dans  le  sui- 
vaat,   1rs  parties  enntingcnles  sont  réellis. 
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Soit  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique^  une  trans- 
vei*sale,  menée  arbitrairement,  rencontre  la  courbe  et  les 
deux  systèmes  de  côtés  opposés  du  quadrilatère,  en  trois 
couples  de  points ,  entre  lesquels  ont  lieu  les  équations  dMn- 
volutiou.  Que  deux  autres  coniques  passent  par  les  quatre 
sommets  du  quadrilatère,  les  deux  points  d'intersection  de 
chacune  déciles  par  la  transversale,  formeront  pareillement 
une  involution  avec  les  deux  couples  de  points  appartenant 
aux  quatre  côtés  du  quadrilatère;  et  Ton  conclut  de  là,  en 
combinant  les  équations  d'iuvolution ,  que  les  trois  cou- 
ples de  points  qui  appartiennent,  respectivement,  aux  trois 
coniques,  sont  eux-mêmes  en  involution;  c'est-à-dire  que  : 
u  Quand  trois  coniques  passent  par  quatre  mêmes  points , 
»  toute  transversale  les  rencontre  en  six  points  en  mi*olu- 
»   tion  (i).  M 

Ce  théorème  est  ici  démontré  dans  le  cas  où  les  quatre 
points  communs  aux  trois  courbes  sont  réels;  et,  par  le 
principe  de  continuité ,  on  Tétend  au  cas  où  deux  de  ces 
points,  ou  tous  les  quatre,  sont  imaginaires,  bien  qu^a- 
lors  la  démonstration  n'ait  plus  lieu,  puisqu'il  n  y  a  plus 
de  .quadrilatère. 

En  Géométrie  analytique ,  la  démonstration  de  ces  théo- 
rèmes a  toute  la  généralité  désirable;  car  on  n'y  fait  point 
acception  des  circonstances  de  réalité  ou  d'imaginarité  des 
points  d'intersection  des  coniques.  Et  il  semble  que  c'est 
cette  puissance  de  l'Analyse  qui  autorise  à  faire  avec  con- 
fiance, en  Géométrie  pure,  usage  du  principe  de  conti- 
nuité. 

VI. 

Sans  vouloir  élever  aucune  objection  contre  cette  nia- 


(i)  Celle  propriété  dos  Coniques  a  élc  donnée  par  M.  .Sliirm,  dans  l.i 
première  parlic  d'un  Mémoire  donl  la  siiile,  au  grand  re(jrel  des  (jcomèires  , 
■ra  pat  été  publiée.  (Voir  Annales  de  Mathématitfues  de  M.  Gergoniie, 
tome  XV  U,  page  180.) 
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mèfe (le pitK^édcr  qui  peut,  dans  l'ciiaiiios  questions,  foui"- 

nir  au  géomètre  des  i*essources  dont  il  fait  bien  de  ne 
poiat  se  priver,  j*ai  cru  eepeudani,  et  par  plusieurs  rai- 
sons, devoir  m*abstcnir  de  l'employer  dans  l'ouvrage  ac- 
tuel. 

D'abord,  ce  principe  Je  contùnaiê  n'étant  pas  démontré 
à  priori,  en  Finvoquant  comme  une  sorte  d'axiome  ou  de 
posiiilaiumy  on  s'écarte  de  Texactitude  rigoureuse  qui  con- 
stitue le  caractère  principal  et  Ton  peut  dire  la  supériorité 
des  sciences  mathématiques ,  en  général ,  mais  surtout  de 
la  Géométrie. 

En  outre,  avec  ce  principe,  fut-il  prouvé  en  toute  ri- 
gueur, on  n'a  point  une  démonstration  directe  qui  seule 
satisferait  complètement  Tesprit;  on  laisse,  dans  chaque 
question,  une  lacune  et  un  sujet  de  recherche. 

Mais  il  est  une  autre  considération  plus  puissante  qui 
m'a  déterminé  à  ne  pas  profiter,  dans  ce  volume  destiné 
à  poser  les  bases  de  méthodes  générales ,  des  facilités  qu'au- 
rait pu  offrir  souvent  le  principe  de  continuité.  Une  étude 
attentive  des  différents  procédés  de  démonstration  qui  peu- 
vent s'appliquer  à  une  même  question  m'a  convaincu  quh 
côté  d'une  démonstration  facile  ,  fondée  sur  quelques  pro  • 
priétés  accidentelles  ou  contingentes  d'une  figure ,  devaient 
s'en  trouver  toujours  d'autres,  fondées  sur  des  propriélc's 
absolues  et  subsistantes  dans  tous  les  cas  que  peut  pré- 
senter la  figure,  en  raison  de  la  diversité  de  position  de 
ses  parties^  et  j'ai  éprouvé  que  la  recherche  de  ces  dé- 
monstrations complètement  rigoureuses  est  d'autant  plus 
utile,  qu'elle  met  nécessairement  sur  la  voie  des  propo- 
sitions les  plus  importantes,  de  celles  qui  établissent  tous 
les  liens  qui  doivent  exister  entre  les  dillérenles  parties 
d'un  même  sujet. 

Je  me  suis  donc  propose  d'introduire  dans  cet  ouvrage, 
avec  la  notion  explicite  des  imaginaires,  des  démonslra- 
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lions  aussi  rigoureuses  et  aussi  générales  que  eelles  de  la 
(Téométrie  analytique 

Ces  démonstrations  deviennent  aussi  faciles  que  les  pre- 
mières, quand  on  en  a  préparé  la  voie  par  la  recherche  de 
quelques  propositions  d'une  certaine  nature;  savoir,  de 
propositions  reposant  sur  les  propriétés  absolues  ou  perma- 
nentes de  la  figure  que  Ton  considère,  et  non  simplement 
sur  ses  propriétés  contingentes .  Ces  propositions  se  dis- 
tinguent par  ce  caractère  spécial,  que  les  objets  suscep- 
tibles de  devenir  imaginaires  n'y  entrent  pas  sous  forme 
explicite,  mais  s'y  trouvent  représentés  par  des  éléments 
réels ,  de  même  que  les  racines  d'une  équation  n'entrent  pas 
elles-mêmes  dans  les  calculs  de  la  Géométrie  analytique,  et 
y  sont  représentées  collectivement  par  les  coefficients  de 
l'équation. 

Ces  propositions  où  n'entrent  ainsi  que  des  relations  qui , 
en  Analyse,  s'exprimeraient  au  moyen  des  coefficients 
d'une  équation  ou  d'autres  fonctions  symétriques  des  racines 
de  Téquation,  sont  celles  qu'il  importe  le  plus  de  con- 
naître, comme  étant  à  la  fois  les  plus  fécondes  et  les  plus 
propres  à  donner  à  la  Géométrie  le  degré  de  généralité  qui 
fait  la  puissance  de  T Analyse. 

VU. 

Je  terminerai  ces  considérations  sur  les  imaginaires  par 
une  remarque  qui  se  rapporte  essentiellement  au  sujet. 

Il  peut  arriver,  quand  quelques  parties  d'une  figure  de- 
viennent imaginaires,  que  les  pix>positions  soient  suscep- 
tibles de  nouveaux  énoncés  très-dilTérenls  des  premiers,  et 
donnent  lieu  à  des  propriétés  de  l'étendue  très-diflerentes 
aussi  de  celles  que  Ton  considérait  d'abord. 

On  trouvera  un  exemple  remarquable  d'une  telle  trans- 
l'orniation,  dans  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe 
radical.  Si  Ton  suppose  l'un  des  cercles  imaginaire  (ce  qUi 


licd  »rli>n  la  pusillun  du  point  ([Uu  l'un  pivadru  poui' 
iiiT  du  cercle) ,  touies  les  proposiiions  générales  appar- 
II  à  ce  sTitênie  fournissent  immédiatemetil ,  en  rhan- 
il  d'énoncés,  de  fort  belles  propriétés  des  concs  â  baM! 
itrnlairp.  Tnnaformaiion  singiUîèie,  qui  montre  le  sens 
mToimI  de  cette  pensée  d'un  illustre  géomètre  de  nos 
jouit:  u  En  Géumélrie,  comme  en  Algèbre,  la  plupart 
>  d«  îdrrs  dttlércnies  ne  sont  que  des  transformations; 
-  les  plus  lumineuses  et  les  pins  fécondes  sont  pour  nous 

•  rellMqai  foni  le  mieux   image- et  que  l'esprit  combine 

•  a«cc  le  plus  de  facililé  dans  le  discoui-s  et  dans  le  cal- 
-«-ull.).  . 

MU. 

Je  ferai  mt-iitioti   brièvemeut  d'un  troisième  carueléiv 
ie  gritéraliié  «pic  possèdent  tius  théories  géométriques,  et 
lionne,  dans  beaucoup  île  queslions,  un  avaii- 
la^e  rMJ  sur  les  procédés  ordinaires  de  la  Géométrie  ana- 
lytique. C'est  i[u' elles  s'appliquent  indifl'é reminent  aux  deux 
p-oD-s  de  propositions  que   l'on    peut  distinguer  dans  la 
imcp  de  retendue,   selon  qu'elles  se   rapporteitt  à  des 
points  ou  à  dm  divites  ('-<);  pcopositluns  qui  se  rorrespon- 
nl  en  terlu  de  certaines  luis,  auxquelles  on  a  donné  le 
m  Ak principe  <it;  dnaliU,  Par  e-xeinple,  à  une  propos!- 
m  ruueeritaui  leard/e.i  et  les  diagonalts  d'un  quadr'ila- 
■r,  m  com-apotul  une.  conceruant  les  mmittets  et  les 
tiUâ  de  coiu-OMV  des  L-Atés  opposes;  h  une  pi-opositioii 


(S,    tl  ■>«<  Mt  lt«0>noi.    qD< 
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coucemant  les  points  d*un  cercle  ou  d'une  conique,  en 
correapond  une  concernant  les  tangentes^  etc. 

lia  méthode  de  Descartes ,  ou  Géométrie  analytique ,  ne 
s'applique  pas  avec  une  égale  facilité  à  ces  deux  genres  de 
propositions.  Aussi ,  dans  beaucoup  de  cas, on  n'en  démontre 
qu'une,  et  Ton  en  conclut  l'autre  par  les  méthodes  de 
transformation  des  figtires,  telles  que  la  tliéotie  des  polaires 
récipirH/ues,  C'est  ainsi  que  l'on  a  coutume  de  conclure  du 
théorème  de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique , 
le  théorème  de  M.  Brianchon  surThexagone  circonscrit. 

Nos  méthodes  s'appliquent  avec  une  égale  facilité  aux 
deux  sortes  de  propositions,  et  accroissent,  à  cet  égard,  les 
ressources  de  la  Géométrie. 

Aussi,  nous  n'avons  pas  été  obligé  de  recourir  aux  mé- 
thodes de  transformation  des  figures ,  lesquelles  sont  parfois 
fort  utiles,  mais  ne  satisfont  pas  complètement  aux  besoins 
de  la  science,  même  quand  elles  sont  applicables,  et  ne 
peuvent  suppléer  à  des  démonstrations  directes. 

Nous  renvoyons,  à  ce  sujet,  aux  considérations  déve- 
loppées dans  le  cpurs  de  l'ouvrage.  (Chap.  XXVII.) 

IX. 

Ce  volume  est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première  contient  un  ensemble  de  propositions  dont 
l'enchaînement  naturel  donne  lieu  à  trois  théories  qui  se 
font  suite  et  sont  le  développement  d'une  même  notion 
et  d'un  même  théorème  fondamental. 

Cette  notion  se  rapporte  h  une  certaine  fonction  de  seg- 
ments ou  d'angles,  appelée  rapport  anhanno nique  de  quatre 
points ,  ou  d'un  faisceau  de  quatre  droites. 

Les  trois  théories  successives ,  auxquelles  donne  lieu  cette 
fonction,  que  l'on  considère  dans  un  ou  plusieurs  systèmes 
soit  de  quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  peuvent  être 
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diles  théories  du  rapport  anharmonitjue  ;  des  dii^isions  iti 
faisceaux  homographiques  ;  et  de  Y  immolation. 

Ces  théories  forment  la  base  de  nos  procédés  de  démous* 
tntion.  Chacune  des  pi*opositions  dont  elles  se  composent 
ly  UrouYe  comme  uu  anneau  nécessaire  à  leur  enchaîne- 
ment continu ,  et  toutes  sont  susceptibles  d'applications  ul- 
térieures très-diverses. 

Je  dois  rappeler  ici  brièvement  ce  que  nous  entendons 
par  rapport  anliarmoniqne  ^  divisions  el  faisceaux  homo^ 
graphiques ^  et  immolation. 

Quand  quatre  points  a^b^c^d  sont  en  ligne  droite,  on 
appelle  rapport  anharmonique  de  ces  points  une  expres- 
sion ou  fonction  de  quatre  s^ments  telle  que  —  :  r^- 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  est  égale  à  l'unité 
(abstraction  faite  des  signes  des  segments) ,  on  dit  commu- 
nément que  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique, 
CVst  pourquoi  j'ai  donné  à  la  fonction  «  dans  le  cas  général , 
le  nom  de  rapport  anharmonique  (i). 

De  même,  quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concourent 

en  un  même  point,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elles 

forment  nn  faisceau ^  chaque  fonction  de  sinus  de  la  forme 

sin(  A,  C)      sin  (B,  C)  ,  .  , 

-r—L — ~  :  -: — ,^  '.  est  un  rapport  anliarmomque  des 
sin(A,  D)     sin  (B,D)  ' '^  ' 

quatre  droites,  ou  du  faisceau. 

rappelle  di\misions  ho mo graphiques  sur  deux  droites ,  ou 

sur  une  seule,  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent, 

deux  à  deux ,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 

quatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  à 

celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde^  et 

faisceaux  homographiques ,  deux  faisceaux  dont  les  droites 

se  correspondent  deux  à  deux ,  de  manière  que  le  rapport 


(i)  Aprreu  hUtorique ,  page  34- 

b. 
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an  harmonique  de  quatn*  droites  da  premier  i'ai^eau  soit 
égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes  du  second 
faisceau  (i). 

Enlin,  je  considère  Vinvolulion  de  six  points,  conjugués 
deux  à  deux,  comme  une  égalité  entre  le  rapport  anhar-* 
nionique  de  quatre  de  ces  points  et  celui  des  quatre  points 
conjugués;  et  de  même  pour  Tinvolution  de  six  droites  (2). 

Cette  déGnitiou  de  Tinvolution  se  prête  avec  une  grande 
facilité  à  Fextension  considérable  dont  cette  théorie  était 
susceptible ,  et  qui  sera  d'un  grand  usage  surtout  dans  Tétude 
des  sections  coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  fonctions  anharmoniques  de  quatre  points  et  de 
quatre  droites  jouissent  d'une  propriété  commune,  fort  sim- 
ple, qui  forme  le  théorème  fondamental  que  nouù  prenons 
pour  point  de  départ  dans  le  développement  de  nos  trois 
théories  ;  c'est  que  : 

Quand  un  faisceau  de  quatre  droites  est  cou/pé  par  une 
transversale ,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
difUersection  est  égal,  numériquement  et  ax^ec  le  même 
signe  y  à  celui  des  quatre  droites. 

Ainsi  les  droites  étant  A  ,  B,  C,  D,  et  les  points  d'inter- 
section ,  /i ,  & .  r ,  r/ ,  on  a  toujours 

ne  ^  bc  sin  (  A,  C)    sin  (  B,  C} 

Hd'Td''  sin(A,D)  *  sin(B,  D)* 

On  conclut  de  là  immédiatement  que  quand  les  quatre 
droites  sont  coupées  par  deux  transversales,  les  deux  séries 
de  quatre  points  d* intersection  ont  le  même  rapport  an- 
harmonique.  Ce  qu'on  exprime  brièvement  en  disant  que 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  est  projectij. 

Cette  propriété  du  rapport   anharmonique  de  quatre 

(i)  Aperçu  historique ,  Noies  XV  cl  XVI;  voir  pajje»  '^^Q  cl  34 i- 
(a)  Aperçu  historique.  Noie  X;  voir  p»p,o  3j8 
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points  a  été  connue  des  xlinciens.  On  la  trouve  dans  six  pro- 
positions du  VIP  livre  des  Collections  :r.athénuUtques  de 
Pappus,  parmi  les  lemmes  relatifs  aux  Porismes  d^Eu- 
clide  (i).  Chez  les  Modernes,  Pascal  et  Desargues  Font 
connue;  et  vers  le  même  temps  Grégoire  de  Saint-Vincent 
et  de  La  Hire  ont  fait  un  grand  usage  du  cas  où  les  points 
sont  en  rapport  harmoni<}ue.  Carnot,   en  démontrant  ce 


(i)  Proposilion»  lag,  i36, 1)7,  140,  i4'i>  (4-''*  (Soit  Aperçu  historique  .  elc  , 
pape  38.) 

Dans  la  propostlion  109,  Fappiw  démontre  que  :  Quand  trois  droites  B, 
C,  Impartent  d'um  menu;  point,  deux  transt^ersaUs  menées  par  un  point  a  les 
rencontrent  en  deux  séries  de  points  b ,  c ,  d  et  b',  c',  d',  entre  lesquels  a  lieu 
Vexation 

mchd        ac'.h'd'  ac     hc         ne'      b'c' 

^dJ^^ûrr^'^     que  «ou*  ecmon.     -;rd'Yd=^ -^J'-Vd'' 

Les  propositions  i36  et  ifyi  expriment  la  réciproque  do  cette  première, 
savoir,  que  :  Quand  cette  égalité  a  lieu  à  l'égard  des  de%x  séries  de  points 
a,  b,  c ,  d ,  i*f  a,  b'y  c')  d'y  ùtués  sur  deux  transversales  issues  du  point  commun 
Uf  les  trois  droites  bb%  cc'  et  dd*  concourent  en  un  même  point. 

Dans  la  proposition  i37,  la  seconde  transversalrt  est  parallèlo  àlNinedos 
droites  dn  faisceau;  et,  par  suite,  le  second  membre  de  Péquationse  réduit 
au  simple  rapport  de  denx  segments.  On  pourrait  considérer  cette  proposi- 
tion curome  un  coroUaiio  de  la  139*  :  néanmoins  elle  a  la  môme  portée  que 

celle-ci,  parce  qu^elle  exprime,  comme  elle,  que  la  fonction  —  :  7--  relative 

ad    bd 

à  la  première  transversale  a  une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  celte  droite. 

La  projHwitioo  140  est  l.«  réciproque  de  C*"^. 

Enfin  la  proposition   1 15  est  un  corollaire  de  la  1 39*  ;  les  quatre  points 

a ,  b^e ,  d  sont  supposés  en  rapport  harmonique  ;  et  Pauteur  démontre  que  les 

quatre  «,  fr',  c',  <f' sont  aussi  en  rapport  harmonique.  Cc  qu^il  exprime  en 

,.  ,,  ac        he  ac'         b'c' 

«lisant  que  si  l  on  a  — ■_  =  -—,»  on  aura  aussi   — rs  =■  ..  ..  » 
^  ad        bd  ad'        b' df 

M.  Poncclet  (voir  Traité  des  Propriétés  projectives,  pajje  1:1)  et  plusieurb 
auteurs  après  lui  ont  cité  de  Touvrage  de  Pappus  cette  dernière  proposi- 
tion ijô,  qui  prouve  que  le  rapport  harmonique  est  projectif.  Mais  ou  voit 
que  la  proposition  «générale  se  trouve  aussi  dans  Touvrage  du  géomètre 
{jrec,  et  même  avec  une  proposition  réciproque  fort  importante.  On  peut 
fK'ns»er  qu*Eucli«lc  lui-même  faisait  usagodeccs  propi*!»itiunb  dans  suii  Troitr 
des  Porismes. 
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cas  pardculier^  a  considéré^  le  premier,  le  rapport  des 
siniis  des  angles  du  faisœaa  (i).  M.  Brianchon  a  éDoncé  la 
proposition  générale  et  s'en  est  serrî  dans  son  Mémoire 
sur  les  lignes  du  second  ordre;  et  M  Poncelet ,  en  faisant 
usage  simplement,  comme  de  La  Hire  et  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  du  cas  du  rapport  harmonique,  a  cité  la  proposi- 
tion générale  de  M.  Brianchon  (2).  Depuis,  plusieurs  géo- 
mètres, et  surtout  MM.  Môbius  (3)  et  Steiner  (4)9  ont  fait 
un  usage  plus  étendu  de  cette  proposition  et  de  celle  qui 
exprime  Tégalité  entre  le  rapport  anharmonique  d*un  fais- 
ceau de  quatre  droites  et  celui  des  quatre  points  d*inter- 
section  de  ces  droites  par  une  transversale.  Nous-mème 
avons  fait  usage  aussi  de  ces  fonctions  anharmoniques ,  no- 
tamment en  les  prenant  pour  le  type  des  relations  trans- 
formables,- dans  la  théorie  à<es  figures  hofru^graphiques  y 
comme  dans  ceUe  des  figures  corrélaU%^s  (  5  ) . 

Mais,  indépendamment  de  ces  applications  spéciales ,  la 
notion  du  rapport  anharmonique  était  susceptible  de  déve- 
loppements dont  j'ai  traité  quelques  points  dans  Yj^percu 
historique  (6) ,  en  m^eflforçant  d'appeler  Tatten lion  des  géo- 
mètres sur  une  matière  dont  Tétude  me  paraissait  devoir 
être  extrêmement  utile  aux  progrès  de  la  Géométrie  (7). 
Ce  sont  ces  développements  qui  ont  donné  lieu  aux  trois 
théories  distinctes  dont  je  viens  de  parler. 


(  I  )  Essai  sur  la  théorie  drs  Transversales .  page  77. 
(a)  Traité  des  Propriétés  projectives ,  page  l'j». 

(3)  Der  barjcentrische  calcul ,  vie. 

(4)  Sc^'stematische  Entwickelung  der  Ahhdn^çkeit  Geomethschci    Gcstalten 
voneinander.  Bi^rlin  ,  i83'i,  in -8^. 

;  .'* }  Aperçu  historique,  page*  :>7 5-8 48 

ftt)  Ko/rNotelX,  pag.  3oi  3o8,«-it\oles\Vrl  \VI,pag    331-344. 

7;    Voir  \y.\^,e^  r»-3S,  38    >)'  81,  1  H)  ,  'vÇro 


jili;  de  lu  Hicilili^  <jue  doit  prn 
t  mp/rort  nn/ittniioriiifir  finir  U  déinonsiralioii  des 
iftiétê»  dra  fignres.  Elli?  provuiit  do  tV'quatlnn 

"(B,C) 


«rf'  6rf 


n(B,D) 


al  If.  point  X 
I  rie  tjuairt! 


à  exprime  qnc  /c  rapport  nnharmoniipie  tif  qui 
ligne  fiivilo  est  égal  à  celui  tic  toutfnh' 
Ve*  partant  par  ces  points. 
Ea  cArt,  il  n'suhe  de  cette  proprii>(é  du  rapport  anhar- 
ipic  cette  fonction  peut  servir  do  lien  entre  les 
figure,  pour  établir  les  relations  qu'elles 
Il  et  qui  coDBtilucuI  les  propriétés  de  la  llï;ure. 
Pkr  rwiople,  si  les  rayous  de  deux  faisceaus  se  coupent , 
eux  â  deux,  eu  quatre  points  en  ligne  droite,  les  rapports 
■lu rmoi tiques  des  deux  faisceau^i  sont  egauv;  et  si  ces 
eux  faÏM'canx  sont  coupés,  respectivement,  par  deux 
■■nsiersalcR,  U:i  rapports  anliarmuniques  des  deux  séries 
Btfuaire  points  d'intersection  seront  égaux.  De  chacun  de 
s*  drux  lystèmes  de  quatre  points,  on  passe  de  même  à 
'■■Un»  synt^mes  si'mblablea ,  par  Vintermédiaire  d'autres 
iscpaax.  De  là  peuvent  dmic  résulter  des  propriétés  de  la 
irernant  des  points  et  di-s  droites.  On  verra,  en 
ri,  dan*  loui  le  cours  de  l'ouvrage,  qu'il  y  a  presque  tou- 
irs  lieu  de  considén-r  ainsi .  dans  chaque  question ,  qucl- 
H  systèmes  de  quatre  points  ou  île  quatre  droites  ayant 
mrme*  rapports  anharmuntques.  On  peut  d'ailleurs  for> 
7,  «VIT  trois  points  seulement,  situés  en  ligne  droite, 
i  rvppofi  anhannonique.  i-n  y  faisant  entrer  le  point  sî- 
râ  l'inHni  sur  la  droite, auquel  cas  la  fonction  anharnio-  . 
!\w  est  simplement  un  rapport  di-  deux  segments. 
M*i»  il  ne  Tandrail  pas  rrnire  qur  Von  ne  démonin-  ainsi 
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que  des  propriétés  exprimées  par  ta  simple  ^alité  de  deux 
rapports  anharmoniques.  Cette  égalité  sert  d'auxiliaire  ou 
de  lien ,  comme  feraient  d*autres  propositions ,  mais  avec 
beaucoup  plus  de  facilité  qi]^e  d'autres,  pour  établir  les  di« 
verses  relations  qui  constituent  les  propriétés  d'une  Ggure. 
Du  reste,  on  verra  que  cette  égalité  même  ne  s'exprime  pas 
uniquement  par  une  équation  à  deux  termes ,  comme  on 
pourrait  le  penser  d'après  la  définition  du  rapport  anharmo- 
nique ,  mais  aussi  par  des  équations  à  trois  et  à  quatre 
termes,  de  formes  variées^  équations  dont  chacune  a  des 
applications  spéciales  fort  étendues. 

Aucune  autre  proposition  ne  me  parait  aussi  propre  que 
celle  du  rapport  anharmonique  à  servir  de  lien  entre  les 
diverses  parties  d'une  figure  dont  on  veut  découvrir  ou  dé- 
montrer les  propriétés.  La  proposition  la  plus  fréquem— 
inent. employée  est  celle  de  la  proportionnalité  entre  les 
côtés  des  triangles  semblables.  Mais  ces  triangles  n'existent 
pas ,  en  général ,  dans  le^  données  de  la  question ,  et  il  faut 
chercher  à  les  former  par  des  lignes  auxiliaires,  tandis  que 
les  rapports  anharmoniques  s'aperçoivent  presque  toujours 
dans  la  figure  même,  ou  s'y  peuvent  former  aisément. 

XI. 

La  fonction  anharmonique,  indépendamment  de  la  facir 
Uté  qu'elle  procure  dans  les  déinonstrations ,  porte  en  soi  le 
gern^e  des  caractères  généraux  qui  distinguent ,  comme  nous 
l'avons  dit,  nos  procédés  de  démonstration^  savoir,  l'ap- 
plication constante  du  principe  des  signes;  Tégale  facilité 
de  traiter  les  deux  genres  de  questions  relatives  aux  points 
et  aux  droites;  et  la  considération  des  imaginaires,  de  la 
même  manière  qu'en  Géométrie  analytique. 

En  effet,  l'égalité  entre  la  fonction  de  segments  et  la 
fonction  correspondante  de  sinus  comporte  le  principe  des 


UiqUC 

a  (but- Il  eu  L 


l  el  comme  nm  ihéorics  (lé<.'oul>-i 

,  il  s'ensuit  que  lous  les  ivsullals  a 

nt  et  iiécessiient  niÊme  l'applicatlou  du  piin- 

Cette  manière  de  faite  déiîver,  |>qui'  ainsi  dim ,  loule  la 

^métrie  supérieure  d'une  projiosilion  unique  qui  iui- 

lliquc  l'oMige  des  signes,  a  de  l'analogie  avec  ce  que  l'on 

■'bit  d«[is  la  Trigonmnétrie  et  dans  l;i  Géoméuie  analytique. 

Car  d^n»  la  Trigonoroéti-ie  on  démonire  la  formule  du 
I  (lé«etu|i)ieiuent  de  sîii  (a  4-  A) ,  en  piouvaui  avec  soin  que 
I  b  rrrgli*  des  signes  s'y  applique ,  •;(  l'oa  déduit  de  celte  fni-- 
nnlc  unique  toutes  les  autres. 

I>e  même,  en  Géantûlne  analytique,  ou  démontre  l'é- 
I  fulioQ  de  la  ligne  droite  et  l'on  pi'ouve  qu'elle  compoi'le 
I  le  principe  des  signes;  puis  cette  équation  forme  le  point 
[  ie  départ  et  le  fundemeut  de  mus  les  ealeuls  ullérieui-s. 

De  même,  daus  notre  (.iHOmétrit?,  une  seule  proposition, 
I  npntruiit  l'égalité  de  deux  touctions  anhariiiouiques  de 
[  K^ments  et  de  sinus,  forme  la  hase  de  [oui  l'ouvrage  el 
I  inirtiduit  iiaturelicmcnt  le  principe  des  signes. 

Mai»  trtte  simple  égnlîlé  a  quelque  ehose  de  plus  général 
I  vl  de  pJoa  primordial  que  lus  deux  propositions  qui  servent 
I  lie  bue  à  la  Trigouoniétiic  el  à  la  Géométrie  analytique; 

r  eellc»-<î  peuvent  êli-e  considérées  comme  des  eonsé- 


I  ijtwneta  de  I; 
l^l'onvrage  (<)■ 


la  pn'miere,  ainsi  qe 


.  le 


lit  .lai 


Xll. 


Quant  aux  deux  genres  de  proptiélés  des  figures,  aux- 

U  donne  lieu  la  disiiaction  des  points  et  des  rlruitcx,  un 

mçoït  que  la   fouetioii    anliarmouiquc  y  soit  paiement 

Iprtiprv,   puisqu'i-lle  implique  les  droites,  par  la  foneliou 
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de  sinus,  aussi  bien  el  au  mcme  tilrc  que  les  points  par  la 
fonction  de  segments.  Aussi  tous  les  développements  qui  dé- 
coulent de  la  proposition  fondamentale  comprennent  denx 
ordres  de  vérités  différentes,  mais  qui  se  correspondent  par- 
faitement :  les  unes  relatives  à  des  points,  et  les  autres  à 
des  droites. 

On  voit  donc  qu'à  cet  égard ,  comme  à  Tégard  du  prin- 
cipe des  signes,  la  fonction  anharmohique  offre  des  avan- 
tages qui  ne  se  trouvent  dans  aucune  des  propositions  dont 
on  se  sert  le  plus  fréquemment  dans  la  Géométrie ,  telles , 
par  exemple,  que  la  proportionnalité  des  côtés  homologues 
dans  les  triangles  semblables. 

Du  reste,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou 
d'un  faisceau  de  quatre  droites  est  la  fonction  la  plus 
simple  qui  puisse  donner  lieu  à  une  égalité  entre  une  fonc- 
tion de  segments  et  la  fonction  semblable  de  sinus.  CVst- 
à-dire  qu'avec  trois  points  et  un  faisceau  de  trois  droites, 
on  ne  peut  pas  former  de  fonctions  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

xm. 

Pour  montrer  comment  j'introduis  en  Géométrie  pure 
la  notion  des  imaginaires ,  de  la  même  manière  qu'on  le 
fait  en  Géométrie  analytique,  c'est-à-dire  par  la  considéra- 
tion des  racines  d'une  équation  du  second  degré,  il  faut 
donner  d'abord  une  courte  explication  relative  aux  dm- 
sions  el  aux  faisceatix  honiographiques . 

Deux  divisions  lioino graphiques  sur  deux  droites,  ou  sur 
une  seuUî,  sont  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent, 
deux  à  deux,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  quelconques  de  la  première  série  soit  égal  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  de  la  seconde  série. 
La  relation  entre  deux  points  correspondants  des  deux  di- 
visions s'exprime,  de  même  que  Tégalilé  de  deux  rapports 


:Ie»  é(|uiilinii&  ii  (lt.-u\ .  à  unis,  au  ;i 
latrcii^nncs,  Irsqnrllrs  sont  indepenilanu-sili' la  [>usili<»i 
Ef  deux  dntîtcfi. 
L*ane  de  eus  ôqiuiions  est  du  la  forme 

Am  B'm'-4-  l.Am  ■+-  «.B'/h'+  v  =  o. 

AetB*  éUut  dcUY  points  fixes  qtKilnonqucs  sur  Iiîb  dciiv 
m'  iluux  pnints  correspondanis  des  deux  divi- 
rlï.u,v  des  con  SI  an  les  i|u'«ri  dt'ti'i'mini' au  moyoD 
■it  iroîs  couples  de  poinLi  en rres pondants. 

Quand  Itts  drnx  (lnïil«s  sonl  coïncidentes,  on  peal  rap- 
porter Ira  points  de  la  seconde  division  ii  In  tnËmi^  origine 
eenxde  la  première;  et  l'équation  ileviont 


Un  voit  immiidiaiGrornt,  d'apn-s  ct-tte  éfitiairon,  qu'il 
Mtute  sur  U  droite  deux  poinls,  détermines  par  l'équation 
i-eoud  di^rê 


jouiMcnt  de  celle  prapriélé,  que  eliacun  deux,  ronsî- 
ièrv  uHDiue  apinrtenaiil  ii  la  prt-mière  division,  est  lui- 
ir  son  hftmùtc^uv  dans  la  si'comle  division.  J'appelle  ces 
éeax  points,  1rs  point%  fioiih/rx  des  deux  divisions,  (^uend 
!■  mrini'*  de  réquaiiou  sonl  iiiingin^in:t ,  on  dit  naiurello- 
mptil,nMUineen  Analyse,  que  ces  points  sont  iiiiiigimiifci; 
leur  point  milieu  esi  toujours  réel,  aiusi  que  le  reo- 
ItaitJe  de  leur»  disianres  k  IWi^ne  A.  Kl  s'il  n'entre, 
la  question  que  Ion  traite,  que  ee  point  v\  ce  rec- 
ilan^le.  on  bien  les  <'r)(-lB<:ïenls  X,  u  et  v.  ou  bien  eucore 
lin  in>i»  couple»  dr  points  correspinidants  des  deu\  divi- 
imn  honKi|;ra[diique»  i|iii  suAisent  pour  déterminer  ees 
iwAcienU.  les  résultats  seront  iridé|H-ndanls  dis  cirtoii- 
t\t-  réalité  nu  ')'ima};inarité  d<'«  ilciix  [loinl'  ilonhles  . 
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et  comporteronl  le  même  degré  de  généralité  que  les  calculs 
de  la  Géométrie  analytique. 

l[l*est  par  ces  considérations  qu^on  introduit,  naturelle* 
ment  et  sans  obscurité,  la  notion  des  points  imaginaires. 
Il  en  est  de  même  pour  le  système  de  deux  droites  imagi- 
naires ^  on  regarde  les  deux  droites  comme  les  rayotis  dou" 
blés  de  deux  faisceaux  homographiques  ayant  le  même 
centre  ;  et  ces  rayons  doubles  se  déterminent  par  une  équa- 
tion du  second  degré  dont  les  racines  peuvent  être  imagi- 
naires. 

Ces  dii^isions  eX.  faisceaux  homographiques  se  présente- 
ront dans  une  foule  de  questions ,  notanunent  dans  toute  la 
théorie  des  sections  coniques  ;  de  sorte  qu'on  conçoit  bien 
que  dans  cette  théorie  la  notion  des  points  et  des  droites 
imaginaires  ne  causera  aucune  obscurité ,  aucun  embarras. 
Par  exemple ,  qu'on  demande  de  déterminer  les  points  d'in- 
tersection d'une  droite  et  d'une  conique  non  tracée ,  mais 
qui  doit  passer  par  cinq  points  donnés.  On  se  servira  de  cette 
proposition  que  :  «  Si  autour  de  deux  points  Gxes  d'une  co- 
))  nique  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours 
»  sur  la  courbe ,  ces  deux  droites  forment,  dans  leurs  posi- 
»  tions  successives,  les  rayons  de  deux  faisceaux  homogra- 
»  phiques  (  i  )  » .  Il  en  résulte  que  les  deux  droites  tour- 
nantes rencontrent  la  droite  proposée  en  deux  séries  de 
points  qui  forment  deux  divisions  homographiques;  et  Ton 
voit  immédiatement  que  les  points  de  rencontre  de  la  droite 
et  de  la  conique  sont  les  poinis  doubles  de  ces  deux  divi- 
sions, lesquels  peuvent  être  imaginaires  en  vertu  de  l'équa- 
tion du  second  degré  précédente. 

(i)  J'ai  démontré  eu  ibcorèiiie ,  en  premier  lieu,  sous  un  énonce  difle- 
rofil  y  dans  un  Mémoire  sur  In  transformation  des  relations  métriques  des 
ligures  (voir  Correspondance  mathématique  et  fthjsique  de  M.  Quclclet, 
lome  V,  pages  'i()3  ei  394  \  ^nixoe  1819)  ;  puis  sous  renonce  uclucl  dans  la 
^olo  W  de  VA/M'rcu  historique  {\ia-^es  y\^-i^f)  y  où  se  irouvcnl  diverses  ap- 
plications lie  celle  pr*»priélé  imporUnie  des  sretions  coniques. 


I  jura  ilimc  urit.'  nïi-c  parla ilcnii'iU  iii-llc   de  (t   qu'on 

Micndn- parles  jwtnis  d'imcrsH'lioii/«/rtg/»rt»t'ïd'mii' 

oitr  et  d'uni*  coni({uc ,  et  l'on  saura  déterminer  te  tnilieti 

s  deux  poÎHis  Cl  lu  rectangle  de  leurs  distances  â  uiii- 

np  pnse  sur  la  droite.  Tous  les  lesuUats  où  n'entreront 

lecK»  deux  é/énienls,  le  point  milieu  et  le  i-eclangle  ,  sub- 

ûuu-oui  dans  le  cas  d'îmaginarilé,  rouime  dans  celui  de 

éalîi^  de»  dKUTt  points  d'intersection. 

Celle  inanK^re  île  considérer  les  imaginaires  est  tout  à 

(■rorme  à  ce  qu'on  Tait  en  tiéoinétiie  analytique.  Mais 

In    équaiioiiii  sont   formées   avec  les  données  mêmes 


r  U  (jucstion ,  ce  qui  est  le  plu: 


1  point  de  simplicité 


'Hoe  l'on  puiïM!  désirt-r.  Fn  Gëomélrii;  analytique,  au  cmn- 
Irairr,  «'lies  ont  lieu  entre  des  coordonnées  introduites  auxi- 
it.  Cprtea  ces  cooidonnécs  sont  souvent  d'un  se- 
mais, employées  mal  â  propos  et  sans 
elles  compliquent  une  question  et  n'en  procu- 
'nnc  solution  îudirecie,  dés  lors  sans  utilité  tliéo- 
M  dépoui'vue  de  celle  netteté,  qiii  doit  i''ti'e  le  hnl 
«wutBiit  des  ffrorts  du  géomètre  (i|- 

XIV 

^ntrc  secoitde  bectîun  teuferme  les  applications  des  trois 
ibrorint  fonda nien laies  à  la  démaiislration  des  propriétés 
in  figures  rcctîlîgnes.  On  y  ii-ouie  les  propositions  les  plus 

itiloMir  le  triangle,  le  quadrilatcre  et  les  polygones;  di- 
«cn  modes  de  description  d'une  ligne  droite  par  points  ;  la 
ihéorie  d«  transversales;  les  centres  dt's  moyennes  dis- 
lanct»  et  des  moyeuncs  barmoiiiqucs  ;  des  relations  géué- 

iln  mire  deux  «yitèmes  quelconques  de  points  situés  sur 
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une  uième  droite,  d'où  dériveut  iuiiiiédiatement  diverses 
formules  analytiques,  notamment  celles  qui  servent  à  la 
décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  sim- 
ples; une  solution  générale,  par  une  construction  unique, 
d'un  grand  nombre  de  questions  fort  diverses,  parmi  les- 
quelles se  trouvent  les  trois  problèmes  d'Apollonius ,  de  la 
section  fie  raison ^  de  la  section  de  V espace^  et  de  la  sec^ 
tion  déterminée^  problèmes  qui,  comme  on  sait,  avaient 
donné  lieu  à  trois  ouvrages  du  géomètre  grec ,  et  dont  la 
solution,  chez  les  Modernes,  a  toujours  exigé  plusieurs 
propositions.  Ici  un  même  prihcipe  de  solution  et  une 
même  construction  s^appliquent  immédiatement  aux  trois 
problèmes:  cette  construction  est  cA\e  iie&  points  doubles 
de  deux  divisions  homographiques. 

On  peut  rattacher  cette  solution  générale  à  des  considé- 
rations analogues  aux  règles  de  double  fausse  position  (i). 
La  facilité  et  Tétendue  de  ses  applications  à  une  foule  de 
questions  fort  diilérentes  semblent  indiquer  que  les  théories 
d^où  cette  solution  dérive  ne  s'écartent  pas  des  bases  natu- 
relles de  la  science. 

XV. 

La  troisième  Section  contient  la  théorie,  prise  d'un  point 
de  vue  très-général,  des  systèmes  de  coordonnées  servant 
à  exprimer  par  deux  variables,  qui  sont  des  rapports  de 
segments,  ou  bien  des  rapports  de  distances  d'un  point  à 
des  droites  fixes  ou  d'une  droite  à  des  points  fixes,  la  posi- 
tion d'un  point  ou  celle  d'une  droite;  puis,  la  théorie  gé- 

\\)  Ici,  où  les  qneslions  lrailé«*8  par  «elle  inôlhodconl,  en  génoral, 
deux  6olllliolt^ ,  il  faut  trois  hy(>oiIii:>eb  uu  liou  de  deux.  On  peut  dire  que 
c'est  une  règle  df  triple  Jausstf  position,  (elle  nicthodc,  fondée  sur  des  con- 
sidérations gèoniètriques,  enitirasse,  comme  ca»  parliciiltcr,  la  l'épie  do 
double /ausse position  pai  laquelle  on  résout  les  cqualions  du  premier  degré, 
et  s'applique  en  outre  a  la  résolution  du  systèmes  dVquations  déterminées 
du  s(>con<l  degré  à  plusieurs  inconnues  ^  qui  admettent  deux  solutions. 


■f«lc  de-  U  uauafui'iuaiiuii  dts  lî^un-»,  isuii  in  (■(•uivs  <1<: 
megtinre,  a]ipclt.-^s  ligui«s  Uoiiiogfaphiqua,  dans  Ic»- 
(dlc*  «J*»  poûttt  corri-s|>DDil(-tit  à  «les  /loirtls  et  des  tiroiles 
^àmtitvitet,  ruraQiK  dans  la  ptrispective;  iuU  en  liguiv» 
b  gvtirc  dillvrviit ,  appi-lci's  li^uirs  cvnèlatifcs,  dans  \<ib- 
A\vi  Ae&  fioÎHtt  COI' resfiou dent  à  dea  (//oiVes  uldus  liivtles 
t  ftoinis,  comme  dans  ta    lliéortt;  des  polaitYs  réci- 

L  l.'vxpOMlioD  de  ee»  mclhodcâ  gZ-nérales  et  les  appliea- 
Nta  qnr  l'on  en  fait  à  divei-«»  questions ,  nouvelles  pour  la 
luftart ,  rejjoïeut ,  eomme  loules  les  pallies  de  la  seeimili' 
ertiiM).  feur  le»  théorie»  établies  dans  la  picniière  (i). 


1^   r|uairîtrue   Section   traite  des  ee: 
1  iiORil>reoiw-s  propositions,  dont  u 


V  parue  ! 


f  l couve 
e  t'cpré- 


•onl  le  injet  du  Mfmoîif  lur  In  pii 
.  q«I  fth  tuilK  t  VApenu  hulantfur  sur  l'otipHe  M  h  ■Ji'»- 
Mn/uto'/rin>  Gfomfbie,  in-',''-  I>rui.'l1.>t,  •Hl;. 

il  id,*  ralio'i  ilu  celte  duie  d»   ■^l:,  que  vcl  uurrugt',  q»i 
«TpM*  \l   iIiH  Ufmulici  caiiiotiNc.    liu  l'A^advinli-  (tv  H(i>xcll<-3. 
nu-  Afadi!mla  cil  janvier  iHlo.ou  trrjtt  Jelu  qucolloii 
tmt*  :  '  Om  drniaiiilK  iiD  rumen  f'liiliuu|iliiqui'  ili-i  dilTiTOnm  nivDHKki 

rihiuoi.  X  Le  Mi'inuitv  >ur  lo  dont  mvlbiHlea  de  linni- 
•ÉliM  dw  D|;u»«,  pnwMi' d^lI>G  ifittgdu«iton  hiilO'iquc  Hc  ;fiaii  ilN- 
M ,  liirtmtt  iliini  U  partie  U  plui  i)Ai>tM<'>rul>li'  rh^  Tguïragc  i  rt  c'ett 
ir  Intail  a  ilA  Mti>  imprima,  que  J'a<  Aoaan  i  lu  purtlu  nûtociijiii! 
>  (raada  viiaoaiun.  Main  Im  lliéi'rim  aur  li^si|uulli«  r*t>uti<nL  lu 
I  ««ilHMti*  dr  lianarunnalinii ,  el  le>  iih|<»  du  ra|i|<u(i  aiiharmi-- 
iivuaM  a|i|iFieiilli>nt  de  rM  mAlliudva  ^(iHBas  57!i>8?l). 
■xr  itt  lo ,  A|wqui<  nà  1»  Mi'mulre  a  tu.-  »drei^6  ■  l'Aca- 
k  ^  brM«llh  ••[  a  nu  le  >u]nl  •Tn.i  Ka|.|iorl  »moi>l. 

..,,  dam  «I  o.iTr.(ie  ;  («se.  !ii(i.a  8),  d.'i.  <li<.<r=ii.  ni.- 

B«4*  irauterninilDn  dei  Hf-'im ,  lellot  q<ie  ceDi^  il*  Kmvioii  iii-ii«nlî>e<' 

t>Warlag,  nlla  •!«  llQuPct  boiaolegiqui»  do  M.  Peneek-l,  elv  ,  q»i  rco- 

■I  daaa  la  ib^la  de«  tliiiinM  hmKogfaphtiurt ,  Ju  n'ai    (m  «lier  la  inr- 
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sentcront  clans  la  théorie  des  sections  coniques,  et  dont  on 
aurait  pu  par  conséquent  ajourner  la  démonstration.  Mais 
j^ai  vu  plusieurs  raisons  de  faire  entrer,  dès  ce  moment, 
ces  propositions  dans  le  développement  des  propriétés  re- 
latives aux  cercles.  Elles  seront  un  utile  exercice ,  qui  con* 
vaincra  le  lecteur  que  les  procédés  de  démonstration  mis 
en  usage  avec  tant  de  facilité  dans  la  théorie  des  figures 
rectilignes  s^appliquent ,  avec  non  moins  de  succès,  aux 
cercles  et  même  aux  sections  coniques,  car  on  s'apercevra 
bien  que  presque  toujours  les  démonstrations  resteront  les 
mêmes  pour  ces  courbes. 

Cette  théorie  du  cercle  suffira  donc  pour  répandre  na- 
turellement ,  avant  d'aborder  Tétude  des  sections  coniques , 
la  connaissance  d'une  partie  considérable  des  propriétés  de 
ces  courbes  et  surtout  de  celles  que  Ton  néglige  dans  les 
Traités  de  Géométrie  analytique. 

Les  jeunes  géomètres  dépasseront  ainsi ,  sans  travail  pé- 
nible et  au  grand  avantage  de  la  science ,  les  programmes 
de  renseignement  classique  devenus  beaucoup  trop  i^es- 
treints. 

Dans  cette  Section  se  trouve  un  chapitre  sur  les  cônes  à 
base  circulaire;  non  que  nous  ayons  eu  l'intention  de  com- 
prendre dans  ce  volume  une  théorie  de  ces  surfaces,  qui, 
pour  être  traitée  avec  tous  les  développements  qu^elle  com- 
porte, ne  doit  venir  qu'après  celle  des  sections  coniques. 
Mais  ces  propriétés  des  cônes  se  présentent  ici  d'elles- 
■^  —  — -      -  -    ■ 

savant  géomètre  a  ospobée  daiia  aon  Traité  du  Calcul  harycentrique  (  Der 
harxcentriscke  calcul,  elc  ;  Leipzig,  1827  );  ce  que  Je  i^ai  su  que  fort  long- 
temps après  la  publication  de  VApev^u  historique. 

La  partie  historique  de  V Aperçu  (pages  1-7(19)  ^^  '^*  Notes  qui  s*y  rap- 
portent ^page»  971  •>5.'i9),  ont  été  iraduilcs  en  allemand  par  M.  Solincke, 
professeur  à  TCniversité  de  Halle.  {Geschickte  der  Géométrie ,  haupttichlick 
mit  Dt  sug  auj  die  meueren  Methoden.  Von  Chastes.  Aus  dem  FramBÔsischem 
uiertragen  dureh  D'  L.-A.  SohHcAe,  ord,  professai  der  reimrm  Mathtmmtik  an 
dft  vereinten  Friedi  ichs  Vni%>ei  ùtat  Ualit-WittemLerg.  Halle,  lë'y;  in-8<».) 


nrt-v  i|u'i;llt;s  sont  simpUineiil  um-  e\{iii-ssion  dif- 

fitL-  de  propositions  gënérak-s  relatives  à  uu  système  de 

cIm  :  on  BUpposP  Van  dr  ces  rrirles  imagtiiBire.  comme 

i  l'arOQs  dit  précédemment. 

t  Cette  panje  de  l'ouvrage  initiera  le  lecteur,  sans  aucune 

ï  tpécialc,  à  la  ronnaissance  d'assra  nombreuses  pro- 

r  des  cùucs  «  base  cinulaire  et  des  roniquijs  sphéri- 

is  nous  sommes  cru  d'autant  plus  autorisa  à  donner 

e  chapitre  sur  les  cAncs,  que  cette  théorie,  qui 

e  an  inurmédiiire  distinct  enirc  les  coniques  planes 

Jt  les  surfaccK  dn  second  degré,  et  donne  lieu  à  un  ordre 

vtom  spécial  de  spéculations  géométriques  intéressantes,  est 

l«Drd'bni  enseignée  régniîêremcnt  dans  l'Université  de 

Niblia,  ou  les  études  mathématiques  prennent  uneexteu 

1  renianiuable  |i). 

Scnu  ne  pouvions  omettre,  en  traitant  du  cercle,  di- 

s  propriétés  du  syaiême  de  deux  cercles ,  qui  se  rap- 

iorlmt  il  la  théoiic  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  se  re- 

1  surtout  par  un  beau  théorème  de  M.  Jacob! , 

t  Von  déliait  de  coiuidérations  plus  générales.  Ces  pro- 


II  CrtI»  tbMria  itae  cAocs  «  bue  circulaire  el  liei  coDiqutu  iphpriquto 
IWl  le  «oj*!  lie  àe«t  U^moirat  înwn^  Jai»  Te  tome  VI  dot  Meimrirri  dt 
i,  itr  Bf*xfll>-.  { inti»  iS)o). 

Ulag<an»«U«,  M.  Gratea,  prat«iaur  ji  l'Uni nnili;  de  Dublin,  ■ 

«lOirMBii  angliii,  el  j  a  joint,  outre  <tec  NotH  el  Adilr- 

leroDIcnunl  l'iinplicltion  Je   l'ADal}»  l>  la  Géoinélriu 

■.LVtKTngC,   odild  ■□«   (mis  âe  l'Unittnilé  ili:  Dulilin,  qui  l'a 

ft  fvofmt  ln>i>lrm'  aai  }nun<»  malbétnalioleni  la  e^AI  Aa  niiilboilet  de 

I  lirit~«'*'*t"r~".  **'  en**i[tn4  ilini  le*  cou  ri  annudi  da  rctie  Univertilr 

I  |il  b  laMdiM  fnr  the  uu>  of  ululernradiiile  itiiilsnts  in  Ibe  Dnivsniljr  ut 

rOabUAi  «nH,  il  la  hoima,  mnj  be  uteful  iii  djr«clin|;  iholr  pfaiDllIiis  uaU 

'■  pane*™"''?  I^  ■''^'''■'■■'([■■■^  oortli;  ohitcl:)  Voit  :  Twogeomun- 

tl  Mtmviti  ■■  Ihr  gmtral  propei  liei  qf  ronei  o/ Ihe  iteand  drgrrr  a»4  on 

[    éK  tiàtnc»!  rvnlei ,  iy  M.  Oiaitri,  Tramtaled  fiom  Ihe  fiench  .  wuh  Nain 

»  A/i^aJi^M  Ihf  e/iplitation  0/  Âiialjiii  lo  ihr  xphrrital 

V.  rjiarla  C-aort.  A    M..  IH.R.I   A  .   ffllow  ak.1  I»f»' 

[   *f  T-^mi,  Cllf^r  Batl.n,   llubtin,  >Sii,iii~b" 


Je£» 


rUstoiredfe 
qui  se 


DISCOURS  D'INAUGURATION 

DO  600K& 

DE  GÉOMÉTRIE   SUPÉRIEURE 

DE    LA    FACULTÉ    DES    SCIEXCKS    DE    PARIS. 

(Séance  du  q3  décembre  1846.) 


Depuis  plus  d'un  siècle  ,  renseignement  de  la  Géométrie  se  ré- 
duit aux  premiers  principes  qu'on  appelle  les  Éléments. 

Ce  nooi  ^Éléments  semble  indiquer  les  premiers  matériaux  de 
l'édifice  f  les  premiers  pas  ou  l'introduction  dans  la  science.  Cepen- 
dant, si  l'on  considère  que  la  Géométrie  a  pour  objet  la  mesure 
et  les  propriétés  de  t  étendue^  on  sent  aussitôt  combien  elle  est  vaste , 
et  l'on  n'aperçoit  même  pas  de  limites  au  champ  qu'elle  embrasse  : 
car  \  étendue  figurée  varie  de  formes  à  l'infioi ,  et  les  propriétés 
de  chacune  des  figures  que  présente  la  nature  ou  que  l'esprit 
peut  imaginer,  sont  elles-mêmes  extrêmement  nombreuses,  on 
pourrait  même  dire  inépuisables.  Il  semblerait  donc  que  Fétude 
de  la  Géométrie  dût  occuper  une  grande  place  dans  l'enseigne- 
ment public  ;  et  cette  opinion  se  fortifie ,  quand  on  considère  que 
cette  science ,  indépendamment  de  son  application  à  tous  les  arts 
de  construction ,  est  réputée  le  fondement  des  sciences  mathéma- 
tiques ,  et  que  les  meilleurs  penseurs ,  dans  tous  les  temps ,  l'ont 
regardée  comme  un  excellent  exercice  de  logique,  éminemment 
propre  à  former  de  bons  esprits  (i).  Il  en  a  été  ainsi ,  en  effet. 


(1)  C^est  pourquoi  Tétudc  des  Mathéinaliques ,  dans  Pancienne  Univer- 
sité, disait  partie,  ou,  du  moins,  était  raccompagnement  jugé  nécessaire 
do  Cours  de  philosophie  qt^i  couronnait  de  fortes  Humanités.  (  Rollin  ;  Traité 
ées  Études;  livre  sixième,  art.  '2.) 

Oo  sait  combien  Uescartcs,  Pascal  ot  LeibnitE,  comme  philosophes  et 
écrivains,  ont  tiré  de  secours  des  Mathématiques,  et  avec  quelle  insistance 
ils  en  recommandent  IViudc  comme  infiniment  utile  pour  faire  naître  ei 
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chez  les  Anciens  et  chez  les  ^IikIitocs,  jiisqiiv  vers  le  commence- 
iiient  du  siècle  dernier;  mais  depuis,  par  reffet  de  ces  vicissi- 
tudes auxquelles  les  sciences  elles-mêmes  sont  sujettes,  cette  partie 
si  importante  de  nos  connaissances  positives  a  été  négligée  et  ré- 
duite à  ses  Éléments, 

Cependant,  quoique  privés  des  secours  et  des  encouragements 
que  procure  renseignement ,  plusieurs  géomètres,  depuis  les  pre- 
mières années  de  ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilection  cette  Géo- 

fortifier  le  Téritabl<»  esprit  de  méthode.  \*oici ,  à  oe  sujet ,  an  passage  de 
Pascal,  qui  n^a  elé  publié  que  daus  ces  derniers  temps  : 

«  Cetie  science  seule  (la  Géométrie)  sait  les  véritables  règles  du  niiaoo- 
1*  nemeni,  et,  sans  s^arrëter  aux  règles  des  syllogismes  qui  sont  tellement 
»  naturelles  qn^on  ne  peut  les  ignorer,  s^arrète  et  se  fonde  sur  la  véritable 
»  méthode  de  eondulrc  le  raisonnttment  en  toutes  choses ,  quepresqne  tout 
9  le  monde  ignore,  et  qu^il  est  si  avantageux  de  savoir,  que  nous  voyons 
•  par  expérience  quVntre  esprits  égaux  et  toutes  choses  pareilles,  celai  qoi 
»  a  de  la  géométrie  remporte  et  acquiert  une  vigueur  toute  nouvelle. 

»  Je  veux  donc  faire  entendre  ce  que  c^est  que  démonstration,  par  rezem* 
m  pic  de  celles  de  Géométrie,  qui  est  presque  la  seule  des  sciences  bu- 
*>  uiatnes  qui  en  produise  d*iiifaillibles ,  parce  qu'elle  seule  observe  la  vé- 
u  ritablc  méthode ,  au  lieu  que  toutes  les  autres  sont  par  une  nécessité 
M  naturelle  dans  quelque  sorte  de  confusion  que  les  seuls  géomètres  savent 
n  extrêmement  connaître.  »  (De  V Esprit  g^nnêtn^ue ^  voir  page  laS  du 
tome  I  des  Pensées ,  Fragments  et  Lettres  de  P^Mcal  ;  édition  de  M.  Fan- 
gère.  Paris,  i8^4,2  vol.  in-S».) 

Si  Ton  consultait  Thistoire,  on  trouverait  que  parmi  les  hommes  qui  se 
sont  fiiit,  à  divers  titres,  dans  tous  les  temps,  un  nom  célèbre,  un  grand 
nombre  avaient  de  la  géométrie,  comme  dit  Pascal.  On  aurait  à  cittir,  dans 
Paniiqiiité .  les  plus  émincnls  philosophes ,  dont  il  suffit  de  nommer  Platon , 
qui  avait  fait  des  mathématiques  la  base  fondamentale  de  son  enseigne- 
ment ,  et  dont  on  connaît  la  fameuse  inscription  du  portique  de  son  acadé- 
mie: Que  nul  n'entre  ici,  s'il  n'est  fjéomè ire.  On  distinguerait,  dans  le  moyen 
ûgc,  burtoul  saint  Anju&tin  f  Marcianus  Capella  ,  Boècc,  Cjissiodore ,  Pro- 
dus ,  Uidorc  deScville,  Bcde ,  Alcuin ,  Aviccnno,  le  pape  Gcrbcrt ,  Adolanl, 
Albert  le  Grand ,  Ro;:cr  Bncon  :  chez  les  Modernes,  Léonaid  do  Vinci, 
Albert  Durer,  Ramiis,  J.-J.  Scal:(]fer,  H.  Ootins,  Hobbes,  Gassendi,  Ar- 
nauld,  Malebranche,  Hiiet,  Clarke,  Fonlciielle,  Wolfi*,  Réaumur,  Voltaire, 
Ruflbn,  Diderot,  Beauzcc,  Condillac,  Hallcr,  Dugald  Stewart,  Kani ,  Cole- 

brooke, L'histoire  même  des  cbcfn  dVmpires  montrerait  que  ceux  qui 

ont  encouragé  la  ciiUunî  des  mathématiques,  source  commune  do  toutes  les 
v-ieiices  exactes,  sont  aussi  ceux  dont  le  r<^(;ne  a  eu  le  plus  dVclat  et  dont 
t.:  l'Joirc  ^^l  la  pl;i5  (luiaMc 
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métrie  abandonnée ,  cl  lui  onl  fait  fiûrc  des  progrès  notables.  On 
a  meine  commencé,  dans  plusieurs  Universités  d'Allemagne  et 
d'iiigleterre,  à  la  réintroduire  dans  les  cours  publics  et  dans  les 
thèses  ayant  pour  but  l'obtention  des  grades  universitaires. 

M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  dans  sa  sollicitude 
pour  toutes  les  parties  de  renseignement  soumis  à  sa  haute  direc- 
tion ,  a  jugé  que  le  temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi 
une  lacune  préjudiciable  aux  progrès  des  sciences  inathématiques. 
La  Faculté  des  Sciences  consultée  a  partagé  ces  vues  judicieuses  et 
libérales,  et  émb  le  vœu  que  renseignement  des  Mathématiques 
supérieures  reçût,  dans  la  Faculté,  le  complément  qui  lui  maii- 
qiuit ,  et  qu'une  chaire  de  haute  Géométrie  y  fût  immédiatement 
instituée.  M.  le  Ministre  m'a  fait  l'honneur  de  me  confier  cet  en- 
seignement. 

Cette  tâche ,  qu'on  me  permette  de  le  dire  dés  ce  moment  en 
sollicitant  l'indulgence  des  personnes  qui  me  font  Thonneur  de 
m'écouter,  n'est  pas  sans  difficultés.  Car  ce  ne  sont  plus  les  théo- 
ries, ce  n'est  plus,  pour  ainsi  dire,  la  science  qu'enseignaient 
Oronce  Finée ,  Ramus,  Roberval,  qull  s*agit  de  reproduire;  il 
ne  peut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  les  travaux  d*Ar- 
chimède  et  d'Apollonius,  de  Fermât,  de  Cavalieri,  de  Pascal, 
d*Hujgens,  de  Newton,  de  Maclaurin.  Ces  ouvrages  renferment 
d'admirables  exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie 
dans  toutes  les  spéculations  de  la  philosophie  naturelle  ;  on  y  trouve 
le  germe  de  plusieurs  théories  :  mais  ils  ne  forment  pas  un  en- 
semble de  méthodes  qu'on  puisse  réunir  dans  un  corps  de  doc- 
trine ,  et  qui  suffi^nt  pour  initier  les  jeunes  matliématiciens  à  la 
connaissance  et  à  la  culture  de  la  haute  Géométrie.  S'ils  offrent  de 
magnifiques  applications  de  cette  science,  ils  ne  constituent  pas 
un  cours  de  Géométrie  supérieure.  Et  d'ailleurs  la  science  a  mar- 
ché :  elle  s'est  enrichie  de  doctrines  nouvelles,  en  harmonie  parfois 
avec  celles  de  l'Analyse;  et  c'est  sur  des  bases  dont  on  n'aurait 
pas  eu  l'idée  il  y  a  un  siècle ,  qu'il  faut  aujourd'hui  fonder  ce  cours 
de  Géométrie  su/)érieurc.  C'est  dans  quelques  ouvrages  modernes, 
dans  des  Mémoires  épars  dans  les  recueils  scientifiques,  qu'il  faut 
rhrrrhtT  le  germe  et  les  éléments  des  théories  et  des  méthodes  pro- 
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près  à  former  le  corps  de  doctrine  que  nous  avons  en  vue.  Ces 
théories  et  ces  méthodes  une  fois  déterminées,  il  faudra  les  coor- 
donner entre  elles,  et  les  soumettre  à  Tençhainement  logique,  qui 
est  le  caractère  propre  des  sciences  mathématiques,  et  plus  par- 
ticulièrement de  la  Géométrie.  C'est  donc  une  œuvre  toute  nouvelle 
à  accomplir. 

Où  trouverons-nous  les  éléments,  dispersés,  de  cet  enseigne-» 
ment  nouveau  ?  Dans  l'étude  attentive  des  travaux  de  nos  devan* 
ciers.  Nous  devrons  consulter  les  ouvrages  des  Grecs ,  qui  se  pré- 
sentent les  premiers  dans  la  carrière,  qu'iU  ont  parcourue  avec  un 
grand  succès;  puis  suivre  les  développements  de  la  science  chez 
les  Modernes;  puis  enfin  aborder  les  doctrines  du  xix"  siècle. 

Cette  étude  rétrospective  est  indispensable  pour  atteindre  le  but 
qui  nous  est  proposé.  Dès  aujourd'hui  nous  jetterons  un  rapide 
coup  d'oeil  sur  les  travaux  des  géomètres  anciens  et  modernes.  Ce 
sera  l'objet  de  cette  première  leçon. 

I.   De  la  Géométrie  chez  les  Grecs. 

La  Géométrie  a  été  la  science  de  prédilection  des  Grecs.  Ils  la 
divisaient  en  trois  parties  distinctes  :  la  Géométrie  élémentaire , 
qu'ils  appelaient  simplement  les  Éléments;  U  Géométrie  pratique 
ou  Géodésie;  et  la  Géométrie  supérieure,  qu'ils  appelaient  le  lieu 
résolu^  et  qui  était  un  ensemble  de  questions  résolues  d'avance  et 
de  théories  où  le  géomètre  trouvait  les  ressources  nécessaires  pour 
procéder  a  la  démonstration  des  vérités  et  à  la  solution  des  pro- 
blèmes. 

C'est  cette  partie ,  le  lieu  résolu,  que  les  Modernes  ont  appelée 
X Analyse  géométrique  des  Anciens. 

Le  peu  de  détails  qui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  extrême- 
ment intéressant  de  l'histoire  de  la  science  se  trouvent  dans  les 
Collections  mathématiques  de  Pappus ,  géomètre  qui  vivait  au 
IV*  siècle  de  notre  ère.  Ces  Collections  mathématiques  étaient  un 
ouvrage  en  huit  livres ,  dont  six  seulement  nous  ont  été  conservés. 
On  y  trouve  ,  avec  des  détails  qui  nous  font  connaître ,  sur  plu- 
sieurs points,  rétat  des  mathématiques  anciennes,  une  foule  de 
propositions  rt  de  lemmos  destinés  à  servir  (1<*  rominontaires  à  di- 
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wrs  ouvrages,  donl  la  plupart  ne  sont  |>as  arrivés  jus(|u*à  nous. 
L'auteur  était  un  géomètre  éminent,  que  Descartes  avait  en  grande 
estime.  C*est  dans  Pappns  et  Diophante  que  ce  grand  philosophe 
remarquait  des  traces  de  cette  lumière  de  raison  qui ,  dans  l'anti- 
qnité,  était  le  caractère  des  mathématiques  vén'tables  {i). 

Nous  trouvons,  dans  les  Collections  de  Pappus ,  la  nomencla- 
ture des  Traités  (fui ,  faisant  suite  aux  Éléments,  formaient  le  lieu 
résolu ,  ou  y  comme  nous  venons  de  le  dire ,  la  Géométrie  supé» 
rieure.  C'étaient  :  un  livre  des  Données  y  d'Euclide;  deux  livres  de 
la  Section  de  raison,  d'Apollonius;  deux  livres  de  la  Section  de  Ces- 
paee;  deux  de  la  Section  déterminée,  et  deux  des  Attouchements 
(  contacts  des  cercles),  du  même;  trois  livres  des  Porismes,  d'Eu- 
clide; encore  d'Apollonius,  deux  livres  des  Inclinaisons ,  deux 
éts  JUeux  plans,  et  huit  des  Sections  coniques;  d'Aristée  Tan- 
cien,  deux  livres  des  Lieux  solides;  d'Euclide  encore ,  deux  livres 
des  lÀeux  à  la  surface;  enfin ,  d'Ératosthènes ,  deux  livres  des 
Moyennes  raisons. 

Ces  divers  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science ,  une 
Géométrie  supérieure,  que  les  Anciens  distinguaient  essentiellement 
des  Éléments, 

Pappus  ajoute  que  les  géomètres,  en  appliquant  les  ressources 
que  leur  offraient  ces  ouvrages  pour  la  démonstration  des  vérités 
gi*ométriques  et  la  solution  des  problèmes,  suivaient  deux  mé- 
thodes, ou  plutôt  deux  manières  de  procéder  par  le  raisonne- 
ment; savoir  :  la  synthèse  ou  composition ,  et  V analyse  ou  n^- 
io/a//(;/7.  Ces  deux  mots,  synthèse  e!  analyse,  avaient  alors,  en 
mathématiques,  un  sens  parfaitement  défini.  Mais,  comme  aujour- 
d'hui nous  les  employons  communément  dans  une  acception  spé- 
ciale trc-s-différentc ,  qui  laisse  ignorer  aux  jeunes  géomètres  ce 
qu'étaient  les  méthodes  anciennes  et  surtout  la  méthode  analy- 
tique, il  ne  paraîtra  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ici  le  sens 
précis  que  leur  donne  Pappus,  le  même  qu'on  trouve  aussi  dans 
Eoclide  (au  treizième  livre  des  Éléments), 


(i;  Reflet  your  la  direction  de  l'esprit;  ,'|*   rôplc;    tome  \l  <lo  l'edilioii  de 
^  Cousin. 
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Par  la  synthèse ^  on  part  de  vérités  connues  pour  arriver,  de 
conséquence  en  conséquence,  à  la  proposition  que  Ton  veut  dé- 
montrer, ou  i\  la  solution  du  problème  (Proposé. 

Par  V analyse,  on  regarde  comme  vraie  la  proposition  que  Ton 
vent  démontrer,  ou  comme  résolu  le  problème  proposé,  et  Ton 
marche  de  conséquence  en  conséquence ,  jusqu^à  ce  qu'on  arrive 
à  quelque  vérité  connue ,  qui  autorise  à  conclure  que  la  chose 
admise  comme  vraie  l'est  réellement ,  ou  qui  comporte  la  construc- 
tion du  problème  ou  son  impossibilité  (i). 

(i)  Citons  le  texlc  môme  de  Pappus,  dans  iK)n  sens  littéral  : 

R  Le  lieu  résolu  est  une  matière  &  l^usage  de  ceux  qui,  possédant  les  Élc» 
menu,  veulent  acquérir  en  Géométrie  l^ari  de  résoudre  les  problèmes  :  c^esi 
là  son  utilité.  Cette  partie  des  mathématiques  nous  a  été  transmise  par 
Euclide,  Fauteur  des  Éléments,  Apollonius  et  Aristée  Pancicn.  On  y  pro- 
cède par  voie  de  Résolution  et  do  Composition, 

)»  La  Résolution  est  une  méthode  par  laquelle,  en  partant  do  la  cboso  que 
Pon  cherche  et  que  Ton  suppose  déj&  connue,  on  arrive  par  une  Fuite  de 
conséquences,  à  une  conclusion  sur  laquelle  ou  s^appuie,  pour  remonter, 
par  voie  de  Composition,  ù  la  chose  cherchée.  En  vfTetydans  la  Résolution 
nous  regardons  comme  fait  ce  que  nous  cherchons,  et  nous  examinons  ce 
qui  découle  de  ce  point  de  départ,  et  même  ce  qui  peut  en  être  rautéci- 
dont,  jusqu^à  ce  que  nous  arrivions  par  le  raisonnement  à  quelque  vérité 
déjà  connue  ou  mise  au  nombre  des  principes.  Cette  marche  constitue  le 
procédé  qu''on  appelle  Analyse,  comme  qui  dirait  solution  en  sens  inverse. 

M  Au  contraire,  dans  la  Composition  nous  partons  de  cette  vérité  à  laquelle 
nous  sommes  parvenus,  comme  dernière  conséquence,  dans  la  Résolution; 
et  en  suivant  dans  le  raisonnement  une  marche  inverse  de  la  première, 
c'est-à-dire  en  prenant  toujours  pour  antécédent  ce  qui ,  dans  le  premier 
cas ,  était  conséquent ,  et  réciproquement ,  nous  parvenons  enfin  à  la  chose 
cherchée.  Cette  marche  constitue  le  procédé  qu^on  nomm(\  synthèse, 

»  L^Analyse  sVmploie  dans  deux  ordres  de  recherches  :  ou  pour  démontrer 
une  vérité  théorique ,  ou  pour  résoudre  un  problème  proposé. 

»  Dans  le  premier  cas,  admettant  comme  vraie  la  prop'isilion  qu^il  faut 
démontrer,  nous  regardons  aussi  comme  vraies  les  conséquences  qui  en  dé- 
coulent, jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  quelque  conclusion  connue.  Si 
cette  conclusion  est  une  proposition  vraie,  celle  d^où  nous  sommes  partis 
Test  aussi  ;  et  sa  démonstration  se  trouve  dans  VÀnalysc  prise  en  sens 
contraire.  Mai:»  si  notre  conclusion  forme  une  proposition  fausse,  la  pro- 
position que  nous  avions  admise  Test  aussi. 

»>  Dans  le  second  cas,  où  il  st'a^jil  do  résoudre  un  problème,  nous  regar- 
dons comme  connu  ce  qu'il  faut  trouver,  cl  nous  en  tirons  quoique  conclu- 
^loii   Si  refle  <  onLlu>it)ii  oî.»   iitie  ronstrurtiofi  posi>ibl<>  on  rentrant  dans  ce 
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Ces  deux  manières  de  procéder  en  matliéniatiques  ne  répondent 
nullement  à  la  signification  actuelle  des  deux  termes  analyse  et 
sYHiAése,  dont  le  premier  caractérise  Temploi  du  calcul  algébrique, 
H  le  second,  la  considération  seule  des  propriétés  lies  figures ,  au 
moyen  da  raisonnement  naturel. 

I^es  deu\  méthodes  anciennes  ne  différaient,  au  fond ,  que  dans 
le  point  de  départ,  les  diverses  o]>érations  de  raisonnement  étant 
les  mêmes  dans  Tune  et  dans  l'autre,  mais  dans  un  ordre  invente*. 
On  caractérisera  brièvement  ces  deux  méthodes,  en  appelant, 
avec  Rant,  la  synthèse,  méthode  progressive  y  et  Vanaljse,  méthode 
régressîpe  (i). 

11  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  l'usage  de  Y  analyse,  chez 
les  Anciens,  suppose  nécessairement  une  proposition  déjà  connue 
et  dont  on  cherche  la  démonstration ,  ou  un  problème  proposé.  De 
forte  que  hors  ces  deux  cas  il  n*y  a  point  lieu ,  d*après  la  définition 
précise  de  Pappus ,  d'employer  la  méthode  analytique. 

Il  faut  observer  encore  que,  bien  que  l'esprit  de  la  méthode 
soit  le  même  dans  les  deux  cas,  néanmoins  elle  y  a  un  caractère 
différent.  Car  dans  le  premier,  où  il  s'agit  de  démontrer  une  pro- 
position, Vanalyse  n*est  point  autre  chose  qu'une  méthode  ex- 
périmentale de  vérification  à  posteriori ,  tandis  que  dans  le  second , 
oi\  il  s*agit  de  résoudre  un  problème,  elle  forme  une  méthode 
d'invention  à  priori ,  puisqu'on  se  propose  de  trouver  la  solution 
ou  construction  du  problème,  ou  de  démontrer  son  impossibilité, 
ce  qui  constituera  la  découverte  d'une  vérité  mathématique  actuel- 
lement inconnue. 


que  les  mathématiciens  appellent  Ifs  données,  le  problème  propose  sera 
aussi  poMiblc  ;  et  la  démonstration  répondra  à  VJnalxsc  en  sens  contrairt'. 
.Mais  si  la  conclusion  à  laquelle  nous  arrivons  est  une  chose  impossible,  le 
problème  le  sei a  aussi. 

»  On  ^kpfhcWe  diorisnuf  celle  partie  du  raisonnement  où  Ton  détermine  les 
eonditionfi  pour  qu^un  problème  soit  possible,  et  le  nombre  de  ses  solutions. 

■  Voilà  ce  que  nous  avons  ù  dire  de  la  Uésoiution  et  de  la  Composition.  » 

t^  Nous  n'entendons  pas  faire  allusion  ici  ù  la  distinction  fondamentale 
JH«éc,  par  l'illustre  philosofibe  ,  entre  les  juf;ements  synthi'uquvs  v{  anah- 
ii^ufi,  bien  ,  toutefois,  que  cette  «lisliiietiMn  dérive  <le>  acceptions  ;iiKieiine>< 
'ic  Wtnah  M*  et  de  ]-Ji4}nthi'sr 
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C  est  daDS  ce  sciis  seuleincnl  qu^on  peut  dire  que  Vanaljrse  des 
^\nciens  est  la  méthode  de  recherche  ou  â* intention. 

Hors  ce  cas  de  la  solution  d*un  problème ,  Vanaljrse  n'a  point 
de  vérité  nouvelle  à  découvrir,  et  pour  cet  objet  c'est  la  synthèse 
seule  qui  constitue  la  méthode  d'invention  par  laquelle  on  forme 
et  Ton  accroît  une  science. 

Cette  remarque  nous  suffit  dans  ce  moment,  où  nous  n'avons 
pas  à  rechercher  quelles  sont  les  méthodes  d'invention  en  mathé- 
matiques, mais  seulement  à  définir  ce  qu'ont  été  les  deux  mé- 
thodes appelées  par  les  Anciens  Analyse  et  Synthèse,  et  à  en  mar- 
quer les  usages  et  le  caractère  distinctif. 

Dans  les  sciences  en  général ,  c'est  par  la  méthode  synthétique 
qu'on  en  expose  les  principes  ou  les  éléments  :  c'est  ainsi  que  sont 
écrits  les  Éléments  d*Euclide.  Toutefois ,  on  trouve  aussi  dans  cet 
ouvrage  des  exemples  de  la  méthode  analytique ,  telle  que  la  mé- 
thode appelée  rédaction  à  l'absurde,  quoique  dans  ce  mode  de  dé> 
monstration  ce  ne  soit  qu'indirectement ,  ou  par  exclusion ,  qu'on 
introduit  dans  le  raisonnement  la  proposition  que  l'on  veut  démon* 
trer.  On  parti  comme  on  sait ,  de  propositions  contraires  à  celle-là, 
et ,  en  les  combinant  logiquement  avec  des  propositions  connues, 
on  arrive,  de  conséquence  en  conséquence,  à  un  résultat  faux  ou 
absurde,  d'où  Ton  conclut  que  la  première  est  bien  la  proposition 
vraie. 

Archimède  et  Apollonius  nous  offrent  de  nombreux  exemples 
de  Xanalysc  :  c'est  pres(|ue  toujours  par  cette  voie  qu'ils  résol- 
vent les  problèmes.  Ainsi,  quand  Archimède  se  propose,  dans 
son  Traité  de  la  Sphère  et  du  Cylindre  {pro^.  8),  de  couper 
une  sphère  par  un  plan ,  de  façon  que  les  deux  segments  soient 
entre  eux  dans  un  rapport  donné ,  il  raisonne  sur  la  grandeur 
inconnue  comme  sur  celles  (pii  sont  données,  et  il  parvient  à 
une  proposition  qui  renferme  l'expression  de  la  grandeur  cher- 
chée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algèbre,  qui  porte  le  nom 
tV Arithmétique  f  fait  usage  continuellement  de  la  ujctliode  analy- 
tique; car  il  représontc  les  inconnues  de  la  question  et  ses  puis» 
sanci's  par  drs  signes  ou  «les  mois,  ri  il  les  introduit  dans  le  raison- 


niscotns.  xliii 

neroentpour  former,  enlre  ces  inconnues  et  les  quantités  connues, 
des  égalités  d'où  il  tire  la  valeur  des  inconnues. 

On  conçoit  que  V anal)  se  et  la  synthèse  ont  dû  être  employées 
concurremment,  dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  sciences 
mathématiques  :  aussi ,  quand  Prodtis  et  Diogène  Laërce  font 
honneur  à  Platon  de  l'invention  de  la  méthode  analytique^  il  faut 
croire  qu'ils  voulaient  par  là  désigner  Platon  comme  ayant,  le 
premier,  distingué  ces  deux  manières  différentes  de  procéder  dans 
la  recherche  et  la  démonstration  des  vérités  mathématiques. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  synthèse 
et  V analyse,  dans  la  Géométrie  des  Anciens  :  nous  n'aurions  que 
peu  de  mots  â  ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pris , 
rhex  les  Modernes,  des  acceptions  très- différentes;  mais  n'antici- 
pons pas  sur  la  marche  de  la  science  :  l'origine  du  nouveau  sens 
des  deux  mots,  en  Mathématiques,  se  rattache  à  la  grande  concep- 
tion de  l^ète,  dont  nous  aurons  bientôt  à  faire  mention. 

De  ces  ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  formaient  comme  les 
éléments  d'une  Géométrie  supérieure ,  et  offraient  les  ressources 
nécessaires  pour  se  Hvrer  aux  recherches  géométriques ,  trois  seu- 
lement nous  sont  parvenus  :  ce  sont  les  Données  d^Euclide,  les 
sept  premiers  livres  des  Coniques  d'Apollonius,  et  le  Traité  de  la 
Section  de  raison^  qui  s'est  retrouve  en  langue  arabe.  La  plupart 
des  autres  ont  été  rétablis  par  divers  géomètres ,  dans  le  style  de 
la  Géométrie  ancienne,  d'après  le  peu  de  détails  que  nous  en  a 
laissés  Pappus. 

Cependant  on  n'est  pas  fixé  sur  le  sujet  du  livre  des  Lieux  à  la 
surface t  d'Euclide.  L'auteur  y  considérait  des  courbes  tracées  sur 
des  surfaces  courbes;  mais  quelle  était  la  nature  de  ces  surfaces? 
les  courbes  qu'on  y  traçait  étaient-elles  nécessairement  planes? 
La  brièveté  de  Pappus  nous  laisse  dans  l'incertitude.  Je  dirai 
toutefois  que  quelques  indices  peuvent  porter  à  croire  que,  dans 
le  livre  des  Lieux  à  la  surface,  Euclidc  traitait  des  conoïdes ,  ap- 
pelés aujourd'hui  surfaces  du  second  drgrr  ilv  nvolution ,  et  des 
sections  faites  par  des  plans  dans  ces  surfaces,  comme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  iixer 
notrr  attention,  et  <pii  a  présent»»  ]>endant  l<»iif;tcmps  une  «  ni^nic 
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indéchiffrable  à  laquelle  se  sont  attachés,  dans  les  deux  derniers 
siècles ,  plusieurs  des  géomètres  les  plus  célèbres  ;  je  veux  parler 
du  Traité  des  Porismes.  Au  dire  de  Pappus,  cet  ouvrage ,  où 
brillait  le  génie  pénétrant  d'Euclide ,  était  éminemment  utile  pour 
la  résolution  des  problèmes  les  plus  compliqués  :  c*était ,  en  quel- 
que sorte,  rinstrument  indispensable  des  géomètres  dans  leurs 
ivcherches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  cette  question  des  po- 
rismes  n*a  présenté  qu'une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses 
parties.  Alors  seulement  R.  Simson  fit  les  premiers  pas  vers  la  dé- 
couverte du  sens  caché  des  idées  de  Tauteur,  tant  en  rétablissant 
la  définition  du  termeponsmc,  et  surtout  la  forme  particulière  des 
énoncés  des  propositions  ainsi  appelées ,  qu*en  donnant  l'explica- 
tion de  six  ou  sept,  sur  une  trentaine,  des  énoncés  de  porismes 
que  Pappus  nous  a  transmis  en  termes  laconiques  et  obscurs.  Cette 
divination  a  fait  beaucoup  d^ionneur  à  R.  Simson.  Depuis,  plu- 
sieurs géomètres  ont  continué  de  traiter  ce  sujet  si  digne  d'intérêt. 

Cependant  un  voile  épais  couvre  encore  cette  doctrine  des  po- 
rismes; car,  indépendamment  des  vingt-quatre  énoncés  de  Pap- 
pus ,  dont  on  n'a  pas  donné  le  sens  ,  il  faudrait  connaître  en  outre 
la  cause  de  la  forme  inusitée  de  ces  proposition»,  la  pensée  qui 
les  a  conçues,  leur  nature  ou  caractère  mathématique,  la  raison 
de  leur  éminente  utilité  dans  l'art  du  géomètre,  la  transformation 
que  cette  doctrine  a  probablement  subie  pour  pénétrer,  à  notre 
insu ,  dans  nos  méthodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de 
trouver  place  dans  un  enseignement  de  haute  Géométrie,  d'au- 
tant plus  que  les  théories  sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  pro- 
positions obscures  se  rattachent  à  celles  de  la  Géométrie  moderne. 
Peut-être  alors  pourrons-nous  répandre  quelque  lumière  sur  cette 
grande  énigme  que  nous  a  léguée  l'antiquité. 

A  défaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs ,  qui  sont  presque 
tous  perdus,  c'est  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus, 
dans  cette  foule  de  propositions  éparses  et  sans  ordre ,  ]Kirce 
c|u'elles  se  rattachent  à  des  ouvrages  différents  auxquels  elles  doi- 
vent servir  de  romuientaires ,  que  nous  trouverons  les  premiers 
••lémenls  d'une  Géométrif  supérieure. 


On  y  dcXinijiK-  nuUiiiiiitrni  quelijiK-s-iincs  .!<■  im  |>rii|i»sitii>iis 
>nl  bien  réellement  le  rondement  de  la  &cie>iue,  c;ir 
:  dans  les  Traites  célèbres  de  [lascal  et  de  Desargiies 
tiqut»,  et,  pins  tard,  dans  l'ingénieuM-  et  Téconde  Thi^ric 
tTnufi^nalrs  de  Carnot;  o» vraies  qui  se  rapportent  essenliel- 
nral  i  une  partie  des  méthodes  qui  Teronl  la  base  de  noire 


5»u(  ne  faiwns  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les 
pniTrnl  offrir  te<i  Otllntions  maiMmutiijun  de  Pappits;  disnns 
(•pMMlanl  que  nous  aurons  ik  y  emprumer  quelques  beaux  exeui- 
|le*  de  mte  manière  de  démontrer  de  sintples  propositions  de  Grn 
'  actrie  pUoe  |iar  la  rontemp talion  des  figures  à  trois  dimensions , 
^i  nmliT  dai»  certain»  proe*<léa  dont  le»  };éoinèires  de  nos  jour* 
Ml  bit  nn  heureux  usage.  Par  exemple,  e*est  en  considérant  une 
Sufon  httlîeoîde,  que  Pappus  décrit  la  spirale  d'Archiméde  et  U 
j|nMlralrîcr  de  Dinostraie ,  romme  proj-ecliiin  de  rertnines  eourlirs 
lilouUle  cou'rbure  tracées  sur  la  surface. 

Ce  n'c»i  |MS  sans  surprise  et  admiration  iju'on  rencontre  dans 
Itlivn  de  Pappus  Ces  spi-culations  qu'on  croirait  sorties  de  l'rrole 
•b  Hoagei  dons  t  trouTerons  même  certaines  questions  qui  pron- 
fni  i|ne  In  Grecs  avaient  des  procédés  de  Géoméine  desrnptive 
■i^nijius  et  parfob  identiques  à  nos  méthodes  actuelles.  Telle  est 
iftur  qovuion  :  •  Connaissant  les  projections  horizontales  et  les 
■  kuiKon  Terlicale»  de  trois  points,  «iélerminer  la  trace  et  l'in- 
'■  rlinaban  du  plan  qui  passe  par  ces  points.  " 

K<Mis  n'aron*  point  ou  à  citer  jusqu'ici  les  Traités  d'Archiméde  , 
■•fa  se  trouvant  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont 
p-te  uidnà  la  science.  En  void  la  raison.  Les  ouvrages  d'Artliîmède 
•e  peuvent  distinguer  en  trois  classes  ; 

I*-  Les  Traités  ^omélriques,  qui  sont  :  la  mrtare  /lu  crrclr  , 
ri  U«  livr«ifr  la  $phèrr  fi  du  cylindre,  îles  eo/ioïUf  et  <!vs  tphé- 
nldri,   rie   la    quadrature    rie   la   pnnihole,    drt    lièlicrs   et   drs 

i'.  Vt%  HvTtt  de  l'eqHÎlîbrriJei  plans,  et  des  forpipnrtèt  lur  an 
/««te,  qui  raotienRenl  les  principe»  de  la  Statique  et  de  l'Ilvdrn- 
lUliqne ,  mai»  où  domine  encore  le  génie  giitjneirii|iii'  ; 
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S**.  Le  livre  De  numcra  arenœ,  où  se  trouvent  des  connaissances 
très- diverses  d'Astronomie  et  d'Arithmétique  notamment,  et  qui 
suffirait  seul  pour  attacher  au  nom  d*Archimède  le  sceau  de  Pim- 
mortalité. 

Les  Traités  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables, 
qui  ont  créé  ou  établi  sur  leurs  bases  véritables  plusieurs  parties 
des  sciences  ;  mais  ces  résultats,  par  leur  nature,  ne  sotit  pas  d*iioe 
application  aussi  fréquente ,  dans  les  spéculations  géométriques , 
que  diverses  autres  théories  dont  Tusage  est,  pour  ainsi  dire, 
journalier.  C'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  compris  dans  sa 
nomenclature  des  Traités  propres  à  guider  dans  les  recherches 
géométriques. 

Si,  dans  la  marche  suivie  par  Archimède  pour  arriver  à  ses  belles 
découvertes,  on  peut  voir  le  germe  ou  des  applications  d*une  mé- 
thode spéciale  susceptible  d'extension ,  c*est  surtout  dans  la  mè- 
ihoàe  à* exhaustion  (c'est-à-dii*e  d^épuisement).  Par  cette  méthode 
on  considère  une  grandeur,  une  courbe  par  exemple,  comme  une 
limite  de  laquelle  s'approchent  de  plus  en  plus  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits ,  dont  on  multiplie  le  nombre  des  côtés ,  de 
manière  que  la  différence ,  qu*on  épuise  en  quelque  sorte ,  devienne 
plus  petite  qu'une  quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones, 
par  exemple  l'expression  de  leur  périmètre  ou  de  leur  surface,  in- 
diquent, par  la  loi  de  continuité,  les  propriétés  de  la  courbe,  et 
Ton  démontre  ensuite  celles-ci  en  toute  rigueur  par  le  raisonne- 
ment à  r absurde. 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du 
moins  Fidée  fondamentale  sur  laquelle  elles  reposent,  surtout  dans 
les  conceptions  de  Newton  et  d'Ruler.  Ces  doctrines,  soit  celle  des 
premières  et  dernières  raisons ,  soit  celle  des  limites,  qui  au  fond 
est  la  même ,  ont  établi  sur  un  principe  d'une  rigueur  incontes- 
table les  méthodes  générales  et  élémentaires  qui  remplacent  celles 
d'Archimède  dans  toutes  les  questions  traitées  par  ce  grand  géo- 
mètre. On  conçoit  donc  que,  dans  les  principes  de  la  Géométrie 
supérieure  que  nous  avons  ici  en  vue ,  de  même  que  dans  un 
aperçu  sur  l'origine  et  sur  le  développement  des  méthodes  qui  se 
rattachent  à  ces  principes,  les  beaux  théorèmes d' Archimède  n'oc- 
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cupent  pas  b  place  que  leur  grande  renommée  semblerait ,  au  pre- 
mier aiwrd  y  leur  assigner. 

Quelques  développements  vont  faire  comprendre  plus  complè- 
tement notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  re- 
présenter V Analyse  géemétrique  des  Anciens,  et  constituer  les 
éléments  de  la  Géométrie  supérieure, 

La  Géométrie  se  définit  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure 
et  les  propriétés  de  l'étendue  figurée.  Cette  déGnition  indique  deux 
divisions  principales  de  la  science.  Aussi  les  divers  travaux  des 
géomètres  diffèrent  par  leur  nature,  et  dcmnent  lieu  d^eux-mémes 
à  cette  distinction.  Les  uns  se  rapportent  à  la  mesure,  c'est-à-dire 
à  l'expression  de  la  longueur  des  lignes,  de  l'étendue  des  surfaces, 
du  volume  des  corps.  La  détermination  des  centres  de  gravité,  et 
beaucoup  d'autres  questions  qui  se  présentent  dans  les  sciences 
physiGO-mathémati(|ues ,  sont  du  même  genre.  C'est  à  de  telles 
questions  que  se  rapporte  spécialement  la  Géométrie  d'Archimède. 
Ce  sont  ces  questions,  comme  nous  venons  de  le  dire,  qu'on 
traite  aujourd'hui  par  les  méthodes  infinitésimales,  parce  qu'en 
effet  elles  impliquent  toujours,  sous  une  forme  ou  sous  une  autre, 
l'idée  de  ri/iA>i/(i). 

Les  antres  recherches  mathématiques  ont  pour  objet  les  pro- 
priétés résultantes  des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures, 
propriétés  qui  comprennent  aussi  des  relations  de  irrandeur,  mais 
qui  sont,  en  général ,  simplement  des  relations  de  segments  recri- 
lignesou  d'angles,  et  qui  n'exigent  pas  Temploi  du  calcul  infini- 
tésimal. C'est  à  cette  partie  de  la  Géométrie  que  se  rapportent  les 
ouvrages  d'Apollonius ,  tels  que  son  grand  Traité  des  Coniques , 
et,  en  général,  les  Traités  sur  le  lieu  résolu  ou  analyse  géométrique 
des  Anciens.  Cette  partie  est  vaste;  c'est  celle  qui  doit  aujourd'hui 
constituer  spécialement  la  Géométrie  considérée  dans  l'ensemble 
des  méthodes  qui  lui  sont  propres. 

[i)  Leibnitz  puise  dans  des  considérations  d\in^ordro  supérieur  la  raison 
des  usages  de  son  analyse  inGnitcsimale,  dans  toutes  les  questions  pbysicu- 
outhématiques;  il  dit:  «Cette  analyse  est  proprement  scientia  de  magni- 
h  tudine  quatenus  involviî  infinilum  ;  et  cVst  co  qui  arrive  toujours  dans  la 
■  nature  qui  porte  le  caracl<^re  fie  son  auteur,  u  [Opcra ,  tomt;  VI,   p.  'jtaS.' 
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Quant  à  la  première  partie,  qui  a  pour  objet  le  calcul  des  gran- 
deurs curvilignes,  c^  sont  les  méthodes  infinitésimales  qui  lui  con- 
viennent :  ce  serait  rétrograder  que  de  revenir  à  celles  d*Archi- 
mède,  ou  aux  méthodes  intermédiaires  et  de  transition  de  Cava- 
lieri ,  de  Pascal ,  de  Grégoire  de  Saint-Vincent ,  de  Wallis,  quelque 
puissantes  qu'elles  aient  été  entre  les  mains  de  ces  grands  géo- 
mètres. Et ,  d'ailleurs,  l'emploi  des  méthodes  infinitésimales  n'im- 
plique pas  l'abandon  des  méthodes  géométriques  pour  le  calcul 
algébrique  des  Modernes  ;  loin  de  là ,  ce  sont  précisément  les  ques- 
tions de  Géométrie  qui  ont  donné  naissance  à  ces  méthodes  dans 
les  travaux  de  Fermât,  comme  dans  ceux  de  Leibnitz  et  de  Newton. 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  ve- 
nons d'établir  ,  nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties  pour 
n'en  attribuer  qu'une  à  la  Géométrie  moderne ,  et  diminuer  ainsi 
le  domaine  de  la  science  que  les  Grecs  nous  ont  transmise.  Au  con- 
traire, cette  Géométrie  des  propriétés  des  figures  est  d'une  appli- 
cation nécessaire  et  constante  dans  la  Géométrie  des  mesures. 
Celle-ci  ne  saurait  procéder  seule  ;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On 
y  décompose  les  figures  (lignes,  surfaces  ou  volumes)  dans  leurs 
parties  élémentaires  qu'on  appelle  infiniment  petites  y  et  ce  sont  ces 
éléments  dont  on  considère  les  propriétés,  soit  pour  les  compartT 
entre  eux,  soit  pour  en  faire  la  sommation.  Or,  de  même  qu'en 
analyse  le  succès,  dans  les  questions  de  cette  nature,  dépend  du 
choix  des  variables ,  il  dépend  ici  de  la  forme  et  des  propriétés 
des  éléments ,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a  décomposé  la 
figure  :  c'est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la  (]uestion 
géométrique,  et  il  exige  essentiellement  la  connaissance  des  pro- 
priétés de  la  figure ,  et  souvent  des  propriétés  les  plus  intimes  <-t 
les  plus  cachées  (i).  On  retombe  donc  sur  cette  partie  de  la  Géo- 
métrie qui  forme  X Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  qui  doit 
être  la  base  de  notre  Géométrie  supérieure. 


(  0  C'est  ce  qui  a  fait  dire  à  Wallis  :  «  Cycloidis  sic  in  partes  suas  resu- 
I»  lutîonem,  sccundum  ipsius  Anatomiam  veram ,  ostcndi....  Sic  ego  distri- 
»  biio  semi-cycloidem ,  non  ut  Lanius,  sed  ut  Ànatomista,  in  somi-cir- 
B  ruliim  et  fignram  arcuum  ;  quibus  scparatim  meas  nicthodoH  adhib^o.  « 
((ipern  ntathemalicn  ;  tome  III  ,  paffe»*  G-j'i  et  C^~^.) 
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Ainsi,  par  exemple,  dans  le  célèbre  problème  de  Tattracrion 
des  elHpsoides  sur  des  points  extérieurs,  que  les  méthodes  fondées 
sur  le  calcul  ont  été  pendant  longtemps  impuissantes  à  résoudre , 
la  difficulté  géométrique  consistait  seulement  dans  la  découverte  de 
quelques  propriétés  qui  fissent  connaître  le  mode  convenable  de 
décomposition  de  Tellipsoide  en  ses  éléments  :  ce  sont  ces  pro- 
priétés que  Maclaurin  eut  le  bonheur  de  découvrir,  du  moins 
pour  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie , 
qui  se  rapporte  plus  spécialement  aux  propriétés  des  figures,  est 
aussi  ceOe  qui  doit  conduire  aux  calculs  de  leurs  mesures ,  et  Ton 
comprend  que ,  bien  qu'il  j  ait  lieu  de  distinguer  ces  deux  genres 
de  questions,  elles  n'en  rentrent  pas  moins,  les  unes  et  les  autres , 
dans  le  domaine  d^une  science  unique  qui  constitue  la  Géométrie 
générale. 

Ces  considérations  montrent  combien  est  incom])lète  et  dénuée 
de  justesse,  cette  définition  qu'on  trouve  dans  quelques  ouvrages, 
sivoir,  que  la  Géométrie  est  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesuee 
de  V étendue.  On  serait  tenté  de  croire  que  cette  définition  nous 
rient  de  quelques  arpenteurs  romains,  si  elle  ne  remonte  pas  aux 
Égyptiens,  qui,  selon  la  tradition  historique  ou  fabuleuse,  au- 
raient créé  cette  science  pour  retrouver  retendue  primitive  de 
leurs  terres  après  les  inondations  du  Nil.  Toutefois,  Torigine  d«î 
la  distinction  que  nous  venons  d'établir  se  peut  apercevoir  dans 
Aristote  ,  qui  regarde  les  mathématiques  comme  ayant  pour  objet 
adéquat  V ordre  et  \2i  proportion.  C'est  aussi  Tidée  de  Descartes; 
et  Ton  n'est  pas  surpris  d'avoir  à  citer,  à  la  suite  de  ces  deux 
grands  philosophes  de  l'antiquité  et  des  temps  modernes,  le  cé- 
lèbre auteur  de  la  doctrine  des  Couples,  que  ses  recherches  sur  la 
théorie  des  nombres  ont  conduit  à  cette  définition  d'un  sens  philo- 
sophique si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Géométrie  des  Anciens,  l'une 
de  ses  plus  magnifiques  applications ,  est  le  grand  Traité  d'Astro- 
nomie de  Ptolémée,  appelé  par  l'auteur  Syntaxe  mathématique , 
expression  fort  juste,  que  les  Arabes,  dans  leur  admiration ,  ont 
remplacée  parcelle  d'y4lmageste  'le  très-grand).  On  a  souvent 
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filé  dans  cet  ouvrage  les  principes  et  les  applications  de  la  Trigo- 
nomctrie  plane  et  sphérique;  la  construction  des  cordes  des  arcs 
de  cercle;  quelques  théorèmes  qui ,  chez  les  Modernes,  ont  fait  la 
hase  de  la  théorie  des  transversales  ;  la  détermination  du  lieu  des 
stations  des  planètes,  Tune  des  plus  belles  questions  de  la  Géo- 
métrie ancienne,  que  Ptoléraéc  attribue  à  ApoUonius:  mais,  con- 
sidéré sous  un  point  de  vue  plus  général ,  TAlmageste  constitue , 
dans  son  ensemble ,  la  solution  d'un  grand  problème  de  Géomé- 
trie, à  savoir,  de  représenter,  par  une  combinaison  de  mouve- 
ments circulaii*es  et  de  mouvements  uniformes,  tous  les  phéno- 
mènes du  mouvement  des  corps  célestes.  Ce  fut  Platon  qui  posa  ce 
principe  des  mouvements  célestes,  adopté  par  Aristotc  et  par  tous 
les  philosophes  grecs,  dont  il  flattait  Tesprit  de  système  et  de  géné- 
ralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mère  de  l'Astronomie  grecque,  semble 
prouver,  par  les  différences  essentielles  qu'elle  présente  avec 
celle-ci,  que  c'est  ce  grand  problème  qui  marque  le  véritable  but 
tles  efforts  d^Hipparque  et  de  Ptoléraée,  et  qui  fait  le  caractère 
propre  de  leur  astronomie. 

Los  Tables  du  mouvement  des  astres  que  les  Grecs  ont  dû  rece- 
voir des  Chaldéens  avec  leurs  observations  de  dix-neuf  siècles  con- 
sécutifs, étaient  fondées ,  si  je  ne  m'abuse,  sur  des  expressions 
empiriques  analogues  aux  formules  qui  ont  été  longtemps   en 
usage  chez  les  Modernes  :  et  quand  Ptolémée  dit  qu*Hi[)parque  a 
représenté  par  un  épicyde  le  mouvement  du  soleil  et  la  première 
inégalité  de  la  lune,  maisqueses  efforts  ont  échoué  à  Tégard  de  la 
seconde  inégalité  et  h  l'égard  des  planètes,  cela  ne  doit  pas  signifier 
qu'il  n'existait  point  de  Tables  du  soleil  avant  Hipparque,  et  que  ce 
grand  astronome  n'a  connu  ni  la  loi  numérique  de  Tévection  lu- 
naire, ni  celle  du  mouvement  des  planètes.  Non  ,  ce  ne  peut  être 
là  ce  qu'a  voulu  dire  Ptolémée;  celle  interprétation  fait  naître  trop 
de  difficultés  dans  l'histoire  de  l'Astronomie.  Mais  il  a  voulu  dire 
qu'Hipparque  n'avait  fait  que  les  premiers  pas  dans  le  grand  pro- 
blème posé  par  Platon  ,  et  que  lui,  Ptolémée  ,  a  surmonté  les  dif- 
ficultés géométriques  (pii  avaient  arrêté  ses  devanciers  (i). 

'i)  C'est  cil  i-ludiant  Pasironomic  indienne,  où  je  trouvais,  (Pune  part. 
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Si  le.  principe,  ou  plutôt  le  préjugé  des  Grecs ,  sur  les  mouve- 
ments célestes  y  après  avoir  régné  vingt  siècles  et  imposé  une  loi 
inflexible  à  Copernic  lui-même ,  a  été  mis  au  néant  par  les  immor- 
tels travaux  de  Kepler,  le  grand  ouvrage  de  Ptoléraée  n'en  conserve 
pas  moins  son  intérêt  au  point  de  vue  géométrique.  Mais  c'est  un 
de  ces  ouvrages  d*une  lecture  longue  et  pénible ,  dont  il  serait  bien 
utile  qu^on  eût  des  analyses  précises  et  philosophiques,  qui  peut- 
être  sont  trop  rares  aujourd'hui.  Les  jeunes  géomètres  préfèrent 
naturellement  les  recherches  de  découvertes  aux  recherches  rétro- 
spectives; celles-là  seules  assurent  les  progrès  et  le  développement 
de  la  science.  Cependant ,  que  mes  jeunes  auditeurs  de  l'École 
Normale  me  permettent  de  leur  dire,  dès  ce  moment,  que,  parmi 
les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  être  dont  Tappréciation  intelli* 


âm  dilérene«8  estentiellet  arec  Pastronomie  grecque,  que  Ton  ne  soupçon- 
nait pas,  et,  diantre  part,  quelques  emprunts  fails  à  rastronomie  cbaldéennr^ 
que  j^ai  été  conduit  à  émettre  Popinion ,  contraire  aux  idc'es  reçues,  que  les 
Clnldéens  ont  eu,  outre  leurs  périodes  bien  connues,  des  Tables  astrono- 
mqmeM,{y  o\t  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  y  l  XXIII ,  p.  845  859.  ) 
C*est  eette  opinion  que  j''ai  reproduite  ici ,  en  indiquant  le  caractère  qui  me 
paraissait  distinguer  l^astronomie  chaldéenne  de  celle  des  Grecs ,  saroir,  que 
dans  la  première  la  position  des  planètes  se  déterminait  au  moyen  de  for- 
mules empiriques,  c^est*à-dire  par  des  lois  exprimées  en  nombres  et  im- 
pliquant les  principales  inégnlités  de  leurs  mouTcments,  (aiidis  que  les 
Grecs  araient  tout  représenté  par  des  mouvements  eflectifs  sur  des  cercles- 
Ces  conjectures,  auxquelles  jY'tais  amené  naturellement  par  Pexamen  des 
Tables  Kharianiennes ,  composées  chez  les  Arabes  au  tx®  siècle,  dans  le  sys- 
tème astronomique  des  Indiens,  uutété,  depuis,  pleinement  justifiées,  si 
je  ne  m^abust* ,  par  In  publication  du  Traité  d'astronomie  de  Thcon  de  Smyrne. 
En  ^et,  dans  cet  ouvra[;e ,  édité  difns  son  texte  grec,  avec  une  traduction 
latine,  par  M.  Th.  H.  Martin,  doyen  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Rennes, 
sa  trouve  un  passage  où  Théon  dit  que  les  Babyloniens,  les  Chaldéens  et 
les  Egyptiens  avaient  des  Tables  astronomiques ,  antérieurement  aux  Grecs  ; 
et  que  les  Chaldéens  construisaient  leurs  Tables  par  des  calculs  arilhméti  • 
ques,  et  les  Egypliens  par  des  procédés  graphiques.  {Theonis  Smxmœi  Pta- 
tnnici  Liber  de  asironomia  cum  Sereni  fragmenta.  Textum  primus  edidit,  latine 
vertu,  descriptionibus geometricis ,  dissertatione  et  notis  iltustravilTh.  H  Mar- 
tin, Facultatis  Litterarum  in  Academia  Rhedonensi  decanus.  Parisiis,  1849; 
io-8*.  Voir  p.  273.  ) 

M.  Biot  a  fait  mention  de  ce  |>a88af;o  curieux  dans  une  Notice  intéressante 
sur  Pouvrage  de  Théon.  (Voir  Journal  des  Sax^ants    année  i85o,  page  197) 
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gente  les  conduirait  à  des  travaux  dignes  de  prendre  rang  dans  les 
fastes  de  la  science. 

J*ose  espérer  qu^on  ne  regardera  pas  comme  une  digression 
étrangère  à  mon  sujet,  ces  considérations  sur  FAlmageste  de  Pto- 
lémée,  si  elles  montrent  sous  quel  rapport  cette  belle  composition 
nous  présente  une  œuvre  de  pure  Géométrie ,  et  surtout  quand 
nous  aurons  vu  bientôt  Tanalogie  qu^elle  nous  offre ,  à  cet  égard, 
avec  le  grancl  ouvrage  de  Newton ,  qui  est  aussi  une  œuvre  de 
pure  Géométrie. 

II.   De  la  Géométrie  au  moyen  âge  et  chez  les  Modernes. 

Dans  Tétat  actuel  de  nos  connaissances  historiques ,  nous  pour- 
rions passer  rapidement  de  la  Géométrie  des  Grecs  aux  temps  mo- 
dernes. Toutefois,  nous  devons  paver  un  juste  tribut  de  recon- 
naissance aux  Arabes,  qui,  après  le  déclin  de  Técole  d* Alexandrie, 
ot  quand  l'Occident  était  plongé  pour  longtemps  encore  dans  la 
barbarie  et  Tignorance,  ont  recueilli  avec  ardeur  et  intelligence 
les  débris  des  sciences  grecques  et  les  connaissances  orientales , 
qu'ils  nous  ont  transmises  vers  le  xii*  siècle.  Leurs  ouvrages  ont 
été  le  modèle  de  tous  les  ouvrages  européens,  depuis  cette  époque, 
et  longtemps  encore  après  le  xv*'  siècle,  qui  marque  la  renaissance 
des  lettres  et  de  la  civilisation  en  Europe. 

Mais  ce  nVst  pas  toujours  dans  leur  état  de  pureté  et  d'abstrac- 
tion  que  les  Mathématiques  grecques  nous  ont  été  transmises  par 
les  Arabes.  Ceux-ci  n'avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages 
grecs;  ils  avaient  puisé  à  un  antre  foyer  de  lumières,  à  la  source 
orientale  :  leurs  connaissances  ont  été  un  mélange  des  connais- 
sances grecques  et  des  connaissances  hindoues ,  qui  avaient  leur 
caractère  particulier.  Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce  n*est 
que  très- tard  que  l'on  trouve  chez  eux  le  Traité  d'Algèbre  de 
Diophante.  Leur  Géométrie  était  pure ,  sans  mélange  de  calcul  ;  et 
leur  goût  pour  cette  partie  fondamentale  des  sciences  mathéma- 
tiques se  manifeste  non-seulement  dans  les  ouvrages  d'Euclide , 
d'Archimède,  d'Apollonius,  mais  encore,  comme  je  l'ai  dit  ci-des- 
sus, dans  leurs  ouvrages  d'astronomie;  car  tout  y  est  géométrique , 
i'X  les  Tables  des   mouvements  célestes  ne  sont  elles-mêmes  que 
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IVxpression  numérique  cle  constructions  (géométriques.  Chez  les 
Hindous ,  au  contraire ,  et  chez  les  Persans ,  FAlgèbre  paraît  être 
la  science  la  plus  C!ultiTée  :  les  théories  algébriques  s^y  trouvent 
clans  une  perfection  surprenante  qui  les  dislingue  des  méthodes  de 
Diophante  ;  enfin  le  génie  du  calcul  se  trouve  même  dans  leur  Géo- 
métrie (i),  et  je  crois  pouvoir  dire  aussi  dans  leur  Astronomie. 
Les  Arabes  ont  i^ueilli  avec  le  même  soin  et  la  même  avidité 
toutes  ces  connaissances  d'origine  différente ,  et  leurs  ouvrages  ont 
porté  l'empreinte  de  ces  éléments  divers,  qui,  en  réagissant  les 
uns  sur  les  autres ,  enlevaient  aux  difTércntes  parties  de  la  science 
leur  pureté  naturelle. 

Cest  dans  cet  état  que  les  Arabes  nous  ont  transmis  leurs  con< 
naissances  :  aussi  ne  trouve-t-on  pas,  dans  nos  ouvrages  du 
X VI"  siècle ,  la  distinction  que  les  Grecs  avaient  établie  entre  les 
différentes  parties  des  Mathématiques;  au  contraire,  toutes  sont 
réunies  et  confondues,  péle-méle  pour  ainsi  dire,  dans  le  même 
^vre  :  l'Algèbre  en  est  la  partie  principale ,  et  y  fait  une  sorte  dUn- 
troduction  à  la  Géométrie.  Dans  celle-ci ,  la  partie  pratique ,  que 
les  Grecs  appelaient  la  Géodésie,  se  trouve  mêlée  aux  Éléments , 
et  y  tient  la  plus  grande  place.  Enfin  les  propositions  de  Géomé- 
trie n'ont  plus  le  caractère  abstrait  de  la  Géométrie  grecque;  c'est 
presque  toujours  sur  des  données  numériques  qu'elles  sont  dé- 
montrées. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la 
moindre  critique  :  les  Arabes  ont  fait  ce  que,  dans  leur  brillante 
mais  trop  courte  carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement 
attendre  d'eux;  et  nous  n'avons  qu'un  regret  à  exprimer,  c*cst 
que  leurs  ouvrages  ne  nous  soient  encore  connus  que  très-impar- 
faitement. Au  xii*  siècle,  ce  sont  les  ouvrages  élémentaires  dans 
chaque  partie,  que  les  traducteurs  nous  ont  transmis:  plusieurs 
raisons  expliquent  ce  choix  naturel.  Depuis,  cet  amour  désinté- 
ressé des  sciences,  qui  avait  conduit  chez  les  Musulmans  Adeiard 
de  Bath  ,  Rodolphe  de  Bruges ,  Gérard  de  Crémone ,  Léonard  de 
Pise ,   s'est  éteint ,   et  les  Modernes ,  confiants  sans  doute  dans 

i;  Voir  Apficu  hislot itjue ,  elc^  papes  4'fi*4^' 
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leurs  pix)pres  forces  et  leurs  grandes  découvertes ,  ont  néglige 
d'explorer  les  sources  arabes,  bien  qu'on  pût  espérer  d'y  trouver 
tout  à  la  fois  d'utiles  documents  sur  des  ouvrages  grecs  qui  ne  nous 
sont  point  parvenus,  et  sur  les  anciennes  connaissances  orien- 
tales, telles  que  l'astronomie  indienne  et  chaldcenne,  dont  This- 
toire  est  encore  si  obscure.  II  faut  espérer  que  ces  sources  arabes, 
si  riches  et  aujourd*hui  faciles  à  explorer,  même  sans  aller  au 
loin,  ne  tarderont  pas  à  piquer  vivement  la  curiosité,  et  à  exciter 
le  zèle  des  érudits  et  des  orientalistes.  Déjà  ce  sujet  de  recherches 
a  fixé  l'attention  de  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique;  TEu- 
rope  savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude  éclairée. 

A  l'état  de  confusion  qui  caractérise  les  ouvrages  du  xvi*  siècle, 
a  bientôt  succédé  une  rénovation  générale  des  sciences  mathéma- 
tiques, qui  leur  a  donné  ,  avec  le  caractère  d'abstraction  et  de  gé- 
néralité qui  leur  convient,  des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs 
n'avaient  point  eu  l'idée.  Viète,  Descartes  et  Fermât  sont  les  pre- 
miers et  les  principaux  auteurs  de  cette  grande  révolution.  ^ 

L'Algèbre,  avons-nous  dit,  était  fort  cultivée  à  l'imitation  des 
Arabes  :  plusieurs  géomètres  italiens,  Scipion  Ferro,  Cardan,  Tar- 
talea,  Ferrari  y  firent  mémo  des  progrès  notables,  en  résolvant 
les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ;  mais  la  consti- 
tution de  cet  art  le  rendait  peu  susceptible  de  plus  grands  dévelop- 
pements et  d'applications  bien  importantes.  En  effet,  les  opéra> 
tions  alors  ne  s'y  faisaient  que  sur  des  nombres  ;  Tinconnue  seule 
et  ses  puissances  étaient  représentées  par  des  signes  (des  mots  ou 
des  lettres),  comme  dans  Diophunte  et  chez  les  Arabes;  on  ne 
figurait  point  d'opérations  sur  ces  signes  eux-mêmes  :  le  produit 
de  deux  quantités  exprimées  par  des  lettres  était  représenté  par 
une  troisième  lettre. 

On  conçoit  que  cet  état  restreint  et  d'imperfection  ne  constituait 
pas  la  science  algébrique  de  nos  jours,  dont  la  puissance  réside 
dans  ces  combinaisons  des  signes  eux-mêmes,  qui  suppléent  au 
raisonnement  d'intuition,  et  conduisent,  par  une  voie  mystérieuse, 
aux  résultats  désirés. 

Ce  fut  Viète  qui  créa  celte  science  des  symboles  et  apprit  à  les 
soumettre  à  toutes  les  opérations  que  l'on  était  accoutumé  d'cxé- 
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cuter  sur  des  nombres.  C'est  cette  idée  féconde  qui  a  fait  de  l'Al- 
gèbre nn  instrument  universel  des  mathématiques.  Viète  avait  ap- 
pelé cette  science,  qu*il  créait,  iogistique  spécieuse,  ou  calcut 
des  symboles  (species),  par  opposition  à  la  logistique  numérique , 
et  il  la  regardait  comme  l'introduction  à  Xart  analytique  des  An- 
ciens, c'est-à-dire  à  l'art  de  résoudre  les  problèmes,  nullum  non 
problema  sohere.  En  effet ,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise 
en  pratique  de  la  méthode  analytique  de  Platon ,  puisqu'elle  per* 
mettait  de  faire  indistinctement ,  sur  les  quantités  connues  et  in  - 
connues,  les  mêmes  opérations  arithmétiques,  et  d'introduire 
toutes  cet  quantités,  au  même  titre,  dans  les  équations  et  dans  le 
raisonnement  (i). 

Mais,  parla  raison  (]ue  cette  algèbre  ou  logistique  spécieuse  de- 
venait instrument  propre  à  la  marche  analytique^  les  g<H>métres 
ont  fini  par  l'appeler  elle-même  analyse.  Voilà  comment  ce  terme 
analyse  a  changé  de  sens,  et  signifie  aujourd'hui  l'emploi  du 
vmlcttl  algébrique. 

Par  une  conséquence  naturelle ,  et  sans  avoir  égard  a  la  dis- 
tinction des  deux  méthodes  observées  par  les  Grecs,  on  a  a[)|>elé 
exclusivement  jr//frA^^ef  la  Géométrie  cultivée  k  la  manière  des  An- . 
riens,  parce  qu'on  y  raisopne  directement  sur  les  propriétés  des 
figures,  sans  faire  usage  des  notations  et  des  transformations  algé- 
briques. 

Cependant  le  terme  analyse  s'emploie  encore,  en  mathéma- 
tiques, dans  un  autre  sens,  qui,  tout  en  se  rattachant,  comme 
V analyse  de  Fiète^  à  la  signification  primitive  de  ce  mot,  est  pré- 
cisément l'opposé  de  cette  analyse  moderne  ou  logistique  spr- 
iicuse.  Je  veux  parler  de  l'acception  commune,  savoir,  que  Vnna- 
iyse  est  la  résolution  ou  décomposition  d'une  chose  en  ses  parties 
élémentaires  et  constitutives;  opération  qui  implique  un  examen 
attentif  de  la  chose  considérée  en  elle-même ,  et  de  toutes  ses  pro- 
priétés {2). 

(1)  Voir  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  ,  lome  Ml ,  pages  741- 
7S6,  cl  lomc  XIU,  p.igC9  487  3^4  et  6oi-6:»6;  année  1841  • 

fi)  »  Cest  daris  rallention  que  Ton  l'ail  à  ce  qu'il  y  a  de  coiiuu  dans  Ir. 
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Prise  dans  cette  acceptioD  générale,  V analyse,  unie  à  la  syn^ 
thèse ,  forme  la  méthode  de  recherche  et  d'invention  dans  toutes 
les  branches  des  connaissances  humaines,  en  mathématiques 
comme  dans  les  sciences  physiques  et  philosophiques. 

Tel  est  le  sens  que  M.  Poinsot,  dont  les  pensées  sont  toujours 
d'une  justesse  et  d'une  lucidité  parfaite ,  attache  au  mot  analyse 
en  mathématiques.  Après  avoir  dit  que  c^est  improprement  qu'on 
appelle  analyse  la  méthode  de  pur  calcul ,  ce  célèbre  géomètre 
ajoute:  «  La  vraie  analyse  est  dans  Pexamen  attentif  du  pro* 
blême  à  résoudre  ,  et  dans  ces  premiers  raisonnements  qu'on  fait 
pour  le  mettre  en  équations.  Transformer  ensuite  ces  équations , 
c'est-à-dire  les  combiner  ensemble ,  ou  en  poser  d'autres  évidentes 
que  Ton  combine  avec  elles ,  n'est  au  fond  que  de  la  synthèse  ;  à 
moins  que  Tidée  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnée 
par  quelque  vue  nouvelle  de  l'esprit,  ou  quelque  nouveau  raison- 
nement, ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  la  véritable  analyse.  Hors 
de  cette  voie  II  mineuse,  il  n'y  a  donc  plus  d'analyse,  mais  uqp 
obscure  synthèse  de  formules  algébriques  que  Vonpose,  pour  ainsi 
dire ,  l'une  sur  Pautre,  et  sans  trop  prévoir  ce  que  pourra  donner 
cette  combinaison.  Voilà  les  idées  nettes  qu^il  faut  attacher  aux 
mots  :  et  c^est  au  fond  ce  que  tout  le  monde  paraît  sentir,  puis- 
qu'on dit  très-bien  une  heureuse  transformation ,  et  qii^on  ne  dit 
point  un  heureux  raisonnement,  ni  une  heureuse  analyse  (i).  » 

M  question  que  Ton  veut  résoudre,  que  consiste  principalement  Tami/x^e, 
»  tout  Part  étant  do  tirer  de  cet  examen  beaucoup  de  vérités  qui  nous  puissent 
)>  mener  à  la  connaissance  de  ce  que  nous  cherchons.  »  (Àrnauld,  Logique 
de  Port-Rqyai.  ) 

(i)  Voir  Théorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps,  page  m.  On  lit  en- 
core dans  cet  ouvrage  si  remarquable  : 

»  ...  Ce  n^est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous  fait 
M  découvrir;  mais  dans  celte  considération  attentive  des  choses,  où  Tespril 
M  cherche  avant  tout  à  sVn  faire  une  idée,  en  essayant,  par  Panalyse^ro- 
»  prement  dite  y  de  les  décomposer  en  d^autres  plus  simples  ,  afin  de  les  revoir 
»>  ensuite  comme  si  elles  étaient  formées  par  la  réunion  de  ces  choses  sim- 
»  pies  dont  il  a  une  pleine  connaissance.  Ce  nVst  pas  que  les  choses  soient 
»»  composées  de  cette  manière,  mais  c^cst  noire  seule  manière  de  les  voir,  de 
-  iioMb  en  fairr  unr  idor.«'t  (Mitant  rie  les  (-oiuiaiti(>    Ainsi  notrv  \r.no  me 
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Cette  méthode  analytique  est  celle  que  prescrit  Descartes  dans 
plusieurs  passages  de  ses  Œuvres;  comme  quand  il  dit  :  «  Il  faut 
ramener  graduellement  les  propositions  embarrassées  et  obscures  à 
de  plus  simples,  et  ensuite  partir  de  l'intuition  de  ces  dernières 
pour  arriver,  par  les  mêmes  degrés,  à  la  connaissance  des  aU' 
très  (i).  » 

Dans  les  ouvrages  des  Anciens,  en  général ,  les  théorèmes  sont 
parfaitement  distincts,  et  Ténoncé  de  chacun  précède  sa  démons- 
tration, de  sorte  qu'il  reste  peu  de  traces  de  la  marche  d'inven- 
tion que  Fauteur  a  suivie  dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses 
propositions;  les  fils  qui,  primitivement ,  ont  uni  ces  différentes 
propositions ,  dans  leur  ordre  naturel  de  déduction ,  sont  rompus. 
(Test  ainsi  que  sont  composés  les  ouvrages  d'Euclide,  d'Archiraède, 
d^Apollonius,  et,  chez  les  Modernes,  le  grand  ouvrage  des  Prin- 
cipes de  Newton.  Par  cette  raison  ,  on  a  pensé  parfois  qui»  ce  mode 
d*exposition  était  plus  conforme  à  Tesprit  de  la  méthode  synthé- 


V  tbode  D*Mt  que  cet  heureux  mélange  de  VanalfS"  et  de  la  \)nihèse,  où  le 
»  calcul  n'^est  employé  que  comme  un  instrument.  Instrument  précieux  pt 
9  nécMrairc  sans  doute,  parée  qu^il  assure  et  facilite  notre  marche;  mais 
»  qui  n'a  par  lui-même  aucune  vertu  propre;  qui  ne  diri(;e  point  Pesprit, 

>  mais  que  Pesprit  doit  diriger  comme  tout  autre  instrument.  »  (Pase78.  ) 

>^i)  Règles  pour  la  direction  <U  l'esprit,   Këgle  cinquième. 

Descartes  ajoute  à  Pénoncc  de  col  te  rô^rlc  de»  developpcnients  qui  en 
montrent  la  grande  importance. 

•  Oest  en  ce  seul  point,  dit-il ,  que  consiste  la  pert'ertion  de  la  méthode , 
I*  et  cette  règle  doit  être  gardée  par  celui  qui  veut  entrer  dans  la  science, 
»  aussi  fidèlement  que  le  lit  de  Thés>  e  par  celui  qui  voudrait  pénétrer  dans 
}'  \f  labyrinthe.  Mais  l>eaucou|>  degons  ou  ne  rcflécliissciit  |>as  à  cequVlle 
»  «•nscigne,  ou  l'ignorent  complètement,  ou  présument  qu'ils  n'en  ont  pas 
»  besoin;  et  souvent  ils  examinent  les  questions  li's  plus  diffl-iies  avec  si 
h  peu  dVrdre,  qu'ils  ressemblent  à  celui  qui  d'un  saut  voudrait  atteindre  lo 
o  faite  d'un  édifice  élevé,  soit  en  nogligcaut  les  degrés  qui  y  conduisent,  soit 
9  en  ne  s'a  perce  va  ni  pas  qu'ils  fxislenl.  Ainsi  font  tous  luttastroiug  tes  ,  qui  , 
»  sans  connaître  Ki  nature  des  astres,   tans  nu^mf*  en   avoir  8oigncu«einent 

>  observé  li>s  mouvements,  espèrent  pouvoir  en  dé'.erminer  les  ofTets.  Ainsi 
»  font  beaucoup  de  gens  qui  étudient  la  mécanique  sans  savoir  la  physique  ^ 
n  et  fabriquent  au  hasard  de  nouveaux  moteurs;  et  la  plupait  dos  philuso 

»'  phes,qiji,  négligeant  Pexpérience,  croient  que  la  vérité  tiortira  il».'  Icujr. 
>•  rorvcaii  comme  Minerve  du  front  dr  Jupiter.  »j 
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tique,  qu'il  la  constituait  même;  et  Ton  en  a  conclu  réci|»ro(|ue- 
ment,  qu'un  ouvrage  où  les  propositions  sont  exposées  suivant 
Tordre  des  déductions  rationnelles  qui  y  ont  conduit  Tauteur,  n'est 
pas  synthétique  y  mais  bien  analytique  (i). 

On  peut  dire  que  Fouvrage  est  analytique,  en  donnant  à  ce  moi 
sa  signification  commune;  mais  il  est  essentiellement  synthétique 
aussi,  puisque  c'est  par  la  combinaison  de  propositions  déjà  con- 
nues qu'on  arrive  successivement  à  des  propositions  nouvelles. 

Uéquivoque  qui  peut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des 
icvmes  synthèse  ei  analyse ^  en  mathématiques,  cause  souvent  do 
rembarras  et  de  l'cibscuritc  dans  le  langage.  Il  est  à  regretter  que 
Texpression  de  logistique,  employée  si  convenablement  par  Viète , 
et  longtemps  après  lui ,  n'ait  pas  été  conservée. 

Il  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu'il  ne  faut  pas  confondre 
y  Analyse  géométrique  des  Anciens  avec  la  Géométrie  analytique 
des  Modernes;  la  première  est  précisément  ce  que  l'on  appelle  au- 
jourd'hui synthèse  ^  par  opposition  à  la  Géométrie  analytique. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n'existe  point  de  traces  chez 
les  Anciens  ,  est  la  grande  conception  de  Descartes;  elle  a  bientôt 
changé  la  face  des  sciences  mathématiques ,  et  peut  être  regardée 
encore  aujourd'hui  comme  l'invention  qui  a  le  plus  contribué  à 
leurs  progrès.  C'est  l'art  de  représenter  les  lignes  et  les  surfaces 
courbes  par  des  équations  algébri(iues  ;  application  magnifique  de 
l'instrument  analytique  que  Viùte  venait  de  créer,  et  qui  ne  tloil 
pas  être  confondue  avec  le  simple  usage  de  l 'Algèbre  dans  quel- 
ques questions  de  Géométrie. 

Descartes  intitula  simplement  la  Géométrie  le  livre  où  il  exposa 
cette  grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  les 
conséquences  sans  bornes. 

Dans  le  développement  de  cette  méthode  se  trouvent  plusieurs 
inventions  algébriques,  telles  que  la  méthode  si  féconde  des  coef- 
ficients indéterminés ,  et  cette  célèbre  règle  des  signes  de  Dcscartcs^ 
ainsi  qu'on  l'appelle.   Dans  les  inventions  géométriques,  on  dis- 

(l)  Crouzas  :  «  On  a  donne  le  nom  tlo  méthode  analytique  à  celle  qui  suit, 
«  en  cnscignanl,  l'ordre  même  de  Tinvention;  cl  la  méthode  opposée  a  revu 
•  relui  de  synlhc tique.  • 


(  problème  lie  n 


s  laryenlcs  j 
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iqnn.  Les  Anciens  n*avaienl  mené  les  tangenies  qu'à  quel- 
^MBcoarbcs,  et,  [lotir  chacune,  par  des  considérations  partk-u- 
Kéra  qui  ne  pouvaient  Taire  naître  l'idée  d'une  solution  générale 
tfplicablek  Imites  te»  courbes.  Descarics  donna,  de  deux  ma- 
,  rené  solution  g<'-nérale,  ilii  moins  pour  les  courbes  qu'il 
il  dans  sa  Géométrie,  celles  qu'on  Appelle  indistinctement 
tauihn  géoinétriqittt  on  algéhriqaet. 

Les  langeitlts  farmenl  l'élément  dont  la  connaissance  est  le  plus 
Uii|)etmblc  dan*  la  théorie  des  courbes,  et  relui  qui  devait  con- 
fite an  c»lciil  infinilèsinial.  Aussi  Descaries,  inspiré  par  son  sens 
^■foodêoient  maUiénialique,  dit,  don»  un  passaL;e  de  ses  Let- 
M ,  i|ue  c'est  le  problème  *  qu'il  a  le  |ilus  désiré  de  connaître.  ~ 
Onaul  que  la  Gromriric,  le  Traitviîrs  Météores  vX  la  Dio/ttriqur 
il  ensemble,  en  lô^^,  à  la  suite  du  Diiours  île  la  Mé~ 
:,  ri  comme  simples  essais  des  régies  que  le  grand  philosophe 
it  de  donner  pour  la  recherche  dr  lu  lérilé. 
in*  le  même  temps.  Fermai,  l'un  des  plus  puissants  gi.'nies 
^■e  nous  présente  l'histoire  des  productions  de  l'esprit  hiiinuin  , 
Inl  ata'i  le  problème  général  des  lan^jcnles.  Sa  solution,  dont 
prîniàpe  s'étend  aux  courbes  méeaniifucn  ou  tramcendanlrt , 
■mr  ail«  enurbes  géiimtHriquen  de  Deseallr-s ,  re|Kisait  sur  des 
■tfalérations  origtnalH  i|ui  impliquaient  \k  rtitrat  de  l'infini ,  et 
rtngémnèlreslesplus  illustres,  d'Alemliert,  Lagranj^e,  La  place, 
■rirr(>)i  ont  regardées  comme  la  véritable  origine  des  méthodes 
qui ,  nn  demi-stécle  plus  tard  ,  dans  les  mains  de 
ûu  et  de  Newton,  ont  complété  la  grande  œuvre  de  Dis- 


.  l'C  ' 


dii«  itue  Leitinilt  lui-im^tni-  iiViU  poîiil  cDiilrodil  ce  ju(jc- 
il ,  iluH  nn«  lie  ■«•  l.eltrw  à  WillU ,  rv  pauBgc  où  mipirp  lu 
<pii  eonTpRiit  *  un  Bn»i<l  MpKt,  k  u   nobli  intailigEnn' t  t}aod 

t   ruuitno  aiiljqar.    tmo  lam  ifU  Artkimeii  ei-aat  riiilarma,  Jor- 

wm    nimmii   Gramrtiii   tiaau   vuldantur,    Hugrmo   •/•m  iil  agno'- 
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Fermât  cultiva  aussi  Vanalyse  géométrique ,  et  laissa,  entre 
autres,  un  livre  des  Lieux  plans,  à  Tinstar  d* Apollonius  ;  un 
Traité  du  Contact  des  sphèi*es;  une  courte  Notice  sur  les  Porismes, 
dont  il  promettait  de  rétablir  la  doctrine.  Malheureusement,  Fer- 
mat  se  bornait  à  communiquer  à  ses  amis  ses  découvertes ,  sans 
vouloir  les  publier,  et  elles  ne  nous  sont  point  toutes  parvenues. 
Ce  n*cst  pas  ici  le  lieu  de  parler  de  ses  admirables  recherches  sut- 
la  théorie  des  nombres,  qui  ont  occupé  depuis  les  plus  grands 
géomètres. 

Roberval ,  le  rival  de  Descartes  et  Témule  de  Fermât  en  plu- 
sieurs points ,  donna  aussi  une  méthode  générale  des  tangentes , 
fondée  sur  la  composition  des  mouvements;  principe  excellent , 
mais  dont  l'application  n'était  point  aussi  commune  que  celle  des 
méthodes  de  Descartes  et  de  Fermât,  parce  que  la  manière  dont 
on  considère,  en  général,  la  génération  des  courbes  ne  s'y  prétait 
pas.  Roberval  donna,  sous  le  titre  de  Traité  des  Indivisibles,  une 
méthode  générale  pour  le  calcul  des  grandeurs  curvilignes,  la 
détermination  des  centres  de  gravité,  etc.  ;  méthode  qu^il  dit  avoir 
puisée  dans  une  lecture  attentive  des  œuvres  d'Archimù^e,  et  qui 
était  un  acheminement  naturel  vers  les  nouveaux  calculs.  Car,  il 
faut  le  remarquer,  la  métaphysique  de  ces  méthodes  de  transi- 
tion était  la  même  que  dans  les  méthodes  infinitésimales  propre- 
ment  dites;  le  grand  avantage  de  celles-ci  fut  dans  l'algorithme 
imaginé  par  Leibnitz.  Roberval  ayant  tardé  à  publier  sa  méthode, 
dont  il  faisait  usage  en  secret ,  dans  les  luttes  difficiles  et  passion- 


tvn/tf  (*).  —  Wallis  lui  repond:  Quod  tuus  Caicnlus  dijjferenlialis  iiiutia 
habet  cum  aliorurn  srnsis  communia ,  c.liatn  ipsius  Archimedis ;  lu  [pro  candore 
tuo)  libère  prujitftis  :  non  tim.^n  est  inde  minus  œstimandus.  A'w/rt  muita 
sunt ,  quorum  pi  iniii  fundtimcnta  Jucrint  Vetcribus  non  ignuta  ;  ita  tamen  in- 
tricota  et  dijjicullatis  plena ,  ut  sinl  va  [nostra  tettite)  reddita  multo  dtluci- 
diora  et  usibus  aptiora  (**;. 

(*)  Wallis;  Opéra  >raihematica  ;  tome  III,  page  t^92.  On  voit,  par  ces  paroles,  qao 
l.eibniU  reconnaissait,  atec  une  noble  sincérité,  ce  quMI  pouvait  devoir  a  !>es  devanciers 
et  à  ses  contemporains,  de  même  qu'il  avait  su  gré  à  Iluygons  et  a  Newton  d'avoir  riié  se» 
propres  découvertes,  ainxi  qu'il  le  rappelle  lui-même  dans  un  autre  passante  de  res  CF.nvres. 
en  ajoutant  celte  ri'flexlon  :  Tm  quaulo  quisqu-  e>t  doctrina  exi.ellrnliur,  Linto  plut  «m- 
.riihttit  iitqnr  humanilniif  otirndit.  (  Leibaltii  ffp^in  vumn  .  toiiio  V,  p*;;©  Sî)  .' 

;  *•  )  Wallik.  Opf»,i  ,  fit-.,  lomi»  III ,  pape  fiP» 
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nées  où  il  se  trouvait  engagé,  se  laissa  devancer  par  Cavalieri,  dont 
la  Méthode  des  Indivisibles  eut  une  grande  célébrité  et  d'illustres 
sectateursy  Pascal,  Torricelli,  Schooten,  etc. 

On  a  de  Cavalieri  divers  autres  ouvrages,  notamment  ses  Exer- 
citationes geometricœ y  en  six  livres,  dont  le  dernier  contient  de 
nombreuses  questions  sur  cette  autre  partie  de  la  Géométrie ,  que 
nous  avons  appelée  V  Analyse  géométrique  des  Anciens. 

Pascal ,  dont  le  génie  gfk>métrique  est  proverbial ,  enrichit ,  dans 
sa  trop  courte  carrière ,  toutes  les  parties  des  mathématiques.  La 
pénétration  avec  laquelle  il  appliqua  la  méthode  des  indivisibles 
aux  questions  les  plus  difficiles,  le  fit  toucher  de  près  au  calcul 
int^ral.  Il  sut  découvrir  de  nombreuses  propriétés  de  la  cy- 
cloide,  cette  courbe  merveilleuse  qui  occupait  alors  tous  les  es- 
prits. 

Sa  supériorité  ne  fut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu'on 
pourrait  appeler  la  Géométrie  d'Apollonius.  La  généralité  de  vues 
qu'il  y  apportait  ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions 
analytiques  de  Viète  et  de  Descartes ,  dont  il  n*eut  pas  besoin  de  se 
servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien 
restreintes»  sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important,  celui  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  retentis- 
sèment,  fut  son  Traité  des  Coniques,  dans  lequel  il  avait  suivi  une 
méthode  nouvelle^  d'une  facilité  et  d'une  fécondité  alors  incon- 
naes,  et  telles ,  comme  nous  l'apprend  le  P.  Mersenne ,  qu'un  seul 
théorème  se  prêtait  à  quatre  cents  corollaires. 

Cet  ouvrage  et  ceux  de  Desargues ,  qui  l'ont  précédé  de  très-peu 
de  temps,  donnaient  à  l'Analyse  géométrique  des  Anciens  une 
marche  plus  rapide  et  plus  hardie;  ils  marquent  l'origine  d'une 
partie  de  nos  méthodes  du  xix*  siècle  :  je  vais  donc  m'y  arrêter 
quelques  instants. 

Les  Anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône, 
OD  dans  le  solide,  suivant  leur  expression;  c'est-à-dire  qu'ils 
avaient  connu  ces  courbes  en  coupant  par  un  plan  un  cône  à 
hase  circulaire.  Des  propriétés  du  cercle  qui  forme  cette  base,  ils 
avaient  conclu  une  jïroprirl<»  des  sections  coniques,  savoir,  que 
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Tordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  Tabscisse  comptée 
à  partir  d*un  sommet  de  la  courbe  et  l'ordonnée  d'une  certaine 
droite  fixe  menée  par  Tautre  sommet.  De  cette  relation ,  peu 
différente  de  celle  que  nous  appelons,  en  Géométrie  analytique , 
y  équation  de  la  courbe,  ils  déduisaient,  par  la  seule  force  du  rai- 
sonnement ,  les  propriétés  des  sections  coniques ,  sans  se  servir 
davantage  du  cône  dans  lequel  ils  avaient  d'abord  considéré  ces 
courbes. 

Desargues,  géomètre  actif  et  pénétrant,  qui  cultivait  tontes  les 
parties  des  sciences  et  y  apportait  un  esprit  de  généralisation  rare , 
conçut  ridée  d'appliquer  aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cône ,  et  de  simplifier  par  là  la  re- 
cherche et  la  démonstration  de  ces  propriétés,  souvent  pénible 
dans  l'ouvrage  d^Apollonius.  Il  reconnut  aussi  que ,  parce  moyen , 
les  démonstrations  relatives  à  l'une  des  trois  courbes  s'appliquent 
d'elles-mêmes  aux  deux  autres,  malgré  leurs  différences  de  figu- 
res :  idée  profonde  et  heureuse ,  car  les  Anciens  distinguaient  es- 
sentiellement les  trois  courbes,  et  employaient  des  démonstrations 
différentes.  Enfin  il  découvrit,  entre  autres,  une  belle  et  féconde 
propriété  de  ces  courbes,  celle  qu'il  appela  Involution  de  six  points, 
proposition  susceptible  de  prendre  un  grand  développement  dans 
certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

C'est  la  méthode  de  Desargues  que  Pascal  a  suivie  dans  plusieurs 
de  ses  i-echerches ,  notamment  dans  son  Traité  des  Coniques.  Il  ne 
nous  est  parvenu,  de  ce  célèbre  Traité,  qu'une  notice  très-suc- 
cincte de  Leibnirz,  qui  nous  fait  connaître  les  titres  des  six  par- 
tics  qui  le  composaient.  Mais  cet  ouvrage  avait  été  précédé  d'un 
premier  jet ,  sous  le  titre  d'Essai  pour  les  Coniques,  qui  fait  partie 
des  deux  volumes  consacres,  dans  l'édition  de  Bossut,  aux  recher- 
ches mathématiques  de  Pascal.  C'est  dans  cet  Essai  que  se  trouve 
le  fameux  théorème  sur  l'hexagone  inscrit ,  que  Pascal  appelait 
hexagrammc  mystique.  Ce  théorème  exprime  une  propriété  simple 
et  fort  belle  de  six  points  quelconques  pris  sur  une  conique. 
Cinq  points  suffisent  pour  déterminer  la  courbe  :  on  conçoit  dès 
lors  que  cette  propriété,  relative  à  un  sixième  point,  servait  à 
»lécrire  la  courbe,   et  la  définissait  complètement;  qu'elle  devait 
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donc  avoir  des  conséquences  innombrables  comme  Véquaiion  dans 
le  système  de  Descartes. 

Dans  cet  opuscule,  Pascal  reconnaît  ce  qu^il  doit  à  Desargues; 
il  dit  y  au  sujet  du  théorème  de  l'involution  de  six  points  :  «  Nous 
»  démontrerons  la  propriété  suivante ,  dont  le  premier  inventeur 

•  est  M.  Desargues,  Lyonnais,  un  des  grands  esprits  de  ce  temps , 

•  et  des  plus  versés  aux  mathématiques,  et  entre  autres  aux  coni- 

>  qnes,  dont  les  écrits  sur  cette  matière,  quoique  en  petit  nom- 

•  bre,  en  ont  donné  un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront 
i>  voulu  en  recevoir  Tintelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois 
»  le  peu  quej*ai  trouvé  sur  cette  matière,  à  ses  écrits,  et  que  j*ai 
«  tâché  d'imiter,  autant  qu'il  m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce 

•  sujet. ...  La  propriété  merveilleuse  dont  est  question  est 
-  telle » 

Desargues  ne  se  borna  pas  aux  spéculations  des  mathématicpics 
pures;  il  traita  de  leurs  applications  aux  arts.  11  écrivit  sur  la  per- 
spective, la  gnomonique  et  la  coupe  des  pierres;  et,  en  apportant 
dans  toutes  ces  parties  la  même  supériorité  de  vues  et  les  mémos 
priocipes  de  généralisation ,  il  les  traita  par  des  méthodes  rigou- 
reuses et  mathématiques.  C'était  une  innovation  véritable;  car 
une  partie  des  règles  ou  des  pratiques  que  Ton  suivait  dans  ces 
arts,  étaient  sans  base  réelle  et  souvent  fautives  :  aussi  Desargues 
eut  de  nombreux  détracteurs;  la  routine  et  Tignorance  disputèrent 
le  terrain  pied  à  pied ,  et  il  fut  enjoint  au  célèbre  graveur  Bosse  de 
cesser  d'enseigner  les  pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desar- 
gues, dans  ses  leçons  à  l'Académie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des 
pierres ,  Desargues  offrit  de  défendre  la  bonté  de  ses  méthodes 
contre  les  attaques  de  l'architecte  Curabelle ,  par  un  pari  de  cent 
mille  livres  :  le  défi  fut  accepté  pour  cent  pistoles;  mais  il  n'eut 
|>as  de  suite,  parce  qu'on  ne  put  s'entendre  sur  le  choix  des  juges 
du  débat.  «  Desargues,  nous  apprend  Curabelle,  voulait  s'en  rap- 

>  porter  au  dire  d'excellents  géomètres ,  et  autres  personnes  sa- 
»  vantes  et  désintéressées ,  et,  en  tant  qu'il  serait  de  besoin  aussi , 
■  des  jurés-maçons  de  Paris.  •  «  Ce  qui  fait  voir  évidemment, 
»  ajoute  Curabelle,  que  ledit  Desargues  n'a  aucune  vérité  h  dé- 

•  duire  qui  soit  soutenable,  puisqu'il  ne  veut  pas  des  vrais  ex- 
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»  péris  pour  les  matières  en  conteste  ;  il  ne  demande  que  des  gens 
»  de  sa  cabale,  comme  des  purs  Géomètres,  lesquels  n'ont  ja- 
«  mais  eu  aucune  expérience  des  règles  des  pratiques  en  ques* 
»  tion ,  et  notamment  de  la  coupe  des  pierres  en  Tarchitecture 
»  qui  est  la  plus  grande  partie  des  œuvres  de  question ,  et  par- 
»  tant  ils  ne  peuvent  parler  des  subjections  que  les  divers  cas  en- 
»  seignent. ...» 

J*ai  cité  ces  détails,  que  j'extrais  d'une, brochure  rare  et  peu 
connue,  de  Curabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  ap- 
précier quel  était  Tétat  des  arts  de  construction  il  y  a  deux  siècles , 
cl  qu'ils  prouvent  bien  que  ce  fut  Desar,;ues  qui  eut  le  mrrite 
d'introduire,  notamment  dans  la  coupe  des  pierres,  les  principes 
rigoureux  de  la  Géométrie,  à  la  place  des  pratiques  empiriques 
qu'on  y  suivait  alors. 

Desargues  ,  malgré  divers  passages  des  Lettres  de  Descartes  et 
de  Fermât,  qui  s^accordent  à  le  montrer  comme  un  géomètre  d*un 
mérite  rare  (i),  a  été  fort  négligé  par  les  biographes  et  les  histo- 
riens des  Mathématiques.  M.  Poncelet,  en  signalant,  le  premier, 
Tesprit  géiiéralisateur  qui  domine  dans  toutes  ses  recherches,  et 
les  services  dont  les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  et  les  arts 
de  construction  lui  sont  redevables ,  Ta  appelé  le  Monge  de  son 
siècle  (2).  Nous  partageons  pleinement  l'opinion  de  ce  juge  si 
compétent  (3). 

i)  \'()ir  Afjcrçu  histoiiquf,  clc,  pages  71  83  et  !V'ii-3!J4« 
['2]   TitùU' des  Vroprivtés  proji'Ctivrs  îles  J}f*jres,\\\\.toà\\ci\ox\  y  |».  xxwiii. 

(3)  LVcrit  de  Cmabclle,  dunl  rioiib  avons  extrait  quelques  (JciaiU  ci - 
dessus,  osf  intilu)<^  :  Foihlrsso  piLoYahlc  du  S'  G.  Desargues  fruployct^  contre 
t' Exil  men  /ait  de  sf  s  œuvres;  pari.  (>urab«dle.  Imprimé  à  Paris,  ce  16  juin  li^fi  \  ; 
i)  pages  in-/|**. 

(et  icril  Taisait  suiu;,  cumnie  le  titre  Piiidique,  à  une  publication  du 
même  (lurabtîlie  ,  iMliluloe  :  ICxanicn  des  CEuvres  du  S*"  Desargues  y  par 
f.  dur.. belle  A  Paris,  \^V\\  ;  81  piues  iii-/|";  lequel  Examen  se  rappotti*  aux 
rrriisde  DesargiK's  sur  la  coufifdes  [  i»Ties,  la  perspective  et  les  quadrants. 
I/autcur,  quoique  juge  pou  cumpolerit  en  l'ait  de  questions  mathématiques, 
nr  manquait  pas  cependant  d''in&lruction  à-d'*autres  égards. 

Un  examen  critique  du  livre  des  quadrants  avait  déjà  paru  en  1641-  I/au- 
iiMir,  pratirien  .  probablement ,  comme  ("urabelle,  compare  Desargues  à  ce» 


nbti^i!  lie  p^ssci  ici  suiiï  siltrilci'  les  li'uvjii>i  tie  divers 
géomètres  qui  tiennent  une  place  ilisiingiiée  dans  l'histoire  de  ht 
siècle  a  été  peut-être  le  plus  rpcond  en  matlié- 
auticieni ,  et ,  bien  que  l'Ana'yse  de  Viète  et  la  Gcomélrie  de  Des- 
flairtes  aient  enlevé  de  nombreux  disciples  aux  antiennes  méthodes, 
sîncle  marque  une  époque  des  plus  {glorieuses  pour  cette  partie 
iB^me  dn  Uaihém a  tiques. 

me  suffira  de  citer  Kepler,  Huygens  et  !Vewlon  ,  dont  les  tra- 
admirablrs  ont  élevé  le  plus  bel  èdilîce  dont  s'honore  l'esprit 
kumtin. 

Kepler  donna  une  extension  considérable  aux  belles  spécub- 
ins  d'Archimède,  en  calculant  les  volumes  d'un  (-rand  nombre 
^  solides  dont  les  sphéroïdes  et  les  conaides  du  géomètre  giec  , 
n'étaient  que  des  cas  particuliers  Su  méthode,  Tondêe  sur  l'idro 
de  l'inlÎRi,  niivrait  un  nouveau  champ  de  recherches,  et  conduisit 
IrientAt  ù  celle  des  indwiiibles. 

Arec  les  senles  ressources  mathématiques  dont  se  servait  Ptolé' 
«ée,  et  i  force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  iafrucmeux, 
Kepler  parvint  ^  la  connaissance  des  véritables  lois  du  mouvement 
des  corps  célestes  ;  découvertes  sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie 
de  routeur  une  admiration  égale  ï  l'étendue  de  leurs  conséquences. 
Huions,  quoiqu'il  sût  à  fond  la  métiiode  de  Descartes,  ■'esta 
fidèle  à  celle  des  Anciens,  où  son  génie  sut  iriumphei'  des  plus 
grandes  difBcultés,  et,  parfois  même,  de  celles  que  Lcihniii  el 


Jacques  Bernoulli 
infinitésimales. 

Aussi  Newton  ,  qui  lui  dom 
Btait  <■  le  plus  excellent  imitateur  des  A: 


X  méthodes 


e  granit,  le  procU> 
admirables,  suivant 


■  iemi-farami.  prn-'xnciain.  tontOÊ^laiifi .  non  pmiaetu  et  fKu  tonm 
.  fhlti.  ■ 

Si  Ton  conitJèn,  qu'an  cunlnire,  ll«tcir[e>,  Formai,  Pm"I  »'ih 
dai«BlàirBtrilfr  DcurguM  torome  'un  goo mètre  il'un  eapril  origiait  tl 
tni  mérite,  M  qu'aujourd'hui  ta  iileur  d»  |]nlique>  que  lui  iniliqua 
ir^  IbAorle  eal  ineonleatée,  on  comprendra  juaiju'ai  qubl  point  pei 
àiBeret  Jaoa  leiin  ju^nieiiK  tut  lochoiei  qui  liennenl  ï  la  scicnoe, 
qui  Tont  «Ittdi^  au  point  île  vue  de  «M  applicaLions  pralîqiÉi-ï,  el  cm' 
Il  callivenl  el  mi  ont  uDr>  connafaganvc  appraron'liiv 


L 


"   lui,  put'  It-iir  goûi  et  I 
Le  sentiment  de  Leibnitz 


ir  lii  If^i'ine  ik-  kura  de monst rations.  • 
«Kprimé  dans  plusieurs  passages  de  ses 
explicite.  Qu'il  nous  suffise  de  citer  ces 
s  nillli   Mtltlicmatirnriim  Rnslri  scEcut' 


nelivres  ,  n  est  pa 

simples   parnles  :   Hiigeiiiu 

sminHiii  ■ .  . 

Nous  ne  rappellerons  pas.ici  tons  les  résultats  importants  qn'nn 
doit  k  la  sagacité  d'Huygens;  ils  s'étendent  snr  toutes  les  parties 
des  Mathématiiptes  et  sur  l<!s  sciences  naturelles  qui  eu  dépendent  : 
la  fhviiiiue,  l'Aslronomie,  la  Mécuniqiie.  Bornons-nous  à  rap- 
|ie!er  que,  diins  le  seul  Traité  de  Homlogin  osrillalorio,  composé 
par  Hnygens  quand  il  résidait  en  France ,  se  trouvent  cette  théo- 
rie des  développera,  l'une  des  plus  belles  découvertes  de  la  Géo- 
.  méirie  moderne,  et  les  lois  de  la  force  centrifuge,  deux  choses 
dont  la  connaissance  était  nécessaireà  Newton  pour  entreprendra^ 
son  grand  ouvrage  des  Prinri/iet  maihéinaiiqUFS  de  i0  philoiaphl 
natnrvlte. 

C'est  dans  ce  livre  impérissable  que  Newton  a  posé  le  printHpi 
de  la  gravitation  universelle,  qui  comprend,  dans  ses  c 
queuccs  ,  les  lois  de  Kpplsr  et  toute  ta  dynamique  des  corps  o 
lestes. 

Toutefois,  quelque  éclat  qui;  cette  grande  découverte  ait  répandu 
ilans  I''  monde  sur  le  nom  de  Newton ,  ce  n'est  pas  cette  di 
verte  elle-mcmc  c[ue  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui 
atteste  le  plus  le  génie  mathématique  île  l'auteur.  L'idée  d'une  al 
traction  mutuelle  des  corps  était  alors  dans  tous  les  esprits;  Kepler^ 
Racon ,  Fermai,  Boberval,  HeveHiis,  Hook,  l'avaient  émise 
en  avaient  entrevu  les  conscquence».  La  loi  relative  auK  distanr'cs 
était  inconnue,  il  est  vrai,  ei  fut  U  première  découverte  de  NewtuiK 
mais  elle  ne  pouvait  rester  lunglem|>s  cachée.  Aussi,  ce  qu'il  y  n 
de  plus  digne  d'admiration  dans  Newton  ,  et  ce  qui  eût  pu  tv 
longtemps  à  faire  dans  d'autres  mains,  ce  sont  les  développetni 
raathéntaliqurs  iju'il  a  su  donner  à  ce  principe  ,  pour  en  lire 
connaiuAncc  des  lois  dynamiques  et  géométriques  du 
des  corps  (^lestes;  son  plus  beau  litre  de  gloire,  c'est  d' 
ce  beau  rnnnuiiicnl  ilr  son  génie,  par  1rs  mi'thnilns 
.rii/f>    rrx.Murrr,  dr   h    Gnmrélnr  rfr.i  .-/«r/CM. 


rendra^ 
lopMim 

dli 


ir  un  pnnnpe  unique, 
iprenait  toiil.  Les  con- 
tes mouvement* 


('luU-nicc ,  ;ivon*-noii&  dit,   avail   fonile  une   iheorie  nslromi- 
niique  sur  le  principe  unique  de  mouvements  cir»iUireset  uni- 
Tornie»,  mais  sans  faire  «cceptinn  des  rmiien  .le  ces  mouvements 
des  forces (jui  les  produisent. 
7ouvra(;e  de  Nenton  était  fonde  ai 
nKÎs  ce  principe  était  vrai  et  féciind  ; 
•éqiiences  qu'il  s'agissait  d'en  tirer  embra 

scorps  célestes,  el  les  forces  qui  les  uniment. 

Toutefois  ,  le  livre  de  Newtnn  et  l'Almageste  ont  ijnelqnr  chose 
de  commun  :  c'est  la  méthode ,  qui  est  la  même  dans  les  deu\  ou- 
vrage»! car  Plewion  ,  malgré  ses  brillantes  dêconvtrles  dans  les 
nutiveatix  calculs,  avait  conservé  une  telle  estime  pour  la  Géomé- 
trie des  Anciens ,  qu'il  In  suivit  dons  tout  le  cours  de  son  grand  oti- 
Tra|!e,  oppoiani  ainsi  au\  futurs  incrédules  des  preuves  incon- 
testables des  ressources  que  cette  Géométrie  pouvait  offrir  dans 
les  spéculations  les  plus  relevées.  On  peut  croire  que  Newton  ci'it 
craial  de  rester  au-dessous  d'Huygens ,  dont  il  admirait  tant  le 
{énie  géométrique  ,  s'il  n'eût  pas  montré  qu'il  savait,  comme  lui , 
•e  servir  de  cette  métlioile  naturelle  et  lumineuse  des  Mathéma- 
tique» anciennes  (  i  ] . 

Non-«euleroent  le  livre  des  Principes  atteste  toute  l'estime  de 
Newlon  pour  cette  méthode,  mais  l'illustre  auteur  ne  négligeuit 
■nciiiiv  occasion  de  manifester  ft  ce  sujet  ses  sentiments.  Peinber- 
IDB ,  cpii  vécut  dans  son  intjniîté ,  nous  rapporte  qu'il  se  reprochait 
àt  D'avoir  point  encore  asaex  cultivé  cette  Géoméli^e  de  l'école 
grecque  j  qu'il  approuvait  l'entreprise  de  Huguc  de  Oniérique  de 
rétablir  l'aocienne  analyse,  ei  qu'on  l'enlendaii  souvent  faire  de 
{raDds  éluijcs  du  Truito  tie  teclinnr  ratlonii,  qui,  suivant  lui, 
développait  mieux  la  nature  de  cette  analyse  qu'aucun  autre 
ouvrajjp  de  l'antiquité. 

On  ne  peut  parler  du  gt<ùi  de  Newton  pour  la  Géométrie  des 
Anciens,  sans  nommer  aussitôt  Ualley  et  Maclaurin,  promoteurs 
éminents  de  ces  belles  méthodes.  Halley,  qui  joignait  ù  la  science 


•'t  11  rimbileli'  ilu  Fïi'and 
roanaîuancc  des  mathématiqi 
menl  fi  en  n'-pandre  le  (joùt  et 
duction ,   dans  de  inai^nifique 


■l'HS. 

'  érudition  prufiinde  el  la 
anciennes ,  contribua  pHissain- 
n  montrer  l'usage,  par  li  repru- 
Jilions  grectjiies  et  latines ,  des 


uuvrages  anciens ,  cl  par  ses  propre 

Il  siiEltl,  pour  apprécier  l'enthousiasme  qite  liti  inspirait  la  beauté 
de  ces  méthodes,  et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur 
utilité,  de  se  souvenir  que  son  désir  ardent  de  connaître  le  Traité 
de  la  Section  de  raiion,  qu'il  venait  de  dccouïrir  dans  les  manu- 
scrits delà  biblintlièqiie  Bodiéienne,  le  porta  aussitdt,  mairies 
[grandes  occupations  astronomiques,  k  étudier  l'arabe  pour  tra- 
duire et  commenter  bientôt  le  livre  précieux  qui  lui  a  dû  le  jour 
rhei:  les  Modernes.  C'est  aussi  après  une  révision  sur  un  texte 
liébreu  qu'il  donna  une  nouvelli*  édition  des  Sphériques  de 
Ménélaus. 

Le»  recherches  originales  du  grand  astronome  ;  sa  méthode  pour 
calculer  tes  élémenls  paraboliques  des  comètes,  méthode  dont 
l'Iieui-eux  usfl(;e  lui  permit  de  prédire,  pour  la  première  rot»,  le 
retnur  d'un  de  ces  Bsti«s  errants,  et  de  les  rattacher,  comme  )e« 
planètes,  h  notre  système  solaire  \  le  procédé  qu'il  Indiqua  pour 
faire  servir  les  passages  de  Venus  îi  ime  détermination  de  la  paral- 
laxe du  soleil,  plus  exacte  et  plus  sûrequecelles  qu'on  avait obtc- 
iHies  jusqu'alors;  ces  recherches  ,  dis-je,  oITrent,  ainsi  que  le 
grand  ouvrage  de  Newton ,  la  preuve  manifeste  des  ressources  que 
renrcrmcnl  les  méthodes  de  la  pure  Géométrie.  Elles  démontrent 
l'erreur  où  l'on  est  tombé  quand  ,  l'imagination  remplie  des  mer- 
veilleuii  résultais  de  l'analyse  dans  ses  premiers  développemenls , 
on  a  |>ensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de  portée,  et  qu'elles 
n'avatcnl  plus  de  valsur  que  comme  aliment  offert  à  la  curiosité  et 
A  l'esprit  inquiet  de  l'ânliqnairc  et  de  l'érudit.  Nos  spéculations 
actuelles  scraient^elles  d'un  ordre  plus  relevé  ipie  celles  de  Kepler, 
de  Huygens  ,  de  Newton  ,  de  Halley?  Personne  ne  le  dira.  Il  taui 
donc  croire  que  laGcoinéirie,  considérée  dans  ses  dcvelop|>ement^ 
(t  ses  applications,  sera,  dans  Ions  les  temps, 
i-sercice  de  l'espnt. 

Ah!  l'omliicn  i-sl  jiisie  cette  réllexion  d'un  V 


I  utile 


ni  It-s  [ulfOlï  uni  &II  (.lire  seivir  tout  u  l;i  luis  les  uriiH^i  el  ira 
tcicncei  k  U  gloire  et  à  la  ilcfense  de  la  patrie  :  "  LorMiii'on  pense 
I  que  c'est  cette  Gwïnitlrie .  qui  fut  si  fccinidc  entre  les  mains 

•  des  Arrhiinède,  des  Hi|>pan|iie,  <les  A}>olloni(is;  ijiii' c'est  lu 
'  seule  iiui  fui  connue  des  Neper,  des  VIÈtu ,  ilt»  Fermut ,  des 
<  Ocscartos,  des  Galilée,  des  Pascal .  des  Hiiygens.  des  Rubcrvnl  ; 
I  que  les  Newton,  les  Halley,  les  Maclaurin  la  cuttivéreni  Avea 

•  une  sorte  de  prèdile 'tinn  ,  un  peut  croire  q»c  celle  Géoniétiiu 
'   a  »rsavanln|;t^s(i]!  > 

Maclaurin  rut  un  dtfjne  rontidiuleur  de  Newton ,  et  |tar  la  na- 
ture des  questions  de  philosophie  naturelle  iju'il  trailu  ,  et  en  iv»< 
ani  fidèle  à  la  Géométrie  des  Anciens. 

Dans  in  célèbre  ((tiestion  de  l'aitraciion  desellipsuides,  i|ni  avait 
pris  naissance  dans  le  livre  des  Priacipes,  mais  dont  Newton  n'a- 
vait traité  que  le  cas  le  plus  simple  ,  Maclaurin  parvînt ,  par  Ici 

lies  ressources  de  celte  méthode ,  a  des  résultats  cgiie  l'Analyse 
elie-mi>nie  a  1oii(;leiiips  admirés.  C'est  pour  les  besoins  de  celle 
ijticstion,  (]ue  Maclaurin  considéra  ,  le  premier,  ces  cili[isoid« 
boinofocatiK  «jui  ont  donne  lieu  à  l'une  des  plus  importantes  ihco- 
riM  de  la  Géométrie  moderne,  i|ui  embrasse  les  lignes  de  cour- 
baie,  comme  les  lignes  géodésiques  de  ces  surfaces,  et  ont  offert 
à  l'jUialyse  un  puissant  principe  de  transformations. 

X'aclaiirin  cultiva  aussi  la  théorie  des  courbes,  par  la  inétliude 
•Iv  Desraries,  dans  sa  Gt'omi'trie  organique,  et  par  la  Géométrie 

re  dans  son  Traité  ilex  Courbes  du  troisième  ordre,  où  il  fit  con- 

itre,  pour  la  première  fois,  de  fort  belles  propriétés  de  ce» 
rourbes.  Ce  deuxième  ouvrage,  où  la  facilité  et  la  brièveté  des 
deniunsiralions  s'unissent  à  la  l^eaiite  des  résultats,  se  ratlaclie 
csunliellcment  aux  méthodes  de  la  Géométrie  tnodeme,  et  y  forme 
b  base  d'une  théorie  qui  a  déjà  fixe  l'attention  de  quel<|ue«  i;éa> 
mètres  el  qui  doit  prendre  une  grande  extension. 

Après  Hadaurin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewari ,  qui  essaya 
de  iraiiei'  par  ta  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  ques- 
iMHi»  du  sy»t<-nie  du  monde,  (elles  que  la  distance  du  soleil  à  U- 
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i(?rr«,  le  [irubicnic  J«s  Ituis  corps,  etc.;  mais  les  sut'c<.-s  rapulel  | 
t\e  l'Aoalvse  dans  les  mains  des  Bernoulli ,  de  Cloiraui ,  d'Euler, 
■le  (l'Aletnbert ,  Oiaient  toute  oppariiinité  à  ces  recherclies  <]iiî  n« 
[Mi-urent  plus  offrir  de  chances  de  succès.  Mathieu  Siewart  »'a- 
donna  aussi  à  V  AHalfic  géométrique  des  Anciens,  dans  le  but  s|>e- 
cial  d'en  accroître  les  ressources.  Dans  le  siècle  précédent ,  les 
^l'oméires  s'rlait-nl  occupés  plus  particulièrement  de  rétablir  les 
Ir.-iitéssur  lesquels  Pappus  nous  avait  laissé  quelques  données. 
Mathieu  Stcwari  entra  dans  une  voie  nouvelle ,  et  fil  un  pas  d« 
plus;  il  corDposa  deux  ouvrages  qui  n'étaient  point  l'iniiCution 
d'ouvrages  grecs.  L'un,  înlilulé  :  Qiielijurt  t/iéorimft  gèarraïut 
'l'un  grand  uingr  dam  1rs  hautes  malhématiquri,  renferme  At> 
beuiu  théorèmes,  dont  une  partie  n'a  pas  encore  été  démontrée. 

Dans  le  mi>me  temps,  Robert  Simson  composait  son  cêlèb 
Traité  det  Piirinmrt ,  et  restitiiuil  les  Lieux  yians  et  les  deux  livr 
de  la  Section  déterminée  d'Apollonius.  Ce  géomètre  avait  prépari' 
tme  édition  des  Cntlrctioni  mathimati'iuri  de  Pappus;  il  est  i 
[{Imiter  qu'il  ne  l'ait  pas  mise  au  jour  (i). 

Depuis ,  c'est  surtout  en  s'nccupani  de  la  doctrine  des  Parismett 
que  les  géomètres  anglais  ont  suivi  la  forte  impulsion  que  Newion' 
et  Haclaurin  avaient  donnée  â  la  cidture  des  méthodes  anrtennM. 

L'un  des  derniers  ouvrages  de  ce  genre  est  un  Mémoire  de  hfiitu 
Géométrie,  qu'un  trouve  dans  les  Transartlans  pMllosfipMifa 
la  Société  ruy  a  le  de  Londres,  de  t798.  Le  nom  de  l'auteur 
lit  peut-être  pas  sans  qne1(|ueétonnement:  c'est  celui  d'un  illustra 
(-oniemporain(lord  Bniugham),  que  des  travaux  fort  dilTé 
ont  porté  dejmisaux  plus  haulesdi|;nités  de  l'Étal  et  à  la  première' 
magistrature  do  [larlenieni. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  Allemagne,  on  culti—^ 
vait  l'analyse  de  Descarles  et  le  calcul  de  Leibnili,  et  l'on  apptK- 
quait  les  ressources  merveilleuses  de  ces  puissante»  méthode*  k 

(Il  OnHlIriooM.  PryriRl.i<|<»  iifin*  ilnont  la  belle  i!<lltlon  lia  £/^ 
•afHU  U'Enelide  fI  de*  OEufr»  il'Artblmhln  ,  BTBii  prrpan  île  pirnilln  (r*- 
ituettanxl*  pluieun  lutr»  niitTaijo  ■ncioni.  nolammont  du  RriiiJ 
dt»  Snclina*  Mnlijnm  il'ApnlIniiii» .  mah  qn*  la  mnrl  l'a  iiirpri»  nnni 
rtti  srlin»  i'Impmtlnn  H»  Mt  niiTnf[e 
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«ne  fcNile  de  problèmes  oouveauxy  el  principaleiuent  au  déve- 
loppcmeiit  des  grandes  questions  qu'avait  posées  ou  fait  naître  Tou- 
▼nge  de  Mewion, 

Cepeodani  Ja  Géométrie ,  cultivée  à  ]a  manière  de  Descartes , 
aovti  le  coars  de  ses  progrès  naturels.  Après  que  Clairaiit ,  à  Tàge 
de  teîie  ans,  avait  appliqué  l'analyse  infinitésimale  aux  lignes  à 
double  courbure ,  Euler  créa  la  belle  et  importante  théorie  de  la 
courbure  des  surfaces ,  qui  prit  bientôt  une  grande  extension  dans 
les  CHirrages  de  llonge  et  de  Tun  de  ses  plus  illustres  disciples. 

Cnlery  dont  Tesprit  éminemment  fécond  s'appliqua  à  toutes  les 
parties  des  Mathématiques,  enrichit  les  Éléments  de  la  Géométrie 
da  théorème  qui  établit  une  relation  entre  les  nombres  des  faces , 
des  sommets  et  des  arêtes  d'un  polyèdre. 

Ce  théorème  d'Euler  et  la  belle  théorie  des  polyèdres  d'un 
ordre  sapèrieur,  de  M.  Poinsot ,  avaient  conduit  un  jeune  géo- 
mètre à  deux  Mémoires  remarquables  (i),  qu'on  ne  petit  se  rap- 
peler sans  éprouver  le  regret  que ,  depuis ,  l'illustre  auteur  ait 
oDDsacré  exclasivement  à  l'analyse  les  ressources  de  son  génie 
mathématique. 

Hous  ne  devons  point  omettre,  avant  de  clore  cet  aperçu  des 
travaux  qni  ont  précédé  le  xix*  siècle ,  V Introduction  à  l'analyse 
des  lignes  courbes,  de  Cramer,  qui  a  souvent  servi  de  guide  dans 
Icsapplicationsde  l'analyse  à  cette  vaste  théorie  des  lignes  courbes. 

111.  De  ta  Géométrie  au  xix*  siècle. 

Les  ouvrages  qui ,  au  commencement  du  siècle  présent ,  ont  eu 
une  heureuse  influence  sur  la  marche  el  les  progrès  de  la  Géomé- 
trie, sont,  à  des  titres  différents,  ceux  de  Monge  et  de  Carnot  :  i\o 
Monge,  la  Géométrie  descriptive  et  le  Traité  de  V Application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie;  de  Carnot,  la  Géométrie  de  Position  et 
la  Thtorie  des  Transversales. 

Ces  ouvrages,  en  agrandissant  les  idées ,  en  inspirant  aux  jeunes. 

(»^  Recherches  sur  les  polyèdres ,  Mcmoiics  prèscnicb  à  la  première  clasM> 
«le  rinstiltit  en  1811  et  1812  ,  par  M.  Taiiehy.  (  Voir  Journal  de  l'École  Poly- 
technique,  ifi*  cahier,  pape»  68-98.^ 


[iiiilheniaiiciens  U'  guiii  Ues  l'ccliercht»  île  banne  Geoiiicirie,  leur 
oITrnieDt  des  luolliotles  et  îles  ressources  nouvelles. 

La  Géomririe  descriptive  a  pour  objel  de  représenter  sur  un 
pkn,  surfuce  h  deux  dimensions,  les  corps  ([ui  en  ont  trois;  ou, 
en  d'auti'es  termes,  de  i-éunir  dans  une  fi{;ure  plane  tous  les  êlè- 
inenis  nécessaires  pour  faire  connaître  la  forme  et  la  pwitiuB , 
dans  l'espace ,  d'une  figure  &  trois  dimensions. 

Une  conséquence  de  cette  représentation ,  c'est  (|ue  l'on  exé- 
cutera sur  cette  figure  plane  elle-même  les  opérations  géomé- 
triques répondant  U  celles  que  l'on  aurait  h  faire  sur  la  ligure  à 
trois  dimensions. 

Sous  ce  point  de  vue  générât ,  on  conçoit  que  ta  Géométiit 
ilacripthc,  a  dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c'est 
par  des  dessins  sur  une  aire  plane,  que  les  appareil  leurs  et  les 
charpentiers  uni,  dans  tous  les  temps,  détertniné  et  indiqué  les 
formes  des  corps  à  trois  dimensions  qu'ils  avaient  ft  construire. 

On  possi!'dait  même  plusieurs  Traités,  et  de  bons,  de  Phili- 
bert Delorme ,  de  Mathurin  Joiisse ,  du  P.  Deran  ,  de  Delarue ,  sur 
l'art  du  trait  applique  l\  la  coupe  des  pierres  et  à  la  cliarpentei 
Desargiie:^  avait  lait  un  )»as  de  plus ,  en  montrant  l'analogie  qui 
existait  entre  des  procéda  divers,  el  en  rattucljanl  ceux-ci  à  des 
principes  communs.  En  dernier  lieu  ,  Frêzier,  officier  du  génie, 
qui  appréciait  le  mérite  des  conceptions  de  Desargues,  avait  donné 
suite  à  ses  idées  de  généralisation  el  d'abstraction  mathématique , 
dans  son  Traité  de  Slêréntomie  ,  nuvnige  oft  se  trouvent ,  avec  les 
applications  .1  la  coupe  des  pierres,  plusieurs  questions  sous  une 
forme  abstraite ,  telles  que  le  développement  des  surfaces  coniques 
et  cylindriques  ;  la  théorie  de  l'intersection  de  ces  surfaces  entre 
elles  et  avec  la  splière;  la  manière  de  représenter  une  ligne  à  dou- 
ble courbure  par  ses  projections  sur  des  plans,  etc. 

Toutefois ,  on  n'avait  pas  songé  à  rattacher  toutes  ces  questions 
à  un  petit  nombre  d'opérations  abstraites  et  élénienLiîres,  et  sur- 
tout jt  présenter  celles  ci  dans  un  traité  spécial  et  sous  un  litre 
partictdier,  qui  leur  donnât  un  caractère  de  doctrine  indépen- 
dant des  pnuiques  d'<Mi  il  avuii  sulTi  de  les  faire  «oriir   C'est  \k  iv 
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C'est  par  deux  projections  des  corps  sur  deux  plans  rectangu- 
biresy  dont  on  abat  Tun  sur  Tautre,  pour  ne  former  qu'une  aire 
pbne,  qne  Monge  a  représenté  mathématiquement  les  formes  de 
l'étendue  à  trois  dimensions;  et  c'est  ce  procédé  qu'il  a  appelé 
Géoméirie  descriptive. 

Les  principes  en  sont  très-simples  et  n'exigent  guère  que  la  con- 
naissance du  livre  des  plans  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d'opérations  faciles  suffisent  pour  les  appli- 
catioDS  de  cette  méthode  à  tous  les  arts  de  construction  ;  de  même, 
en  quelque  sorte ,  que  les  quatre  règles  de  l'Arithmétique  suffisent 
poar  tous  les  calculs  auxquels  donnent  lieu  les  sciences  mathéma- 
tiques dans  leurs  applications. 

Et»  en  effet,  un  procédé  graphique,  destiné  au  simple  ouvrier 
comme  à  l'ingénieur,  devait  se  réduire  à  un  petit  nombre  de  pré- 
ceptes d'une  application  immédiate  et  toujours  facile. 

Auparavant  on  employait  des  procédés  divers,  et  si  Ton  se 
serrait  aussi  de  projections,  ce  n'était  pas  d'une  manière  uni- 
forme; les  plans  de  projection  étaient  différents,  et  le  dessin  ne 
se  prétait  pas  à  une  lecture  facile  et  sûre ,  comme  les  épures  de 
Monge. 

La  Géométrie  tUscriptive  simplifiait  donc  les  opérations  gra- 
phiques nécessaires  aux  constnicteurs  ;  elle  en  facilitait  l'étude 
qu'elle  mettait  à  la  portée  de  tous ,  tandis  que  les  ouvrages  sa- 
vants de  Delarue,  de  Frézier,  etc.,  auxquels  manquait  cette  base 
première ,  n'étaient  accessibles  qu'aux  géomètres  et  aux  ingénieurs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  que  ces  avantages  réels , 
pour  assurer  le  prompt  succès  du  livre  de  Monge ,  fut  ce  décret 
paissant  de  la  Convention  qui,  en  créant,  sous  le  nom  â* Écoles 
normales,  le  grand  établissement  où  vinrent  se  réunir  douze  cents 
jeunes  gens,  les  plus  capables,  choisis  sur  tous  les  points  de  la 
France,  ordonna  que  la  Géométrie  descriptive  y  fût  enseignée,  et 
en  confia  l'enseignement  à  l'enthousiasme  et  au  patriotisme  actif 
de  Monge. 

Voilà  comment  Monge  n'eut  point  à  éprouver  les  diflicultcs  ot 
les  procès  en  parlement  qur  la  routine ,  Tignorance  et  les  intérêts 
If'se^ avaient  suscités  ;i  ÎVsar^ius,  im  siècle  et  demi  auparavant. 


IhI  licimiètrie  ilciinptwL ,  lasIrutiiCDI  d'eu  principalciticiil  |Hiiir 
II-  bMoin  de3,artislea  et  des  ingêDÎeitrs,  devait  Être  utile  aussi  aux 
géomètres  :  elle  formait  un  complément  de  leur  Gpoméiric  pra- 
liquoielk'  pouvait  faciliter  leura  recherches  théoriques,  en  leur 
donnant  le  moyen  de  repiiaenier  par  une  figure  plane  les  corps 
iju'ils  avaient  à  considérer;  enfin,  en  familiarisanE  avec  les  formes 
lie  i^ei'taines  famUtes  de  surfaces,  elle  habituait  IV-sprit  ù  les  con- 
cevoir intellectuellemeat,  et  développait  l'intelligence.  Aussi  cst-w 
;ivet:  raison  que,  depuis  qnelqiies  années,  l'élude  des  prînct|K:s  de 
la  Géométrie  descriptive  fiiil  partie  des  cours  de  mathématifiues 
ilans  l'instruelion  secondaire. 

Quant  aux  applications  spéciales  et  les  plus  fréquentes  de  cet 
art,  ce  sont  la  perspective,  la  construction  des  reliefs,  la  déler- 
minaiiondes  ombres,  la  {jnoinoniquc,  la  coupe  des  pierres  et  la 

Une  foule  d'autres  travaux,  tels  que  le  jiercement  des  roules  et 
des  canaux  dans  des  pays  accidentés,  les  constructions  navales, 
la  <lirectiun  des  mines  souten-aines ,  le  delilenienl  dans  la  science 
des  fortifications,  etc.,  sont  encore  du  domaine  de  la  Gconictrie 
.lea-ripli.cl,). 

Mais  il  ne  faut  pas  perd l'e  de  vue  que,  dans  tontes  ces  tpics- 
tiuns,  la  Géométrie  descriptive  n'est  toujours  qu'un  instrument 
dont  l'ingénieur  se  sert  pour  traduire  sa  pensée  et  exécuter  sur  le 
papier  les  ojiérations  quL'  la  science,  je  veux  dire  la  Géométrie 
générale,  lui  indique.  La  Géométrie  descriptive  exécute,  mais  elle 
ne  crée  pas.  Si  elle  montre  aux  yeux  la  courbe  d'intersection  de 
lieux  surfaces,  elle  n'en  fait  point  connaître  les  propriétés;  elle 
ne  saurait  même  indiquer,  mathématiquement  parlant,  si  cette 


(0  TmiwfoiB  il  coiiïii 
rnlm.un  peul  <Ure  d'ai 
riuola  on  m  >ort  d'une  » 
quelque  au  Ire  duimée  i] 
Rénin,  p«  exemple,  te 
.oK'(.  qui  leur  prrmBl 
M«nBP.-..  q,iil,.iir.,frr. 


d'ajouter  qu'il  Pilsle  d'autri»  iniilhodci  i;rii«- 
w  procédés  de  Géoniéltre  dncriplirf .  dsna  lus- 
j  projection,  orlhoBuiiiile  ou  penpiicLifc,  o(  do 
BUpplée  i  la  seconde  projection,  Ijh  olflcior»  du 
irvenl  In  plus  aouvenl  du  11  mélhode  dot  i-liiHi 
t  1«s  mêmes  opérallon»  qnc   par  celle  do 
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est  pime  ou  à  double  courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes 
redhercheSy  qui  sont  exclusiveinent  du  domaine  de  la 
rie  rationnelle  (i). 
Je  fais  cette  réflexion,  parce  qu'on  trouve,  dans  le  livre  d«^ 
IfoDge,  quelques  passages  qui  ne  sont  pas  de  la  Géométrie  des^ 
tripHwe,  et  qui  pourraient  induire  en  erreur  les  jeunes  géomètres 
sdr  la  destination  et  le  caractère  scientifique  de  cette  méthode  gra- 
phique. 

Ainsi  9  Monge  démontre  deux  propositions  de  Géométrie  plane, 
qm  -  résultent  naturellement  de  la  considération  de  figures  à  trois 
dioiensions,  savoir:  la  propriété  ancienne  des  coniques,  sur  la- 
quelle repose  la  théorie  des  polaires  (2),  puis  ce  beau  théorème 
M 

(i)  Ce  pa«Mgo  a  «té  le  sujet  de  rcflcvions  criliqued  de  la  part  d^un  géo- 
mètre qui  a  beaucoup  écrit  «ur  la  Géométrie  dc»criplive.  Dans  un  de  «es  ou- 
▼raig^ ,  où  il  résout  la  question  de  Reconnailrr  si  la  courbe  d  intersection  dt 
deux  surfaces  est  plane  ou  à  double  courbure ,  il  ajoute  ces  paroles  :  c  Les 

•  aaYfinta  qui  s'occupent  de  Géométrie  pure,  disent  que  Vanalj se  i^xii  seule 

•  résoudre  une  semblable  question  et  que  lu  (xéomctrie  descriptive  n^a  pas 

•  de   méthodes  pour  dea  questions  de  ce  pcnrc;  ce  qui  précède  leur  prou* 
k  vcra,  j'espère ,  qu'ils  sont  dans  rcrnMfr   »» 

£t  plus  loiu  :  «Je  crois  que  Ton  peut  dire,  sans  être  tiop  sovèrc,  que 
»  M    rbasies  n'a  pas  réfléchi  en  écrivant  dans  bon  discours  d'ouTerture  la 

•  friirase  suiTantc  :  La  Géométrie  descriptive , . .  ne  saurait  inditfuer,  màthéma- 

•  ti^mement  parlant,  si  cette  courbe  (courbe  inlerseclion  de  deux  surCaco.*  ) 
>  est  plane  ou  à  double  courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes  pour  ces  re- 
u  ckerehesy  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie  rationnelle,  n 

Or,  qu''on  lise  la  solution  de  Tauteur,  on  reconnaît  aussitôt  qu'elle  n't>flt 
pas  autre  cho^e  que  la  traduction  en  (géométrie  descriptive,  du  proccdô 
BÔme  qu'emploierait  un  ouvrier  qui  voudrait  vérifier  si  Tarète  vivo  qu'il 
Tient  de  construire  est  plane  ou  à  double  courbure.  Ce  constructeur  appli- 
querait tout  simplement  le  plut  de  sa  rc{;le  sur  la  courbe,  et  verrait  s'il  y  a 
partout  coïncidence.  Pour  traduire  ce  procédé  en  Géométrie  descriptive,  on 
mène  un  plan  par  trois  points  do  la  courbe  ;  puis  on  projette  cette  courbe 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  celui- 1.^ ,  et  Ton  vérifie  ^<ir  les  yeux  si  la 
projection  coïncide  avec  la  ligne  de  terre  ou  s^'en  écarte. 

Cest  précisément  U  le  procédé  que  Tauteur  indique  dans  son  ouvrage. 

Cet  exemple  d'une  solution  par  la  Géométrie  descriptive  montre  parfaite- 
ment que  les  usages  de  cette  méthode  graphique  sont  tels  que  je  l'ai  dit , 
et  justifierait,  s'il  était  besoin ,  toutes  mes  paroles. 

:'2}  Quand  le  sommet  d'un  angle   virconscril  à  unr  tonique  glisse  sur  unt: 


A\*l 


IL  US. 


lie  U'AIi'iiiIm'II,  mu;  li-^  Uuij^i'Di 
Jeux  à  deux,  onl  k-urs  jjoints  de  concours  sittu-s,  trois  a  trois, 
ligne  droite.  Ces  exemples,  on  le  conçoit,  ne  constituent  point 
\n  Géomèirif  deicripth-e ,  im  n'y  fiiit  pas  même  usage  des  projec- 
tions; ils  rentrent  dans  U  Gcométrie  rationnelle. 

Il  en  est  de  même  des  propriétés  générales  de  l'étendue,  rela- 
tives aux  lignes  à  double  cnurburt  et  aux  liftes  de  courbure  de» 
surfaces  courbes,  que  Monge  a  placées  à  la  suite  de  sa  Geomètrim 
tlefcnj/iive ,  en  faveur  -  des  professeurs  tpii  doivent  èirc  exerces 
>■  à  des  considérations  d'une  généralilé  plus  grande  que  celles  qay, 
-  formentrobjeturdinuire  des  études.  »  Ces  propriélés  fort  belles, 
des  lignes  et  des  surfaces  roui-bes,  placées  dans  un  livre  destiné  A, 
èire  triis-répandu ,  ont  contribué  à  développer  le  goûi  de  ces  sjié- 
culatious  d'un  ordre  supérieur,  et,  sous  ce  rapport,  le  livre  da 
Munge  a  encore  atteint  le  but  de  l'illustre  auieur.  Mais  elles  n'ont» 
lien  de  commun  avec  les  princijtes  de  la  Géométrie  descriptitv,', 
et  elles  rentrent  exclusivement  dans  le  domaine  de  la  Géométrie 
générale. 

Le  grand  Traité  de  VApplicatinn  de  {'Analyse  à  la  GéométrietO' 
le  même  objet  que  la  Géométrie  Ae  Descartes;  il  en  est  la  conti^ 
niiation  :  mais  celle-ci  roulait  sur  l'analyse  des  quantités  finies,  et 
le  liviv  de  Monge,  sur  l'analyse  des  quanlili-s  infinilésimalei. 
Euler  avait  déj/i  traite  plusieurs  de  ces  questions  et  donné  son  beau 
théorème  sur  les  rayuns  de  courbure  des  surfaces  courbes,  ftlongv 
les  traita  avec  beaucoup  plus  d'extension  et  sous  de  nouveaux 
points  de  vne.  Les  rapports  qu'il  établît  entre  les  éijuations  aux 
différences  (lartielles  et  certaines  familles  de  surfaces ,  offrent  At» 
t'xeinplcs  magnifiques  des  secours  mutuels  que  peuvent  et  doivenl 
se  prêter  la  GcDmélrie  et  l'Analyse. 

Les  ouvrages  de  Carnot  ont  pour  objet  sp-cîal 
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lutiKénif  peint  Jize. 

A  ÛoD^,  comaiK  on  ri>cril  qiielqiicfaii.  Il  ti 
>iliuns  >ur  \e  nêiiie  >njet .  ilunl  los  ouvrii);»  di 
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DlbCOLIt».  LXXUI 

la  Gi^oitictrie  ilifs  Anciens.  Ils  fonl  Miitr  nn\  iiuvin^^t-s  ilt  H<ibcr[ 
Simsnn,  Sccwuri,  etc.  ;  mais  ils  soqI  (empreints  de  cet  esprit  clc 
&rilitè  et  de  (généralité  (]ue  nous  offrent  ks  oiivraifes  de  Pascal  et 
rie  Deur^ues;  et  ce  caractère ,  qni  leur  est  propre ,  a  été  dans  l'in- 
tention de  leur  illustre  auteur. 

Dans  le  siècle  dernier,  R.  Simïon  et  Siewarl donnaient,  à  l'in- 
star des  Anciens,  aut.mt  de  démonstrations  d'nne  proposition,  qne 
ta  figure  à  latiuelle  elle  se  rapportait  présentait  de  formes  difTé- 
Tcnles,  à  raison  des  positions  relatives  de  ses  diverses  parties: 
Ca mot  s'attacha  ù  prouver  qu'une  seule  démonstration  appliiinéc 
A  ua  état  assez  t;énéral  de  la  figure  devait  suffire  pour  tous  les 
autres  cas;  et  il  montra  comment,  par  des  i-hanj^ments  de  signes 
des  termes,  dans  les  formules  démontrées  par  une  figure,  ces  for- 
inules  s'appli^iuaieni  h  imn  antre  figure  ne  dilïérant  de  la  pre 


i  dit, 


que  par 


srelat 


isde 


parties  [  i).  C'est  ce  qu'il  appela  le  Principe  de  cnrrt'lii' 
^tion  lia  figures. 

Généraletiieni.  on  ne  parvenait,  en  Geoniilric  pure,  à  la  dé- 
munstration  d'une  proposition  importante,  qiv'en  s' élevant  auc- 
eessivemeni  des  cas  les  plus  simples  i)  «le  plus  composés.  lies  re- 
riierches  d<i  Viète  et  de  Fermât  sur  les  Contacts  des  cercles  et  des 
•pllères,  le  Traité  ile.i  Sections  cnnii/uc»  de  R.Simson,  et  les 
«nvntfjeï  de  Stewari  (a),  sont  des  exemples  de  cette  marcte  lenle 
et  péaible.  Dans  k'  Contact  des  spliéres  de  Fermât,  par  exemple, 
an  ne  parvient  à  déterminer  une  sphère  tangente  à  quatre  autres , 
t|u'aprés  avoir  résolu  quatui^c  (jucsiions  préliminaires,  dont  la 
plupart  suni  des  cai  particuliers  de  la  question  principale.  Carnol , 
SU  runtraire,  traite  directement  les  (lueslinns  dans  leur  sens  le 
(ilits général,  et  la  science  gagne  en  facilité  et  en  force,  en  même 
mnps  qu'en  brièveté  et  en  généralité. 


(•j  Oi>  mil  iju'il  ne  «^agil|>ii>  ïoi  du  taxiu  rorlaini'ii 
^ni  onl  i«rif  pour  In  ilpnionttniliun  ,  Heticnneni  imn| 
aetlcdcmoDilrxHon  n'a  plu*  lion.  CellB  ituciliDn  itei  i 
^e  H.  Honceint  a  nillaflhdv  nu  prïittipc  ie  eominailé 
dim  la  l'icbte  ci-ilrasut,  |»f>rE  m  H  iiii*iiiii«. 
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Celte  manière  U'ecrire  b  Géomclrie  (m  II-  cnractùre  de  la  G 
melrie  moderne,  et  ce  sont  les  uiivra^ea  de  Carnot  qui  oi 
eonlribiiéà  la  répandre  (i). 

Quant  aux  rùsultats  qu'un  y  trouve,  ils  sont  extrêmement  nomf  I 
breus.  Une  partie  roule  sur  diverses  propriélcs  des  seci 
niques  qu'on  a  reproduites  souvent  depuis,  et  que  l'auteur  de- 
montre  avec  une  facilité  extrême. 

On  y  distin(,'ue  une  belle  propriété  des  courbes  géométriques  i 
concernant  les  se^^nients  qu'une  courbe  de  cette  espèce  fait  sur  les 
cotés  d'un  polygone  quelconquei  propriété  qui  est  une  extension 
d'un  théorème  de  ^ewl(m,  i-t  dont  les  géomètres  oni  fait,  de- 
puis, lie  nombreuses  ap|)Ucaiions,  notanmient  <i  la  détermînatio|t  j 
générale  des  tangentes  et  des  cercles  osculateurs  de  ces  courbei|  I 
grâméii'iqties.  ] 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à  une  partie  de  l'ouvrage  1 
où  Carnot  propose  divers  systèmes  de  coordonnées,  aorres  que  | 
relui  de  Descartes,  pour  représenter  les  courbes,  et  établit  le* 
relations  qui  ont  lieu  entre  ces  coordonnées ,  de  manière  à  jiasser 
d'un  système  à  uo  autre.  On  transforme  ainsi  les  équations  des 
courbes;  et  comme  l'équation,  dans  chaque  système,  exprime 
une  propriété  différente  de  la  courbe,  ces  recherches  &cilitent  et 
ont  pour  objet,  au  fond,  l'élnde  des  propriétés  courbes.  Elles 
nutis  paraissent  rentrer  essentiellement  dans  la  doctrine  des  po- 
risnies  d'Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  lie  Poiiiion  des  idées  sur  une 
science  qui,  selon  Carnot,  devrait  tenir  le  milieu  entre  U  Géo- 
métrie et  la  Mécanique,  savoir,  celle  des  miuvemenls  géomètiiifw». 
Il  appelle  ainsi  les  dé|>lactmenls  que  peuvent  subir  plusieurs 
corps  sans  se  dcfurmer  par  leur  contact,  et  en  conservant  eniie 

(■)  -  La  «iWfilfic  Je  PosltioB  *■  rui-iiol  ti'iurail  |1M,  sui»  Ig  litpit.i.l 
!■  lie  la  meiDiilijiitiui!  (Ih  lu  seitiice,  li-  haut  mcrilK  quR  jn  lui  ui  alIrlIiiLC. 
1  ii'j'vllp  n'en  ternit  pai  muinh  I'uri[iiiic  i:l  lu  baie  des  progrH  que  In  (iMi-. 
>  iiutrlei  iTiilliviui  la  maiiière  de»  A^nrieiit,  a  Tbili  depuis  yrtnir  uni  ■  i> 
•  Franco  r\  vn  AIlumDgne  "(Srijoi  Biographie  Je  Laïair-Sicolat-Mai - 
gu.Tii^  L*i»i(iT,  l..e  il  rlioîilui  en  iSl?.  l'arit,  i85o,  in^".  Voir  pugi'  S4.J 

Ln,  uinnga  île  Carnut  uni  tir  irniliiitt  en  allemsnil^  la  Géumrni.   dr 
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eux  (1«3  i-oiiiiiliiiiis  iin-sirilvs;  cnnililions 
'pCDdanles  des  r^les  de  U  cotiimunication 
loiites  considéra  lions  de  forces  el  de  mécanique  proprement  iliic. 
On  voit  (jne  c'est  cette  «cienre  que  M.  Atnjière  a  proposée  aussi 
'sons  le  nom  de  Cinématique ,  dans  son  lissai  xur  la  pkilofophir 
ttrii  ScieaaM.  Carnot  avait  di-jà  «mis  ces  iilrâ  er 
Huai  sur  Us  Mae/iinn. 

Le  leinps  ne  me  permet  pas  de  pousser  plus 
Jii  Tivre  d«  Camol;  je  me  bornerai  it  dir 
I  fie  Position ,-  se  rxpporlait  au  principe  de  la  corrélation  detjigurrs , 
'fondi*  sur  la  dorlrinedes  ^]innt\téi posiiivet  ul itégalifes  en  Géomé- 
trie (1),  et  non  ù  quelque  méthode  spéciale,  telle  i]ue  la  Géométrie 
■Jri  iadiftiibles ,  \a  Géamèlrte  analytique ,  la  Géométrie  desrrip- 
Ifue,  etc.,  ni  à  une  partie  restreinte  delà  science,  comme  la  Céii- 
mrtrie  de  la  Régie,  la  Géamétrie  du  Compas ,  etc.  La  Géomrtriir  ite 
piititioa  n'étnit  point  autre  chose  que  de  la  Génmctrie  générale 
mitée  par  les  procédés  ordinaires,  mais  avec  talent  el  par  des 
■nnsidérations  faciles  et  fécondes.  ' 

La  Théorie  des  Transversales  est  un  ensemble  d^  proposition» 
i'i|ui  expriment  toutes  des  rapports  entre  les  segments  que  fait,  sur 
nn  systt^me  de  liâmes  droites,  une  ligne  droite  ou  courbe  qu'or» 
I  «pp*'"*^  transvertalp.  Ces  rajiporrs ,  exprimés  en  général  par  di-s 
cqiutions  t  deux  termes ,  jouissent  de  cette  propriété,  qu'ils  se 
coDservcDt  dans  les  projections  ,  perspectives  ou  orthogonales  ,  de 
b  figure.  Les  mêmes  relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus  des 
angles  des  droites  projetantes.  Ce  sont  ces  propriétés  importantes 
igni  font  le  caractère  des  propositions  que  Carnot  a  réunies  sous 
le  litre  de  Théorie  des  Transversales.  Ces  propositions  peuvent  êli'e 
d'un  iisBge  trés-fréquent  pour  la  démonstration  d'une  foule  de 
throrémcf  ,  particulièrement  dans  la  théorie  des  sections  ront- 
qties.  Elles  n'ont  pas  été  inconnues  des  Anciens;  on  en  trouve 
de»  traces  éparse»  dans  Puppiis  et  chex  quelques  auteurs  moder- 
nes (  x)  :  mais  c'est  Carnot  qui  a  reconnu  qu'elles  étaient  propres» 
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li.r  iii;r  uik'  vuriulik'  tiiL-lhude  Je  <l<'iiiimïl 
in  effet,  u  pris  de  l'extension  et  l'St  devi 
clans  la  Géoméirie  moderne. 

Je  me  suis  élendii  sur  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnoi,  p.irire 
ijne  je  tes  regarde  vonime  avant  ranimé  en  France  l'esprit  des  mé- 
thodes géo métriques  et  inspiré  les  jeunes  mathématiciens  (]tiî, 
bicnliit,  sont  entrés  dans  cette  voie. 

A  leur  têle  se  présentent  MM.  Ch.  Diipin  et  Poncelet ,  dont  les 
rem  ari]  II  a  blés  travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Dupin ,  dans  ses  Déifloppcmrnis  de  Gi'omélrie,  qu'il 
considère  comme  faisant  suite  aux  ouvra^^es  de  Mongc,  a  traité  , 
parles  seules  ressources  de  U  Géométrie  ,  anssi  bien  ijue  par  l'Ana- 
lyse, la  théorie  générale  de  la  courbure  des  surfaces  (|uc  l'on  nvait 
supposée  jusque-là  n'être  accessible  qu'à  l'Analyse.  C'est  d;ins  ce  liel 
ouvrage  qu'on  trouve  cette  importante  théorie  âvaindirairires,  i|uî 
n'est  pas  moins  féconde  en  Géométrie  rationnelle  qu'en  Génmélrle 
descriptive.  Ce  volume,  et  celui  des  /ippliciit'on!  lii-  Géoméirii-  et 
du  Mécanique,  ont  servi  utilement  la  scienci; 
théories  qui  s'y  irouveot,  et  comme  ayant  doni 
métrés  ime  juste  confiance  dans  les  ressources  que  peuvent  offrir 
i-cs  méthodes. 

La  ThénrU-  îles  Transversales  est  le  principal  fondement 
l^rnnd  Traité  des  Pmpriéti's  prajeetires,  de  H.  Poncelet,  oïl  1' 
trouve,  avec  une  foule  de  résultats  du  plus  haut  intérêt,  cetre 
méthode  merveilleuse  de  la  Tliénrie  des  Polaires,  el  le  mode  de 
déformation  des  figures  à  trois  dimensions,  analogue  aux  procèdes 
de  la  pcrs[>ective  pour  les  figures  planes;  méthodes  qui ,  en  don- 
nant le  moyen  de  créer  h  volonté,  d'une  manière  en  iiuelqtie  sotie 
mécanique,  des  théorèmes  fort  divers  et  pourlani  dérivés  d'im 
seul,  forment  les  sources  les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne. 

l.es  transformations  sont  le  propre  de  l'Algèbre;  on  conçoit 
donc  combien  des  procédés  analogues  en  Géométrie  doivent  ap- 
porter de  facilité  el  de  puissance. 

C'est  dans  le  sein  de  l'École  Polytechnique  surtout  que  les  ou- 
vr.iges  de  Monge  et  de  Carnet  ont  porté  leurs  fruits.  Le  goùi  des 
implante  dans  ce  gran<l  établissement  par  les  hommes 
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illuftlres  qui  Ton!  fonde ,  s*y  est  conservé ,  ^râee  à  son  organisalioii 
judicieuse  et  puissante,  et  a  contribué  ,  comme  les  services  mili> 
taires  et  civils ,  à  la  gloire  et  à  la  grande  renommée  de  cette  École 
célèbre  dans  le  monde  entier  (i  ). 

Je  ne  puis  rappeler  ici  tous  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont 
succédé  et  ont  concouru  à  l 'accroissement  de  la  S(*ience  ;  mais  leurs 
noms  se  présenteront  naturellement  dans  le  cours  de  notre  en-> 
seignement.  Nous  aurons  souvent  à  citer  aussi  le  vénérable  M.  Ger- 
gonne,  dont  les  travaux  et  les  v^/f/fir/c^  ont  tant  contribué  au  mou- 
Teuient scientifique  de  l'épocfue  (2).  Nous  ne  négligerons  point  non 
plus  les  Mémoires  importants  publiés  de  nos  jours  en  Allemagne, 
en  Angleterre,  en  Italie,  oii  la  Géométrie  est  cultivée  avec  un 
grand  succès  et  souvent  avec  éclat  (3). 

Les  théories  et  les  méthodes  dont  l'usage  doit  si*  présenter  le 
idiis  fréquemment ,  formeront  naturellement  la  base  de  ce  cours. 
Mais  les  questions  spéciak*s  d'un  ordre  plus  iielevé,  qui  seront 
propres,  soit  à  ouvrir  de  nouvelles  voies,  soit  à  offrir  de  bi'lles 
applications  de  la  science,  entreront  aussi  nécessairement  dans  le 
ca«lre  que  nous  nous  sommes  tracé.  Si  nous  n'avons  pas  k  ana- 
lyser dos  ouvrages  de  Timportance  du  livre  des  Principes  de 
3iewton ,  il  en  est  cependant  qui  nous  offriront  des  exemples  non 
moins  remarquables  de  la  puissance  d'invention  que  l'esprit  géo- 
métrique développe ,  et  de  la  richesse  des  résultats  qu*il  peut  pro- 
curer dans  les  questions  les  plus  difficiles.  Uien  de  pltis  beau  que 

(i)  On  sait  que,  (le|Hiis  qm?  ceci  a  éiô  écrit,  l^Kcolc  Polylcchnit|ii4*  a 
rproiivo  de»  modilicationt»  profomlcs  ei  regroUables 

{•2)  Lks»  géomètres  regrettent  que  {skCorrrspondancr  ma thrntmtiijue  vt  pf^y-' 
M</H«de  M.  Quételct,  apri^s  avoir  contribue,  de  183 1  à  iHiiS,  à  l'beureuMS 
impulsion  que  les  scieuces  avaient  revue  en  Belgique  ,  ait  ce?»bé  de  paraître. 
Nouh  aurons  à  consulter  le;»  onze  volumei»  de  ccUc  iuterebsantc  collection  et 
les  divers  Recueils  périodiques  qui  offrent  chaque  jour  aui  géomètres  le^ 
avantages  d'une  facile  et  prompte  publication  :  le  Journal  d<'  Ma  thématique  s 
de  M.  Oelle;  celui  de  M.  Liouvillc;  les  Soi^'cllrs  Ànaalts  de  M.  Tarquem  \  le 
Journal  MalhématiéfUf  de  Cawhi idf^c  rt  de  Vuhlin,  édite  par  M.  Thomson;  Ich 
Annales  drg  Sciences  mathèmatiifues  et  physiques  de  M.  Tortolini  ;  les  Àichives 
d*-  rnathétnatiifue.\  et  de  physique  de  M.  Orunert. 

"S]  Voyez. ,  par  exemple,  les  oiivrafïcs  de  .^IM.  Slciner,  Mat  (^iilla^'h,  etc. 

/ 
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ces  considérations  dircH^res  vl  lucides,  |)illoivs4|ues,  s*it  est  |)eniiis 
de  s'exprimer  ainsi ,  par  lesquelles  un  grand  géomètre,  en  trans- 
|)ortant  Tingénieuse  doctrine  des  couples  dans  la  Dynamique , 
nous  a  dévoilé  toutes  les  circonstances  géométriques  et  dynami- 
ques du  double  mouvement  d'un  corps  pesant  qui  a  reçu  une  im- 
pulsion  (i).  Cette  importante  et  difficile  question  avait  été  résolue 
analytîqiiement  |iar  Euler  et  d*Alembert ,  à  peu  près  dans  le  même 
temps  f  pois  avec  plus  d'ordre  et  d'élégance  par  Lagrange.  Mais 
dans  ces  solutions,  dont  le  but  final  est  la  détermination  de  la 
position  du  corps  à  un  instant  donné,  par  des  formules  de  qua- 
drature, on  ne  voit  que  des  calculs  qui,  s'ils  donneni  la  solution 
numérique  de  la  question,  c'est-à-dire  la  position  actuelle  du 
corps,  ne  font  nullement  connaître  comment  il  y  est  arrivé;  com- 
ment se  modifie  à  chaque  instant  l'eiTet  de  l'action  permanente  de 
l'impulsion  primitive.  Par  les  seules  ressources  du  raisonnement 
géométrique,  M.  Poinsot  rend  palpables,  et  semble  peindre  aux 
yeux  toutes  les  circonstances  du  mouvement  du  corps.  A  l'instar 
des  forces  accélératrices  que  les  géomètres  sont  accoutumés  à  con- 
sidérer, il  considère  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple  acté- 
Irratear  qui ,  en  se  combinant  avec  la  rotation ,  de  même  qu'une 
force  accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impulsion ,  change, 
à  chaque  instant,  la  grandeur  de  cette  rotation  et   la  direction 
«le  Taxe  autour  duquel  elle  s'effectue;  et  ce  double  effet  se  suit 
|>oiir  ainsi  dire  de  rœil ,  en   inêiiie  temps  que  l'esprit  en  voit  les 
ranses. 

On  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantiiges  propres  de  l'Analyse 
«r  de  la  Géométrie.  La  première,  par  le  mécanisme  merveilleux 
de  ses  transformations,  passe  rapidement  du  point  de  départ  an 
hnt  pr(»p()sé,  mais  souvent  sans  connaîrre,  nije  chemin  quVIle 
a  fait,  ni  la  signification  «les  nombreuses  toi  mules  (pr»'lle  a  eni- 
ployées. 

La  Géométrie,  au  contraire,  qui  ne  puibe  ses  inspirations  (pic 
dans  la  considération  attentive  des  choses  et  dans  renchaineuicnt 


ij    Voir  TItèoi  if  nonrellc  Jo  ht  ïivtatton  des  Corf/s  ,  paj-  M    i'ohisol.  I\îris, 
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«les  idées,  est  oliligci^  de*  déroiivi'ir  nariirellenient  les  proposi- 
ticins  que  l'Analyse  a  pu  négliger  et  ignorer,  et  qui  forment  le 
lien  le  plus  immédiat  entre  les  deux  termes  extrêmes.  Cette  mar- 
che |>eut  paraître  parfois  difficile;  mais  elle  est,  au  fond,  la  plus 
simple,  parce  qu'elle  est  la  plus  directe;  elle  est  aussi  la  plus  lu- 
mineuse et  la  plus  féconde. 

L'Analyse  découvre-t-elle  une  vérité;  que  la  G(H>métrie  en 
cherche  la  démonstration  par  ses  propres  moyens  :  soyez  sûrs  que, 
dans  cette  recherche ,  elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses 
autres  propriétés  qui  se  rattachent  au  sujet ,  Téclairent  et  le  com- 
plètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  an  point  de  vue  philosophique, 
sont  deux  branches  d'une  science  unique,  qui  a  pour  objet  la  re- 
cherche des  vérités  naturelles;  elles  sont  destinées  à  s'éclairer  mu- 
tuellement ,  h  se  prêter  un  secours  réciproque  :  toutes  deux  sont 
des  instruments  aujourd'hui  indispensables. 

Cultivons  donc  simultanément  l'Analvse  et  la  Géométrie,  et 
que  Tiine  et  fautre  trouvent  également  leur  place  dans  renseigne- 
ment. 

C'est  la  pensée  que  le  cheféminent  qui  préside  à  l'instruction 
publique  a  cherché  à  réaliser,  en  fondant  la  chaire  de  Géométrie 
supérieure. 

TA  ilocoiubrv  iH^Ci. 
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PREMIÈRE  SECTION. 

PHIKCIPES  FONDAMENTAUX.  —  THÊOIllE  DU  RAPPORT 
4NHARM0NIQUK,  DE  LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE 
tT    DE    I."lNV0r,UT10N. 


CHAPITRE  PREMIER. 


AVÏBTISSEJIENT  ItELATlF 
DËTERMINER 
»ES    AIÏGLES. 


ilGE  DES  SIGNES  -t-  ET  POIB 

DES  SEGMENTS  RECTILICItES  OU 


\.  Définitioii.  —  Quand  le  segment  compris  entre  deux 
points  a,  &  sera  représenté  par  a&,  nous  dirons  que  le 
point  a  est  son  origine.  S'il  est  représenlé  par  ka ,  ce  sera 
le  point  i  qui  sera  regardé  eomme  étant  son  origine. 

Mabiêhe  d'ihdiqiîeb  la  direction  des  segmekts.  — 
Quand  nous  aurons  à  considérer  sur  une  même  droite  plu- 
sieurs segments,  nous  indiquerons  leur  direction  en  r^ar- 
dant  comme  positifs  tous  reux  qui  seront  dirigés  dans  un 
même  sens  convenu ,  à  partir  de  leurs  angines,  et  comme 
négatifs,  tous  eeux  qui  seront  dirigés  dans  le  sens  con- 
traire ;  c'est-à-dire  que  nous  donnerons ,  dans  le  calcul ,  le 
«gne  ■+■  aux  premiers ,  et  le  signe  —  aux  autres. 
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D'après  cela,  si  le  segment  compris  entre  deux  points  a, 
A,  étant  représenté  par  ab  ^  est  positif,  représenté  par  ba 
il  sera  négatifs  de  sorte  que  Ton  dira  que  ab  =  —  ba. 

Dans  la  pratique  de  ce  principe  de  convention,  nous 
ferons  continuellement  usage  de  la  proposition  suivante, 
relative  à  trois  points  en  ligne  droite. 

2.  Théorème  fondamental.  —  Étant  pris  trois  points 
a,  b,  c,  dans  un  ordre  quelconque,  sur  une  même  droite, 
la  somme  des  trois  segments  consécutifs  ab ,  bc ,  ca  est 
toujours  nulle. 

C'est-à-dire  que  Ton  a  toujours 

ab  H-  ^c  H-  ffl  :=  G  , 

en  donnant  aux  segments  les  signes  qui  leur  conviennent. 
En  ciFet.  les  trois  points  ne  donnent  lieu,  quant  à  leur 
ordre  respectif,  qu'à  trois  cas  dilîércnts 5  car  les  deux  a,  b 
étant  placés,  Tordre  respectif  des  trois  dépendra  de  la  posi- 
tion qu'on  donnera  au  troisième  c ,  lequel  ne  peut  prendre 
que  trois  positions  diiléreutes;  savoir,  au  delà  du  segment 
ai,  à  droite  ou  à  gauche,  ou  bien  sur  le  segment  lui- 
même,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  séries  a^b^c\c^a^b 
et  a,  c,  b.  Or  on  passe  d'une  série  à  une  autre  par  la  per- 
mutation de  deux  lettres  (*),  et  Téquation 

ah  -k-  bc  -\-  ca  z=z  o 

ne  change  pas  par  cette  permutation;  il  s'ensuit  donc  que 
le  théorème  sera  vrai  dans  les  trois  ras,  s'il  Test  dans  un. 
Prenons  1rs  trois  points  dans  Tordre  a,  b^  c  de  la  première 
série*,  les  ivoîs  segments  ai,  bc  et  ac  sont  de  même  signe , 


(*)  Car,  on  oJiaiiQeanl,  dans  lu  prooiii^re,  &  eu  c  cl  r«^ciproqut>mcnl ,  on 
a  la  troi^i<'llt«- ,  vi  en  <  ha  liteau  l  a  vu  b  vi  rociproquciiierit ,  on  a  h  y  a  ^  c . 
co  i)ni  i'sl  1.1  »rcoiiii(*  scrii^  piiis(|iril  ik^  ti^sC'^  M**^  *'*^  i'onire  i-claltf  de» 
inii»  poiiilh. 
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et  la  somme  des  deux  premiers  est  égale  au  troisième, 

saToîr  : 

ûA  -4-  Ac  =  ac, 

•Vlais  ac=  —  ca\  donc 

ab  -^  bc  -^  ca  =1  o 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Quand  la  position  d'un  point  a  est 
déterminée  par  sa  distance  à  une  origine  O ,  si  l'on  veut  le 
rapportera  une  autre  origine  O',  on  fait  toujours,  quel 
que  soit  l'ordre  relatif  des  deux  origines  et  du  point  /z, 

En  effet,  comme  O^ a  =  —  aO' ^  cette  relation  dérive  de 

celle-ci 

Oa-haO'  -^  00  =  o, 

qui  a  lieu  entre  les  trois  points  O,  O'  et  a,  quelle  que  soit 
leur  position  respective. 

Substituer  ainsi  une  origine  O'  à  une  autre,  s'appelle 
changer  ï origine  des  segments. 

Corollaire  II.  —  La  différence  de  deux  segments  Oa, 

Ob  qid  ont  une  origine  commune ,  savoir  (Oa  —  Ob),  est 

toujours  égale  à  ba,  que/les  que  soient  les  grandeurs  et 

les  directions  des  deux  segments. 

Car  réquation 

On  —Ob=  ba 
donne 

Oa  -\-  ab-^  bO  =  o; 

ce  qui  est  la  relation  entre  les  trois  points  O,  /i,  ft. 

Corollaire  III.  — On  peut  encore  dire  que  la  distance 
de  deux  points  a,  b  s'exprime,  en  fonction  des  distances 
(le  ces  points  à  unr.  origine  commune  O,  par  la  relation 

ba=.Oa—  Ob. 

3.    Gér^ÉRALISATlOW   DU  THÉORÈME  PRÉCÉDENT.  —  La  rcla- 

I. 
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lion  uiirc  trois  points  n,  b,  c  s'applique  à  uu  nombre 
quelconque  de  points  a,  b,  c,  d,...,/;  quel  que  soit 
l'ordre  respectif  de  ces  points,  on  a  toujours 
ab  +  bc  +  cd-h-..  -t-/n  =  o. 
INoHs  allons  prouver  que  si  la  proposition  est  vraie  pour 
n  points,  elle  le  sera  pour  (n  4-  i).  En  eflel,  supposons 
que  l'on  ail  pour  n  poîuts  a,  b,  c,  — ,  e  la  relation 


et  considérons  uu  point  de  plus  y;  on  aura  entre  les  trois 
points  a,  e,yia  relation 

^r+e/  +  /a=o. 

Ajoutant  res  deux  équations  membre  à  membre,  et  obser- 
vant que  ca  el  ae  se  détruisent ,  on  a 

Ainsi,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n  points,  il  s'en- 
suit qu'elle  l'est  pour  [n  •+- 1)  points;  mais  nous  l'avons 
démontrée  pour  trois  points .  elle  a  donc  lieu  pour  quatre , 
puispour  cinq,  etc. 

i.  Propriétés  relatives  a  in  nu  deux  segmehts  et  a 
LEuns  POINTS  MILIEUX.  — Lcs  deux  propositions  suivantes, 
qui  résultent  immédiatement  de  la  relation  entre  trois 
points,  nous  seront  souvent  utiles. 

Étant  donnés  deux  points  a ,  a'  e(  leur  point  milieu  a ,  et 
étant  pris,  sur  la  même  droite j  un  point  quelconque  la,  on 
a  toujours 

ma=  ~  -    "—,     rt     ma.ma'  =  mx   —  aa  . 


Car  o 


entre  les  trois  points  n 


P 
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Et  pareillement  entre  les  trois  points  m^a^  a'^ 

ma'  =  ma-f-  aa'. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et 
observant  que  aa  =  —  aa'j  puisque  le  point  a  est  le  milieu 
entre  les  deux  a,  a',  on  a 

ma  ■+-  ma' 


ma  = 


Puis,  en  multipliant  les  deux  équations  membre  à  membre ^ 
et  remplaçant  a  a'  par  —  aa,  on  a 


ma.ma'=zm(x.   — aca. 


c.    Q.    F.    D. 

S.   Èlant  donnés  deux  segments  aa'  et  bb',   dont  les 
points  milieux  sont  âc ,  € ,  on  a  toujours 

ab^a'h'  _ab'-^a'b 

2  2 

En  effet,  prenant  un  point  m  quelconque  sur  la  mémo 

droite ,  on  a 

ma  -H  ma'  ^       mb  -+-  mb' 

met  = 9      et      /»b  rr    : 

2  2 

d'où 

«                      ^       fffb  -\-  mb'  —  ma  —  ma' 
m  S  —  m  a  =  ao  =  • 


Or 

mb 

ma  =. 

zab 

et 

mb'^ 

ma'  — 

:«' 

b', 

donc 

aS  = 

ab 

-\-a'b' 

2 

£t  changeant 

b 

en  A' 

elb' 

en 

ab' 

2 

1 

c.    Q. 

F. 

D 

6.  Des  signes  -f-  et  —  pour  exprimer  le  sews  de  rota^ 

TIO»    DANS    lequel    LES    ANGLES    SONT    FORMÉS    A    PARTIR    DE 
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-  <^uaiit]  un  angle  est  formé  par  deux 
1  S.  nous  lui  siip|ioserons  uiiu  origine  qui  si^ra 
l'un  liv  M»  rdiés  :  &î  l'angle  est  désigne  parangle^A,  It) , 
Iv  h'^M  A  Mra  Kgardè  comme  étant  âoii  origine;  et  si  l'on 
«fcti»  ABsW(B^  A),  ce  sera  le  côté  B  qui  sera  Yort'gine  de 

tu  «ngle  construit  sur  un  côté  pris  pour  origine  peut 
iire  liwn»'  M  dmilc  ou  à  gauche  de  ce  colé ,  la  droite  cl  U 
(«iH'bc  étant  rstimtVs  par  un  spectateur  qui,  ayant  son 
mil  au  stuiimel  de  l'angle,  dirigerait  sa  vue  sur  le  coté  pris 
pour  orîgini-. 

Tous  les  angles  qui  s'étcudiont,  à  partir  di-  leurs  ori- 
gine* respectives .  dans  un  même  sens  de  rotation  déter- 
iiliiié  {par  exemple,  de  lagauebc  vers  la  droite),  seront  re- 
gardés coinin<r  pofiiij's,  et  ceux  (|uî  s'étendront  dans  le  sens 
de  rotation  eontraire  seront  regardés  comme  ncgaiifs.  Les 
lignes  trigouomélriques  des  uns  et  des  autres  (  irès-généra- 
Ivmcnt  leurs  sinus,  et  parfois  leurs  tangentes}  auront  les 
signes  +  et  — ,  comme  il  est  d'usage  dans  la  trigonométrie. 

Quand  une  droite  toiUTiera  autour  d'un  point  fixe,  si 
l'on  a  A  tniisidéror  des  segments  sur  celte  droite ,  leurs  signes 
lieiléprildi-ont  pas  précisément  de  la  dii'cclion  de  la  droite; 
11*  di^|wndront  soit  des  relations  esistantes  entre  les  seg- 
liutlilk,  suit  des  expressions  analytiques  de  ceus-ci ,  cxpres- 
ilnna  ilnnx  Iniquelles  pourra  entrer  implicitement  la  direc- 
lltiii  dit  In  ilruilo. 

Par  ctKemple ,  si  sur  un  rayon  tournant  autour  d'un  point 
Umi  O,  on  doit  prendre  un  segment  Om  dont  la  lon- 
f|llt<ur  est  une  fonction  de  l'angle  a  que  ee  ravon  fait  avec 
II»  axo  lixe,  on  portera  sur  le  rayon  lui-mËnie  les  st^'i^nienls 
dniil  [ej  expressions  auront  le  signe  +  ;  et  sur  le  prolonge- 
mont  du  rayon  au  delà  du  pôle  li\e,  les  segments  dont  les 
r\|nehsii>riB  niiront  le  signe  — . 
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CHAPITRE  II. 

TOnCTlOV    ou    RAPPORT    ANBÂRMOHIQUE    DE   QUATRE   I 
DE  QUATRE   DROITES    OU    DE    QBATR8    PLADS. 


-Premières  notions. 


7.  Quatre  points  a,b,c.,  d.  situés  en  ligne  droite,  étant 
pris  deux  à  deux,  donnent  lieu  à  six  segments;  l'exprès- 

sion  telle  que  —,  :  j-^.  qui  est  formée  de  quatre  des  six  SK%- 

ments ,  est  ce  que  nous  appelons  Jonction  ou  rapport 
anharmnniqiie  des  quatre  points;  c'est  le  rapport  det  dis- 
tances de  l'un  des  points  à  deux  des  autres,  divisé  par  le 
rapport  des  dislances  du  çHnt'ièrnc  point  à  ces  dcux-là. 

Noos  donnons  à  cette  foDction  le  nom  de  rapport  an/utr- 
moniquc,  parce  que ,  dans  le  cas  particulier  où  elle  est  ^ale 
à  —  I,  on  dît  que  les  quatre  points  sont  en  relation  ou  eu 
rapport  harmonique ,  expression  employiie  par  les  Grecs  et 
en  usage  de  nos  jours  (*). 

Quand quati'e  droites  A,  B,  C,  D,  situées  dans  un  m£me 

plan,  passent  par  un  môme  point,  nous  appelleronsybfic- 

tion  ou  rapport  anharmonique  des  quatre  droites ,  l'expres- 

„  sin(A,  C)     sinfB,  C) 

non  telle  m,p  — \.?.  '.  ■       »    '     ' 


-  «T"^ 


i    formée 


(A,D) 
quatre  des  six  angles  que  ces  droites  font  deux  à  di 


C)  VoirCoHr<-iroBjinaiSc^Bifli(,ii 
9,  lO.  OK. 

là^tipusaion/onctioM  nu  rappori 
mon  Aperçu  hiirorï^iir  fur  l'arigin 
Géop^trir]  BrnwIliH,  laSj,  11.-4" 
BiétRi  d>ni  lenn  auntge*,  jo  con 


i  eniplojée  dani 
(•■1  itélhndts  ra 
■   plii.im.ri  ECO- 


lJ 
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(^iiaàd  les  quatre  droites  sont  paraUèU's ,  un  pread  poar 
leur  rapport  anhainioni/jiie  celui  des  quatre  points  d'in- 
tcrecctîon  de  cesdioiies  par  une  cinquième. 

Enlin ,  quand  quatre  plans  A  ,  B ,  C ,  D  passent  par  une 

,^      .     .         ,,  „  sinfA.  Cl     siniB,  C) 

infriRC  droite,  I  expression  telle  que   -: — ;- — —  :  — — 

s'appelle  le  rapport  anharmoniqup.  des  quatre  plans. 

Kt  quand  quatre  plans  sont  parallèles,  leur  rapport 
anharmonique  est  celui  des  quatre  points  de  ■'encontre  de 
ce»  plans  par  une  droite  transversale. 

8.  Nous  donnerons  un  signe  au  rapport  anharmoiiique 

de  quatre  points,  Ce-  signe  se  peut  déterminer  de  deux 

tnauièn:»;  soit  par  la  régie  générale  des  signes,  appliquée 

aux  segment*  qui  cntrL'nt  dans  cette  fonction,  soit  par  la 

coniidtSration  suivaiiti'.   Chacun   d<;s  deux  rapports   qui 

,  .        ne     bc 

forment  l'expression  —  ;  y-r  est  formé  de  deux  segments  qui 

ont  une  extrémité  commune  ;  chaque  rapport  aura  le  signe 
-h  ou  — ,  suivant  que  ses  deux  segments  seront  comptés 
dans  le  mf'me  sens  ou  en  sens  contraires,  à  parlir  de  leur 
exin^mité  commune;  et  le  signe  de  la  fonction  anharmo- 
uique  dépendra  des  signes  des  deux  rapports  qui  j  entrent, 
d'api-ès  la  règle  de  la  division  algébrique;  c'est-à-dire  qu'il 
sera  +  ou  — ,  selon  que  les  deux  rapports  auront  le  même 
signe  ou  des  signes  diflerents. 

Ces  deux  manières  de  déterminer  le  signe  d'un  rapport 
auharmonique  sont  identiques  quant  au  rt^sultat  ;  elles 
donnent  toutes  deux  le  même  signe,  quel  qui-  soît  même  le 
sens  dans  lequel  on  complo  les  segments  po:iitifs ,  quand  on 
applique  la  règle  générale.  Aussi ,  quand  nous  n'aurons  à 
considérer  que  des  fonctions  anharmouic[uc5,  nous  déter- 
minerons leurs  signes  de  la  seconde  manière,  qui  est  plus 
exi>ëditive;  mais  quaud,  avec  ces  fonctions,  nous  a 
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considérer  d'aulres  segments,  nous  devrons   observer  la 
règle  générale  des  signes. 

Ce  tjae  nous  disons  àa  rapport  anhannonique  de  ijuatre 
poinU ,  doit  s'entendre  du  rapport  anliarmonitjue  de  quatre 
droites,  ou  de  quatre  plans. 

9.  Quatre  points  a,  b,  c,  d  donnent  lieu  â  six  rapports 
enharmoniques.  Mais  on  peut  nVn  considérer  que  trois, 
parce  que  les  iroîs  autres  seront  les  valeurs  inverses  de  ces 
trois  premiers.  Nous  prendrons  les  trois  rapporta 


ad'  bd  ah  '  cb  ac  '  /le 

Le  mémo  point  a,  dans  ces  trois  rapports,  est  associé  ou 
conjugué  fluecessivement  avec  Us  trois  suivants  b,  c,  d. 
C'est  pour  eela  qu'on  ne  peut  former  que  trois  rapports 
àùtincti,  vxlcun  trois  inverses,  qui  sont 


ad    bd 


ab     cb 


ab'  db 


Quand  nous  parlei-ons  des  trois  rapports  aubarmoniques 
de  quatre  points ,  îl  sera  toujours  question  des  trois  rapports 
ibrmés  comme  ci-dessus  par  la  combinaison  successive  d'an 
■Uième  point  avec  les  trois  autres. 

10.  Quel  que  soit  l'oidru  de  position  de  quatre  pomtt 
1,  b,  c,  d,  deux  de  leurs  trois  rapports  anharmoniques 
tant  toujours  positifs  et  le  troisième  négatif. 

Cela  est  facile  à  vérifier.  Ainsi ,  par  exemple,  supposons 
les  quatre  points  dans  l'ordre  a,  l>,c,  d;  le  premier  rap- 
port sera  positif,  le  deuxième  négatif,  cl  le  troisième  po- 
ritîf. 

La  considération  des  ti-ois  rapports  nous  sera  utile  quand 
nous  traiterons  des  prnpriélrH  relatives  à  deux  systèmes  de 
quatre  points  qui  ont  leurs  rapports  anharmouiques  égaux  \ 


L 
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mais  le  plus  souvent  nous  n'aurons  besoin  de  conaîdéi-ei- 

qu'un  srui  rapport. 

il.  CotinaUsant  le  rapport  anharmanique  X  de  quatre 
points  tiortt  iroù  sont  ilomiês  rie  position,  construire  le 
quatrième, 

Soirnta,  h,  c,  r/ les  quatre  points  doul  le  rapport  ai ili a r- 

»t     bc  ■  -.         t   •>  •  • 

monique  — ^:  'r^est  unequanlitudonnéeA,  positiveoun^a- 

tivc.  Trois  des  quatre  points  étant  donnés ,  on  demande  de 
déterminer  le  quatrième. 

Soit  b  (fig,  i)  le  point  inconnu.  Par  le  poiut  (i  on 
mène  une  droite  quelconque  sur  laquelle  on  porte  deux 
segments  «a,  aa'  qui  soient  entre  eux  dans  le  rapi>ort  J; 
CCS  deux  segments  étant  pris  du  mi^me  cAlc  du  point  a  si 
X  cal  positif,  et  de  cdtés  oppost^s  s'il  est  négatif. 

Ou  mène  les  deux  droites  «c,  a'd,  et.  par  leur  point 
d'ïntei-scciion  S,  une  parallèle  à  la  droite  aa;  cette  pa- 
faUùIc  rlêteimiuc  le  point  h.  En  ellet,  on  a  dans  les  dcax 

triangles  semblables  aac,  Gic,  v-  ^=  t^'  et  dans  les  deux 

triniigles  semblables  a.' ad.  Zbd,  tj  =  -t-;  ;  cea  deux  équa- 
liuus,  divisées  membre  à  membre ,  donnent 

^  ■  ïrf  ~  ^  ~  ^' 

Ce  qui  prouve  que  le  point  b  ainsi  déterminé  est  le  point  j 
dtimandv.  Cette  construction  sert  aussi  pour  délerminor   I 
l'uu  des  deux  points  c  et  li;  car  pour  déterminer  le  point 
C,  par  exemple,    on  mènera  par  le  j>oiut  b  la  parallèle 
&  U  droite-  aa,   laquelle  i-encoutre  la  droite  a'ii  en  un 
point  £  ;  et  la  droite  a  £  donne  le  point  c. 

Si  «l'est  le  |ioint  u  qu'il  faut  déterminer,  on  i-erira  l'ex- 
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pression  du  rapport  anliai'monîqui.'  ainsi  : 


et  Ton  fera  la  coastrnctioa ,  cotnmt;  précédemment,  en 
ntbstilaant ,  bien  entendu,  !e  point  b  au  point  a;  c'esl- 
i-dirc  qo'on  portera  snr  une  droite  menée  par  le  point  h 
deux  sc^gnietils  dans  le  rapport  X  ,  etc. 

Si  i,  au  lien  d'i-lre  un  nombre,  positlfou  négatif,  est  le 
npportdedeui  droites  données  de  longueur,  on  pourra 
porter  ces  deux  droite»  elles-mêmes  de  d  en  et  et  en  a', 
du  laAmc  cAté  du  point  a,  ou  de  côtés  dillërents,  selon  que 
le  rapport  des  deux  droites  sera  posilifou  négatif. 

12.  Quellequesoit  la  valeur,  posîliveou  négative,  de  la 
qoandlé  X,  la  construction  est  toujours  possible.  Toutefois 
il  y  a  trois  cas  particuliers  où  le  point  cherché  coïncide 
avec  l'un  des  trois  points  donnés.  Soient  a  ,  £,  c  ceiiK-ci , 
et  H  le  point  cherché. 


Si  À  est  nul 
arec  le  point  h. 

3°.  Si  À  edt  in&i 
cîdeaveclepoiut  ( 

3».   Enfin  si  ;^  = 


■..bd  = 


,  et  le  poi  nt  d  coïncide 
:  o ,  et  le  point  d  coïn- 


-t-i ,  le  rapport-—  doit  être  égala  - 
qui  exige  que  le  point  d  coïncide  av< 


de  tuèine  s 
pointe. 

D'après  cela,  nous  dirons  que  le  rapport  an/utrmo- 
nùfug  de  quatre  points  distincts  ne  peut  pas  être  égal  à 
H-i,  ni  être  infini  ou  nul,  mais  tfu'il  peut  avoir  foute 
autre  valeur  posilii/e  ou  néga/ivc. 

Quand  le  rapport  anUarmonique  est  égal  à  —  i,  on  dit 
qtie  les  fpiatre  points  sont  en  rapport  harmonique.  Il  existe 
alors  entre  les  quatre  points  diverses  rvlations  dont  plu- 
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X  J'uii  grand  usage  en  géométrie.  Nous  les  forons 
n  des  cliapi[rt;s  suivants. 


5  Ji.'—Propnilés  géométriques  du  rapport  aitiiarmonique. 

13.  Si  par  fiuairo  points  en  ligne  droite  on  mène  tjuatre 
ihvttes  concourantes  en  un  même  point,  le  rapport  anhar- 
monitftut  df-  ces  quatre  droites  sera  égala  celui  des  quatre 
points,  cl  aura  le  même  signe. 

C.'eM-k-diro  que  d,  b,  c,  d  étant  les  cjuatrc  points,  et 
\,  11,  (î,  I)  les  quatre  droites,  lesquelles  concourent  eu  un 
iiii^iDi'  i^Jint  O ,  on  aui'a 

■in  (A,  C)    iin  (B,  Cl  _  ac     lu- 
sin(A,D)  '  sïn  (B,  DJ  ~  ad  '  W' 

Kii  l'Hel,  on  a  dans  le»  deux  triangles  aOc,  aOd  (Jig.  a), 

*innO,        «r        sinflOrf       nrf 


d'où 

lin  o  Or      „c 
ûaaOd      aa 

niMi  |> 

n'ill.> 

ii<nii 

.in /.Or        bc 
»in  bOd  ~  bd 

IJoHf 

tinuOc    sîniOr 
*\t>n(i,{'  i\nbOd 

i\v\*  lliWnoiiire  que  les  di;ux  tbnctions  an  harmoniques  ont 
la  lllAHitt  valeur  numérique,  m^ia  sans  impliquer  l'identité 
ilu  It'urs  *i|{ne«.  Kn  ellét,  le  rapport  de  deux  cotés  d'un 
IrJiniKli-  n'a  pas  de  signe,  puisque  ces  côtés  ne  sont  pas 
•III'  1IIIII  niAine  droite;  et  il  en  est  de  même  du  rapport  des 
tiniiH  ilcsdctix  ungles  opposés.  Par  conséquent,  l'égalité  de 
ii'É  ili-iik   rupport»  ne  comporte  aucune  considération   de 
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signes;  et,  par  suilc,  notre  ëquatioii  finale  exprime  seii]e- 

mrul  r<^ga]ilé  niuuérique des  deux  foQCtioiisauhai-moniqueB 

en  tjuesiion.  Il  reste  donc  à  prouver  que  ces  di;ux  fonctions 

ont  le  mt^me  signe.  Pour  cela,  il  suffit  d'observer  que  les 

j  sinflOr        ac  ,  .,  ,  . 

deux   rapports  — — -r-   et  —  ont   évidemment   le  même 

signe  (8)  ;  et  de  uième  les  deux  rapports  -.  -.y.  , 

il    résulte   que  les   deux    fonctions   < 
Donc ,  etc. 


bc     ,,   . 
le  même   signe. 


14.  Quand  deux  tranversales  rencontrent  unfahceau 
Je  quatre  droitei  en  des  points  a ,  b,  c ,  d  et  a',  b',  c',  d', 
le  rapport  anharnioin'quf:  tles  quatre  premiers  points  est 
égal  à  celui  des  çuatie  autres  et  de  même  signe. 

Ainsi  l'on  a 


ail  '  b,/  ' 


■  b'd' 

proposition  précéiienle. 
)  lieu  à  i'egard  de  quatre 
s  à  l'infini. 


Cela  résulte  immédiatement  de  1; 

Il  est  évident  que  cellts  égalité 

droites  parallèles,  ou  concourant 

13.  CoKOLLAiBE.  —  Les  transvi'raales  ont  des  directions 
qnelcoiHpcs;  chacune  d'elles  peut  être  parallèle  à  l'une  des 
quatre  droites,  auquel  ras  chacun  des  rapports  anharmo- 
niques  ae  simptiiîe,  et  se  réduit  au  simple  rapport  de  deux 
KtgDienu. 

Ainsi,  supposons  la  première  transversale  parallèle  k  la 

'  droite  B;  le  point  h  est  à  l'inBui ,  et  le  rapport  -^  est  égal 
i  l'anité;  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 
li,  gydt  pour  expression  — i  et  l'on  a  l'équation 


L 


n,l       n'rf' ■//</' 
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Pareillement,  si  la  seconde  transversale  est  parallèle  à  U 
droite  D,  le  rapport  anharmoniquc  des  quatre  points  a', 

b',  c',  rf',  dont  le  dernier  est  à  l'infini,  se  réduit  à  -, 
et  l'on  a 


'ÂV' 


16.  Le  théorème  (14)  peut  s'énoncer  ainsi  :  Quand 
quatre  points  sont  en  ligne  droite,  si  l'on  en  fait  la  per- 
spective sur  un  plan,  les  quatre  points  en  perspective  au- 
ronf  leur  rapport  \anharmoni/]ue  égal  à  celui  des  quatre 
points  proposés. 

C'est  ce  qu'on  exprimera  plus  brièvement  en  disant  que  : 
Quand  on  fait  la  perspective  f/e  quatre  points  en  ligne 
droite,  leur  rapport  an/tamtonique  ne  change  pas. 

11  est  clair  que  la  perspective  peut  f;trc  une  projectioa 
par  des  droites  parallèles. 

17.  Quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  pur  une 
même  droite ,  un  plan  transversal  les  coupe  suii'ant  quatre 
droites  dont  le  rapport  anharmoniquc  est  toujours  égal  à 
celui  des  quatre  plans. 

Knellct,  nn  second  plan  transversal  coupe  les  quatre 
plans  suivant  quatre  droites  a\  h',  c',  d'  qui  rencoutrent 
respectivement  les  quatre  premières  a,b,  c,  den  quatre 
points  a.  S,  y,  J  en  ligne  droite.  Le  rapport  auliarmo- 
nique  de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  a,  l>,c,  rf,  et  à  celui  des  quatre  droites  a',  b',  c', 
d'  (13).  Donc  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux. 

Supposons  que  le  deuxième  plan  transversal  soit  pei^. 
pcndiculairc  à  la  droite  d'inlerscction  des  ([uatre  plans, 
les  quatre  droites  a',  i',  t-',  d'  feront  entre  elles  des  angles 
égaux  précisément  aux  anglcc  des  quatre  plans;  donc  le 
rapport  aidjarmonique  des  quatre  droites,  el  ronsé<{uem- 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  i5 

ment  relui  des  quatre  prcTuicres  droites  a,  A,  c,  d,  spra 
^al  à  lelai  des  quatre  plans.  L«  théorème  cal  donc  dé- 
montré ■ 

18.  Quand  quatre  plans  passent  par  une  même  droite, 
une  trnm'ersnle  f/iiptcont/ur:  lits  rencontre  en  quatre  points 
dont  le  rapport  aniiarmonique  est  égal  à  celui  des  quatre 
plans. 

En  eifet,  SÎ  par  la  transversale  on  mt^ne  un  plan,  il  cou- 
pera les  quatre  plans  suivant  quatre  droites  dont  le  rapport 
ntharmoDÎque  spra  égal ,  d'une  part  à  celui  des  quatre 
points  (13),  et  de  Pautre  à  celui  des  quatre  plans  (17); 
donc  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quati-c  points.  Donc,  etc. 

19.  On  conclut  du  théorème  (17)  que:  Qufind  quatre 
droites  tiluèes  dans  un  plan  concourent  en  un  même 
point,  si  l'on  eafail  la  pcrspectii-c  sur  un  plan,  on  a  quatre 

I  autres  droites  dont  le  rapport  aniiarmonique  est  égal  à 
celui  des  quatre  jiremièris. 

30.  Lbace  Hes  points  sitiés  a  l'infim,  pocr  foiiher 
DES  rapports  aauahmokiqc^e.s.  — i^uand  des  segments  pris 
turune  même  droite  ont  entre  eux  unerelation  telle,  qu'en 
T  îniroduisanl  des  rapports  de  segments  comptés  à  partir 
dit  point  de  cette  droite  sîtuë  à  l'infini,  on  puisse  faire  en 
lortt;  «juc  tous  les  termes  ne  pi-ésentent  que  des  rapports 
anhariDoniques  et  des  ooeQicîcnts  constants ,  la  même  rela- 
tion aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  formés  par  des 
droite»  menées  d'un  même  point  quelconque  à  tous  les 
points  de   la  ligure,  y  compris  le  point  à  Tinlini. 

Et  la  uivme  relation  aura  lieu  aussi  entre  les  points  pro- 
tenant des  intersections  de  ces  droites  par  une  même  trans- 
versale qnelcMmpie  :  au  nombre  de  ces  points  se  trouvera, 
«distance  Unie,  relui  qui  correspondra  au  point  situé  h 
rinfiiii  sur  la  première  droite. 


L 


J. 
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Cettuproposiliaii  ^érit-rale  t-st  uni-  coiiséquenrii  évidente 
(Imhéorème  (13)  sur  le  faisceau  de  quatre  droites  (*). 

Par  exemple,  considérons  trois  points  en  ligne  droite  a\ 
h',  c',  entre  lesquels  a  lieu  la  relation  identique 

On  amènera  celte  équalîon  à  ne  contenir  que  des  rapporta 
anbarraoniqucs,  eu  écrivant 


Cl  en  y  iatroduisaut  le  point  tt'  situé  à  l'inGni  ;  car  les  deux 

d'r'       a'.r  .  i-      -  ,        1- 

rapports  -pr:  '-t  -7-37  »ont  «gaux  a  I  unité,  et  I  on  peut  écrire 

a'c'     de        a',r    fH' _ 

Celle  équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmo- 
niqucs  et  des  coeflîcienis  constants  (qui  sont  égaux  icî  i 
l'unilë) ,  elle  aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  des  quatre 
droites  A,  B,  C,  D  menées  d'un  même  point  aux  quatre 
d',  b',  c',  d',  et  entre  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points  d'intersection  a,  £,  c,  d  de  ces  quatre  droites  par 
une  transversale  quelconque. 

Les  deux  théorèmes  qui  résultent  de  là  devant  ôtre  d'un 
usage  fi'é(]uent  dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  nous  ailona 
en  faire  l'objet  d'un  paragraphe  particulier,  cl  en  donner 

(  *  )  M.  HudmIoI  m  «art  aiiitl  tic*  iwinit  Mtoi*  ï  riofiai  pour  nnlni 
^o/ECtfiTi  dw  r<<1aliuiH  iln  •q-nii-nl* ,  niti  par  d«  coniiilAraliiini  gtfnc- 
raies  lad«p«iHliuUa  ita  la  nuiicii  do  nppurl  anbarmoniquc.  (Voir  le  Jtr- 
molrt  mr  Ici  tetim  ifrt  mtrniori  linmaifuri.  Kol«3*;  Inme  ttl  du  imm^l 
Jr  MaliAiuiif wi  lU  M.  C<all«i  mbum  iSlHJ  — Noua  n'atona  pu  i  irtitar 
ici  e*IM  ituwilan  dei  r«J*lion>  proj«cli*M;  «lin  ir  préapnUra  plu*  lard 
■T*c  laa  m^lhiMl»  <]■■  iraDaTorBalinn  da  ngiirei.  t*  (oncticD  auharmo- 
■Iqua,  aoluUi  qualra|uilal*,  «fllilo  qnalrr  drolln,  ooK  Mn  alora  d'aa 
frHfiHmi  utttp',  eutnmr  (<unl  la  Imid  tm  YiiltmrnI  <Xr  M*  traniramatioM. 
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■De démonstralion  [Jus  imnit-iJiate,  (pioîque  fondév  sur  les 
némes  oonsideralioDs  qui  précédent. 


■  Propriéiès  de  quatre  /loinis  siiués  en  lïgi 
et  tfun  Jaiiceau  tle  quatre  droùes 


<•' 


ti.td- 


Sni.- 


31.   Ètattt  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d 
droâe,  on  a  toujours  entre  les  sur  segments  que  ces  points 
déterminent  deux  à  deux,  la  relation 


dans  ta^uel/e  on  observe,  rviativement  aux  segments,  ia 
régie  générale  des  signes. 

En  eflet.  divisant  parai. n/,  il  vieul 


Qd«  par  un  poîut  O  un  mûne  les  quatre  droites  Oa,  Ob, 
Or,  O^,  rt  qu'on  les  coupe  par  une  transversale  parallèle 
à  la  quatrième  Od\  aoîent  a',  li\  c'  les  points  d'intersev- 
tiod  des  m>is  premières,  on  aura  (15) 


L'éqiuiion  â  démontrer  devient  donc 


rt'c' -4- f'ft' =:  «' i',      ou      II' b' -t- b' !■' +  c' a' i=:  o 

fcpiation  identique  {"i).  Donc.  eie. 

2S.  Pour  former  1  équation  {a},  on  peut  considérer  à 
part  les  trxiis  points  &,  1-,  d.  entre  lesquels  a  lieu  l'identité 
k  +  ni-i-  db  =  o  dont  on  multiplie  les  termes  respeclive- 
Bent  par  tes  segments  ad,  aby  ac. 
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Nous  verrons  plus  lard  <[u"on  peut  coiisidûrer  l'expres- 
sion sous  un  autre  point  de  vue  et  comme  se  rattachant  à 
une  propriélë  générale  d'un  système  de  poiuts  en  nombre 
quelconque. 

23.  Si  de  la  forme  abstraite  du  théorème  on  passe  à  son 
expression  concrète,  réstiltanlc  de  la  position  réelle  des 
quatre  pointa  a ,  i,  c ,  (/,  on  voit  que,  des  trois  rectangles 
qui  entrent  dans  l'équation,  l'un  est  formé  de  deux  seg- 
ments qui  empiètent  l'un  sur  l'autre ,  le  deuxième  de  deux 
sesmems  qui  n'ont  aucune  partie  commune ,  et  le  troisième 
de  deux  segments  dont  l'un  est  entièrement  compris  sur 
l'autre;  et  l'équation  signifie  que  le  premier  rectangle 
(formé  des  deux  segments  qui  empiètuut  l'un  sur  l'autre) , 
est  égal,  numcn't/itcment ,  à  la  somme  di\s  deiix  autres. 

Ainsi ,  quand  les  trais  points  sont  dans  l'ordre  a,  l>,  c,  d, 


a/i.nlJ, 


ad.br. 


Cela  résulte^  en  ellet,  de  l'équatïon  générale  (a);  car  le 
terme  ac.iib  y  prt'udle  signe  — ,  provenant  de  la  direction 
du  segment  iîl>,  et  les  deux  autres  tenues  sont  positifs. 


24.  Quand  quatre  droites  K,^,C,'D 
même  point,  les  six  angles  ejii  elles  forment  deitx  à  deux 
ont  entre  leurs  sinus  la  même  relation  que  les  segments 
Jormés  par  quatre  points  en  ligne  droite,  savoir  : 

(i)sin(A,B}5in{C,D)+sin(A,C)sin(D,B)+sin(A,D)sin(B,q=o. 
En  effet,  telt<î  équation  s'écrit 

u(A.C)    sin(D.C)    ,    sin(A.D)     sin(C.D) 

in(A,B} 


(b-) 


ÇD,B)       siii[A,  B)  ■  sin(C,  B) 
Et  si  l'on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  quatre 
droites  eu  quatre  points  a,  h,  c,  d,  on  aura  entre  ces 
poinU  la  relation  (a')  ci-dessus.  Mais  les  deux  premier» 
termes  de  cette  équation  sont  égaux  respectivement  aux 
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deux  premiers  termes  de  l'éipalion  (^) ,  comme  étant  des 
rapports  aDharmoiiiques(l3).  Donc  l'équation  {b')  est  une 
conséquence  du  théorénie  précédent.  Donc,  etc. 

II  est  clair  que  les  signes  des  sinus  se  déterminent  dans 
l'équation  (b)  d'apris  le  sens  de  rotation  des  angles  à  partir 
de  leurs  origines  respectives. 


5  IV.- 


-Formuîes  pour  le  changement  tTorigines  de 
segments  reclilignes  ou  ttangles. 

25.  Un  point  m  d'une  droite  étant  déterminé  par  le 
rapport  de  ses  distances  rt  deux  points  fixes  a',  b'  de  cette 
droite,  on  demande  d'exprimer  le  rapport  de  ses  dis- 
tances à  deux  autres  points  a,  b,  en  fonction  du  premier 
rapport. 

Exprimons  d'abord  le  rapport  t—  en  fonction  de  -r—  • 

Il  suffit  de  prendre  ta  relation  qui  a  Ueu  entre  les  quatre 
points  rt,  i,  a',  m,  savoir: 

d'où  , 

bnr        ha'        a' b      bm 
Maintenant  on  remplacera  le  rapport -7 —  par  p— .  on  con- 
gdérant  les  quatre  points  a',  6,  h',  m  qui  dotment 

a'b.b'm  +  a'b'. ml) -i- a" m. bh'  =  Oi 
d'où 

et,  par  suite, 


lîj 


Cette  expression  satisfait  a  la  qucstîo 


s  segments,  de 
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(^t  forinulua  nous  «rront  utiles  daus  plasteors  qnesiioas. 
4iirtou(  \n  dejix  (i)  et  (a). 

ait.  Si  d'un  puint  U  on  mène  des  droites  A ,  B,  A',  B',  M 
nilx  cinc|  juinls  a ,  />,  a',  b',  m ,  On  pourra  substïliier  atuc 
«(!griicnlic[ui  i-ntrent  dans  k^  équations  (i ,  3  et  :t).  les  sinus 
dm  unifie»  dt!>  droites  cjui  comprennent  ( 
wiru'  (pi'on  nupa  les  Tormulcs 

ni»  (A.  M)  _  gin  (A.  A' I       sin(A,  B] 

iiiHH.M)  "sintB,  A'j"*"sin(A',  I 

iJn(B.M)  _»in(B.B')       «in (A', 

i3S"(ATMl  ""  "n  (A',  B'  )      sin  (A* 


■in  (A. M)  _  »lw(A,A') 

iSriR.M)''*ln(»,A'l"^sin(B 


gJD  (\\  B)     sin  (B'.  Mj' 

""sinfA'.B')'  sinfA'.M) 


(J  \',  —  l*iv/>nél':'  li''  f/italre  points  situés  sur  utie  cwr 
voti/Hiwico  lie  ceiviû.  —  Formules  fondamentales  de  la 
triffonoinéliie.  —  Pmprictè.  du  i/uadrilalèiv  itiscn'ptibk 


S7.  Quand  tfiuittv  points  sont  pris  sur  une  L-ii-confè~ 
tiKHve  dttvtivle,  il  exifte  enlitf  les  sinus  des  six  arcs  (jit'tU 
compititinent  deux  à  dtfux,  ou  bien  entie  les  tinui  des 
denit-^wci,  des  rtilations  semblables  à  celle  qui  a  Utn 
ttnliv  lei  segments  Jbriiivs  par  i/uatre  points  situés  en  ligne 
dmite. 

(;'(i»I-Ji-(iiro  quL-  u ,  A,  <.-,  d  éUnl  le»  qualn-  points  dr  U 
nironfifreiu'c  de  ceiTlc,  nu  a  li-s  à>.\u\  rnlalîons 


(') 


siiu//>- 


iin/^l.n.inhc. 
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En  ellirl,  si  l'on  roganli!  les  quairc  pninis  «,  /',  f,  il 
i-ommeapparIcnanL,  ixapeclivemenl,  à  quatre  droites  issues 
du  cenlre  du  cercle,  les  arcs  ah^  cii,  elc  mesureront  le» 
angles  de  ces  droites,  et  par  eoaséqueiit  l'tkfuation  (i)  ne 
«ra  pas  autre  chose  que  l'équation  [h)  qui  a  lieu  entre  ces 
■ngles  (31)  :  et  si  l'on  regarde  les  points  a,  h,  etc.,  comme 
ipparlenant  à  quatre  droites  issues  d'un  cinquième  point 
quelconque  de  la  circonféi-ence,  les  demi-arcs  ac ,  hc,  etc., 
mesurerout  les  angles  compris  entre  ces  droites,  par  con- 
séquent l'équalion  {i)  résultera  encore  de  l'équation  {h). 
Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

On  dt'terminora  les  signes  dans  les  deux  équations  pré- 
cédentes par  la  règle  générale,  c'est-ii-dire  en  regardant 
comme  positifs  les  arcs  comptés  dans  uu  même  sens  à  partir 
de  leurs  origines  respectives,  et  comme  négatifs  les  arcs 
comptés  dans  le  sens  contraire,  ou  bien  par  une  considé- 
ration semblable  à  celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
déterminer  les  signes  de  l'équation  relative  à  un  système 
de  c|aatre  points  (23),  c'est-à-dire  que  le  produit  relatif 
aux  deux  ans  qiii  empiètent  l'un  sur  l'autre  est  égal  à  la 
tomme  des  deu.r  autres  produits. 

28,  CoBOLLÂiiiEs.  —  L'équation  (i)  donne  immédiate- 
ment les  expressions  des  sinus  et  cosinus  de  la  somme  et 
de  la  diirérence  de  deux  arcs,  et  l'équation  (2)  la  propriété 
connue  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle. 

En  ell'et,  supposons  dans  l'équation  (i)  que  i'arc  l>d  soit 
pcwîtîf  et  %al  à  {)0  degrés,  on  aura 

jMtdb  =;  —  r  ,      sïit  nd  7^  ros  nh ,      sin  rrf  ::=  tos  cb  ; 
et  l'équation  devient 


Relation  entre  trois  points  quelconques  a ,  A,  c 
Si  le  point  b  est  situé  sur  l'arc  uc,  on  a  «r=:  au  -\ 


L 
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et ,  en  observant  que  cos  cb  =  cos  hc , 

sin(afi  -I-  lie]  =.  ûaab  .coibe  -\-  iÀn  bc .cMab, 
5in(a  +  Ç)  =wna  cosS  +  sinecosa. 
Si  le  point  h  est  au  delà  de  ac ,  on  a  ac-=^  ah  —  cb  ,  cl, 
en  observant  que  sin  6c  =;  —  sin  cb, 

sin(ai  —  cb)  ^:  tin  ab  cos  cb  —  iiocbcosab, 
ou 

sin  (a  —  ë)  ^  ÙDa  colfi  —  sin  6  cos  s. 

Maintenant,  que  l'on  subslitup  au  point  a,  dans  l'équa- 
tion (i) ,  un  autre  point  a  situé  à  90  degrés  de  distance  du 
premier,  les  sinus  des  arcs  ab,  ac ,  ail  deviendront  des 
cosinus,  et  l'on  aura  cette  autre  relation  générale  entre 
quatre  points  d'une  circonférence  de  cercle, 

ef»ab.sBcd  +  cosaf  .sinrfA  -H  cosaiJ.  sin  bc  =  o. 
Soit  bd  = -i-Qo",  et,  par  suite, 

sinrfA  =  —  I,     sin  cd=:  cos  ci,     co-iail  =:  —  sinnô; 
il  vient 


Relation  générale  entre  trois  points  quelconques  a,  b,  c. 
Si  le  point  h  est  si  tué  sur  l'arc  ac ,  on  a 

cos(n-  6)  =  cosacosS  —  sin  a.  sin  S. 

Si  le  point  h  est  au  delà  du  point  c ,  on  a 

ac  =  ab  —  rb  =  a  —  S, 
et 

cos  (a  —  S)  =  tosocose  +  sina.sine. 


dédui 


s  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  se 
naturellement  de  l'ideulîlé 
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tfù  a  lîcu  entre  trois  poinis  cnljgiin  droite,  par  la  propriété 
dti  rapport  aiiliarmoiiique. 

Walérv  ahcd  {Jig-  '^)  inscrit  au  cltc1«; 
par  tes  cùtûs 


29.  Soiiu 
ou  a  entre  les  sinus  des  dtmi-arcs  sous-icudu» 
et  les  diagonales  IVquation  [t)  qui ,  appllqui 
dans  laqn^c  les  deux  arcs  ac,  6^/ empiètent  lui 


I  la  figure, 
sur  l'autre, 


-cordes  ab  ,  cd.  etc.  ; 
■ell^ci  : 


l'ëqna- 


idrilalère  inscrit  an  ceivle,  le 
■gui  à  la  somme  des  pro- 


mais  CCS  sinos  sont  les  detu 
tîoo  D*est  donc  autre  chose  que 
ac.db  =ali.ed 

c'«£l-â-dire  que  dans  tout  ai 
produit  des  deux  diagonnles 
duùs  des  côtés  opposés. 

30.    Considérons   un   ([uadrilatère  quelconque    ABCID 
{Sg.  4)<   et  menons   d'un  point  O  quatre  droites  a  se* 
entre  les  sinus  des  angles  de  ces  droites 
deux  à  deux,  la  relation  (Si) 
siaAOB.EinCOD  +  sinAOC.sinDOB'l-sinAOD.sinBOC  =  a. 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  des 
quatre  lignes  OA,  OH,  OC,  01)  divisé  par  4.  «l  qu'on 
observe  que  l'atre  d'uu  triangle  est  égale  au  demi-produit 
de  deux  côtés  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  compris; 
OD  aura 

IrAOB.irCOD-f-  trAOC. trBOD  +  n- AOD.tr BOC  =  o. 
En  déterminant  les  signes  d'après  le  sens  de  rotation  des 
angles  AOB,  etc.,  comme  il  a  été  dît  (27),  on  reconnaît  que 
quand  le  quadrilatère  est  convexe ,  l'équation  exprime  que. 
Si  un  point  pris  dans  le  plan  du  quadrilatère  est  regardé 
comme  le  sommet  commun  de  six  triangles  ayant  pour 


I     comme  le  sommet 

H. 


L 
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basa  fpx  tfiiatre  eûtes  et  les  deux  rliagonales  du  quadri- 
latère, le  produit  des  aires  ries  triangles  ffui  auront  pour 
hases  les  deux  diagonales,  sera  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  produits  des  ains  des  triangles  qui  auront 
pour  bases  les  côtés  opposés,  selon  que  le  point  sera  pris 
au  dehors  ou  dans  l'intérieur  du  quadrilatère  {*). 

§  VI.  —  lîelatiaiis  entre  les  trois  rapports  anhaimoniques 
d'un  système  de  quatre  points  ou  d'un  faisceau  de 
quatre  droites. 

Z\.  Les  trois  rapporls  anliarmoniqu&s  d'un  système  de 
quatre  points  en  ligne  droite  a ,  i,  c^d,  sont 

«(■      bf        ail     rrl        nb     db 
tid  '  bit       ail  '  rli       ac  '  de 

Leur  produit  est  égal  »  —  i  ;  ce  qui  se  vérifie  de  soi-même; 
et  ils  ont,  deux  à  deux,  des  relations  ti-ès-simples ,  qa'oQ 
lire  de  l'équaiioti 


ab.cd-i 


■:.db-^ 


id.  bc  =  o 


qui  a  lieu  entre  les  quatre  points.  11  suffit  de  diviser  cette 
équation  successivement  par  ses  trois  termes.  Divisant  par 
ad.l>c,  on  a 

.1*     f  6  _  ac      fcr  _ 

nrf  ■  rrf       ad'  hd'^  '  ~  °' 


(*)  Ce  thûorâdiB  ■  civ  démoalrv  |iar  Moiiga  dm»  le  toamal  île  l'École 
fofytrehmi^e ,   XV*  eihicr,  pago  86.    L'auleiir  le   canclnl  d'uiis  îilonLlI^ 


:  lil  l'DDrdun tires  de! 


.,i..Sl«.  inl 

,1,.  d'...l,M  .1 
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On  trouve  ainsi  les  trois  relations 


3*  rapp. 


i"rapp.  " 


npport. 


Ainsi  un  des  trois  rapports  éUtit  donné,  ces  ùtjuatîons 
fbnl  connaître  les  valeurs  des  deux  autres.  Les  expressions 
dn  deuxième  et  du  troisième  rapport  en  fonction  du  pre- 
mier, sont 

a'  rapport  ^  - 

3*  rapport  ^^  ~ 


—  '     "PP- 
"  "PP-  -■  ■ 


papp. 

32.  Ce  qui  précède  s'entend  évidemment  des  rapports 
•nharmoniqucs  d'un  faisceau  de  quatre  droites,  puisque 
ces  rapports  sont  égaux  à  ceux  des  quatre  points  qu'imc 
transversale  quelconque  détermine  sur  ces  droites  (t-^). 

5  Vn,  —  Nouvelle  expression  du  rapport  aiihiimioniqttc 
de  qttaire  points,  ou  lî' un  faisceau  dt:  quatre  droites. 

33.  Le  rapport  auharmonique  de  quatre  points  peut  se 
mettre  sous  une  expression  où  entre  un  cinquième  point  pris 


arbitrairement  sur  la 
a,b,v,  (fies  quatre  points, 


£a  eflet,  ou  pi'ut  écrire 


e  droite  que  les  premiers.  Soient 


ad'  bd~  d,i  "  r,,  ~  \.l7i  '  mil)  ■  \ca  '  m») 


fc 


a6  TR4ITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Or,  on  a  entre  les  quatre  points  a,  &,  ^,  m ,  la  relation 

ab .  dm  -h  ad.  mb  +  am  ,bd  =:  o; 
ou 

db .  ma  ab .  md 

da,mb  ad,mb 

Et  pareillement,  entre  les  quatre  points  a^b^  c^  m^ 

cb,ma  ab»mc 


ca, 

,mb 

ae 

,mb 

u 

vient 

donc 

ab.md 

mb 

md 

ac 

bc 

1  - 

ad,mb 

ab 

ad 

ad 

bd' 

■" 

ab.me  ' 

""  mb 

me 

I  - 

ae.mb 

ab 

ac 

C.    Q.    F.    D. 

34.  Si  dans  cette  expression  du  rapport  anharmoniquc 
des  quatre  points  a^b^c^  don  suppose  que  le  cinquième 

point  m  soit  a  Tinfini ,  les  rapports  — i  et  — ^  seront  égaux 

à  Tunité,  et  il  viendra 

I         I 

ae    bc       ab       ad 


w 


ad' bd        I  I 

ab       ac 


Ce  qui  est  une  nouvelle  manière  d'exprimer  le  rapport 
anharmoniquc  de  quatre  points  en  fonction  seulement  des 
distances  de  Tun  d'eux  aux  trois  autres. 

35.  Aux  segments  mb^  mc^  md  on  peut  substituer  les 
perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  &,  c,  ^sur  une 
droite  quelconque.  Car  si  Ton  suppose  que  le  point  m  soit 
i  rintersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  ab^  les  trois 
perpendiculaires  que  je  désigne  par  S,  y,  o  sont  propor- 
tionnelles aux  trois  s^mcnts  mh^  me  y  mdy  et  l'expression 
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Jn  rapport  anharmonique  peut  s'écrire 


'JG.  L'éqiialiou  (i)  se  met  sous  la  forme 


ab    mb' 


cl,  puisfja'il  n'y  entre  plus  que  des  rapports  aiiliarnio- 
niques,  on  en  conclut  qu'elle  s'applique  aux  sinus  des 
angles  d'un  faisceau  de  cinq  droites  A,  B,  C,  D,  M-,  de 
sorte  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  A, 
B,  C ,  D  s'exprime  ainsi  : 

Mn(M,  B)       sin(M,D) 


(4) 


sin(A,q    Bin(B,  C)_ 
sinfA,  D}'sin(B,D)" 


«n{A.  B) 

aiD(A,D; 

m{H,B| 

iin(H,C) 

on  (A,  B) 

«d(A,C) 

ii(M,  B}  =  cos(A, 


=  cot(A,B); 


la  droite  M  étant  tout  à  fait  arbitraire. 

Si  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  A , 
(M,B)  _  cos(A,  ] 

«  de  même  des  autres  termes  ;  de  sorte  que  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  droites  prend  cette  txpressiou 
sin  (A,  C)  _  Mn(B,  C)  _  cpt(A.  B)  —  cot[A,  D) 
Nii(A,D)  '  sin(B,  D)~cot(A,  8)  — cot(A,  Ci' 


(5} 


dans  laquelle  n'entrent  que  les  angles  que  l'une  des  drc 
fait  avec  !ts  trois  antres. 
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CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  DEUX  SYSTÈMES  DE  QUATRE  POINTS. 
OU  A  DEUX  FAISCEAUX  DE  QUATRE  DROITES,  DOMT  LES 
RAPPORTS    ANHARMONTQUES    SONT    ÉGAUX. 


§  I.  —  Propriétés  relatives  à  deux  sry  s  ternes  de  quatre 

points. 

37.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  situes  sur 
deux  droites  et  qui  se  correspondent  un  à  un ,  sont  tels  y 
quun  rapport  anharmonique  du  premier  système  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  du  second  système^  les  deux 
autres  rapports  anharmoniques  du  premier  système  sont 
égaux,  respectivement  ^  aux  deux  autres  rapports  anhar- 
moniques du  second  système. 

Cette  égalité  résulte  de  l'expression  des  deuxième  et  iroi- 
sième  rapports  anharmoniques  en  fonction  du  premier  (31  ) . 

Ainsi,  soient  a,  i,  c,  deta\  b\  c',  d' les  deux  sys- 
tèmes de  quatre  points  ;  chacune  des  trois  équations 


ac 

bc 

a'e 

b'c 

ad' 

bd 

"  a'd' 

'  b'd'  ' 

ad 

cd 

a'd' 

c'd' 

ab 

"^ 

~a'b' 

'  c'b'  ' 

ab 

db 

a'b' 

d'b' 

ac 

de 

"  a'c' 

'  d'c' 

qui  expriment  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  cor- 
respondants des  deux  systèmes ,  comporte  les  deux  autres. 

D'après  cela,  nous  pourrons  din*  indilléremmeiii  cpie  Icm 
deux  systèmes  de  quatre  points  ont  les  mêmes  rapports 
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an/ianrionùfiies,  ou  siraplcniciit,  /«  même  rapport  anbar- 
monique. 

38.  Quand  tieux  syHèmei  tia  quatre  poi'nis  pris  sur 
deux  droites,  et  se  correspotid^int  un  à  un,  ont  leurs 
rapports  aitltarmoniques  égaua:,  si  l'on  place  les  deux 
droites  fie  rnanièiv  que  deux  points  lioniologues  coïn- 
cident ensemble ,  les  trois  droites  qui  joindront  les  trois 
autres  points  du  premier  système,  à  leurs  homologues, 
respectif ement ,  concourront  en  un  même  point. 

Soient  a ,  b,  c ,  d  et  a',  b',  c',  d'  (Jig.  5)  les  deux  sys- 
tèmes de  ijuatre  points  dont  les  deux  homologues  a,  a' 
coincidenl ,  ji;  dis  que  si  leurs  rapports  anliarmoiiiqucs  sont 
^aux,  (Je  sorte  que 


or      ir_ 


//<■' 


les  trois  droites  bb',  ce',  dd'  concourent  en  un  même  point. 
Eu  ellt't ,  aoit  S  le  point  de  concours  des  deux  pniiiières, 
et  soit  (^"le  point  où  Ja  droite  S'I  rencontre  la  droite  ab' . 
Les  quatre  points  a,  h',  c',  d"  ont  leur  rapport  anhar- 
moniquc  éyal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  i;,  J(14), 
et  conséqucmmcnt,  d'après  l'hypothèse,  à  celui  des  quatre 
points  a,  b\  c',  d'.  Doue  les  points  '/'  et  //"  se  confondent. 


39.  Observation.  — Cette  proposition  si  simple  est  néan- 
moins une  de  celles  dont  nous  aurons  à  faire  le  plus  fré- 


t|aent  usage  il 


s  la 


Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précèdent.  En  cllet,  puisque  les  trois  droites  bb',  ce',  dd' 
concourent  en  un  même  point  S,  on  peut  considérer  les 
deux  droîie.s  ahcd,  ab'c'd'^  tomme  deux  transversales 
l{ni  coupent  un  même  faisceau  de  quatre  droites  Sa ,  Sb, 
Se,    Sd.    Consêquemmenl  le  rapport  anharmonique  des 
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(joatrepoinU  a,  ^t  c,  d  situés  sur  la  première  transver- 
sale, de  quelque  manière  qu'on  le  forme,  est  égal  au  rap- 
port auharmonique  correspondant  des  quatre  points  a'^b', 
c',  d'  situés  sur  U  seconde  transversale  ;  eu  qui  démonlre 
lclliéorème(37). 

40,  Quand  deux  .systèmes  de  quatre  points  a,  b,  C,  d 
c(a',b',  c',  d',  qui  SI-  correspondent  un  à  un,  ont  leurs 
rapports  an/iarmonît/ues  égaux,  on  peut  établir,  de  trois 
autres  manièies,  la  correspondance  des  points  des  deux 
systèmes,  en  conservant  régalité  des  rapports  anharmo- 
niques. 

En  elTct ,  on  a ,  par  hypothèse ,  Tégalité 


ad  '  bd 


a'd'  '  b-d' 


ac     bc b' d'    eld' 

Vd'hd~ '¥?''¥?' 


qu'on  peut  érrire  de  ces  trois  autres  manières  : 

(») 
(3) 

(4) 


ad'  bd 


c'b'  '  d'b' 


ac    be       d' b'    c*  b' 
ad'  bd      d' a'  '  c' a' 


L'équation  (i)  exprime  qu'aux  quatre  points  a,  &,  c,  d 
correspondent  a',  h',  c',  d',  un  à  un,  respectivement. 
L'équation  (a)  exprime  que  les  points  correspondants  à 
n,  i,  c,  résout  b',  a',  d',  c';  l'équation  (|3),  que  ce  sonl 
c',  d',  a',  b'\  et  l'équation  (4) ,  que  ce  sont  d\  c',  A',  a'. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 

41 .  La  loi  de  fonnation  des  équations  (a) ,  (3)  et  (4)  est 
bien  simple.  Après  qu'on  a  considéré  les  quatre  points  du 
second  système  comme  correspondant,  un  à  un,  rcspecti- 
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femont ,  dans  l'ordre  a',  i',  c',  d\  aux  quatre  poiuls  a ,  A, 
c.  il  du  premier  système,  il  suffît  de  faire  permuter  deux 
points  quelcouques  du  seiond  systètnp  entre  eux,  pourvu 
que  les  deux  autres  points  permutent  aussi  etiirc  eux. 

Aiiui ,  a'  permutant  avec  h',  et  c'  avec  d',  on  substituera 
k  l'ordre  primitif  a',  A',  c',  d\  l'ordre  b',  a',  <i\  c';  et  ces 
quatre  points  correspondront,  un  à  un,  aus  quatre  points 
du  premier  système  a,  b,  c,ti;  ce  qui  donne  lieu  à  l'équa- 
tion (a). 

Observation.  —  Cette  propriété  de  deux  systèmes  de 
quatre  points  quï  ont  leurs  rapports  anharmonitpies  égaux 
nous  sera  souvent  utilt',  et  suffira,  dans  plusieurs  occa- 
sions ,  pour  donner  immédiatement  la  démonstration  d'une 
proposition  importante. 

Ç  U,  — Propriétés  re/atMts  à  deux  faisceaux  de  quatre 
droites. 


12.  Quand  deux  faisceaux  de  ifiuUrc  droites  tfui  se 
convspondent  une  à  une,  sout  tels,  eju'un  {les  ti-ois  mpporls 
anhannoniques  du  premier  soit  égal  au  rapport  corres- 
pondant du  stKond,  les  ileux  autres  rapports  anluumo- 
niques  du  premier  faùveau  seivnt  égaua-  aussi  aux  rap- 
ports correspondants  du  second  faisceau. 

Cette  égalité  résulte  de  ce  qu'un  des  trois  rapports 
anharmoniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites  détermine 
les  deux  autres  (32). 

D'après  cela ,  de  mèuic  que  pour  deux  systèmes  de  quatre 
points,  nous  pourrons  dire,  indiflëremment,  que  deux 
faisceaux  di-  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anliar- 
monit/ue,  ou  bien  /m  mêmes  rapports  anharmoni^ues. 

43.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se 
correspondent  une  à  une,  respectivement,  ont  leurs  rap- 
ports nnharmouiques  égaux,  si  on  les  place  de 


L. 


^ 
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r/ue  deux  ttroâet  corretpanda/iies  coincûtent  en  direction, 
hi  trois  autret  droiie.t  du  premier  faitc^au  rencontreront 
reipecùvement  les  trois  droites  corrrtpondantes  du  second 
faisceau,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  Oa,  Oi,  Oc,  Od  [Jîg.  6)  les  quatre  droites  du 
premier  fai»wau  ,  et  O'rt,  0'6,  O'c.OM  les  cpatre  droites 
corrcapniKJanteadu  M-coad.  >'ods  supposons  que  les  deux 
droit»  Od,  i)'a  t-uincident  en  direction;  je  dis  que  les 
trois  points  l>,  e,  fVdans  ksqucls  se  coupent,  deuK  à  deux, 
respectivement,  les  antres  droites  des  deux  faisceaux,  sont 
en  ligne  droite. 

Va\  elFet,  menons  la  droite  bc  qui  rencontre  la  droite 
00'  en  a;  et  soient  d,  o'  les  points  où  elle  i^ncontre  les 
deux  droites  U<-/,  O'  d.  Puisque  les  deux  faisceaux  oiU  leurs 
rapports  anliarmonicjuefi  égaux,  les  quatre  points  a,  b,  c, 
Jont  leur  rapport  anliarmouîquc  t^gal  à  celui  des  quatre 
points  rt,  i,  i;,  J'.  Donc  les  deux  points  (3,  ô'  se  confondent. 
Les  deux  Ji-oitesOr/,  O'd  se  coupent  donc  sur  la  droite  &c. 

c.    Q.    F.    D. 

44.  Obsen-n/ioN.  —  (lelte  [iioposition  nous  sera  d'un 
usage  très-utile. 

F.llc  fournit  ieî  une  démoit  si  ration  directe  du  théorème 
préi-ikli'ii t ;  car  les  quatre  points  a,  h,  i:^  d  étant  en  ligne 
droite,  Irur  rapport  anliarmouiquc ,  de  quelque  manière 
qu'on  leprt^nne.f^st  égal  aux  rapports  qui  lui  correspondent 
dam  les  lieux  faisceaux  dedi-tùtcs;  {tar  conséquent  ccux-ct 
sont  égaux  entre  eux. 

4B,  Quand  deux  Jaixceaux  di-  f/iuirn-  droites  qui  si- 
vorrespondent  une  à  une,  respectivement ,  ont  leurs  rap- 
ports aiihanwmùjues  égaux,  on  peut  èitd'Ur  de  trois 
autres  niantèrm  fa  correspondance  entre  les  tlroiles  des 
deux  faisceaux,  en  co/i  ifciviM*  iègaliti-  des  rapports  an- 
harmoMUfuri. 
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n  suffira  de  faire  permuter  entre  elles  deux  droites  quel- 
conques du  second  faisceau ,  et,  en  même  temps,  les  deux 
autt^B  droites  du  même  faisceau.  Ainsi  soient  A,  B,  C, 
D  les  quatre  droites  du  premier  faisceau,  et  A^,  B',  C\ 
jy  les  droites  correspondantes  du  second  faisceau,  les- 
quelles ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  premières.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites  du 
second  faisceau  dans  l'ordre  B',  A',  D',  C  qui  résulte  de 
la  permutation  des  deux  droites  A',  B'  entre  elles ,  et  des 
deux  C,  D' entre  elles  ^  et  dans  cet  ordre  le  rapport  anhar- 
monicpie  des  quatre  droites  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  du  premier  système  A ,  B,  C ,  D. 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  pour 
deux  systèmes  de  quatre  points  (40) . 

Observation.  —  Cette  proposition,  de  même  que  celle 
relative  à  deux  systèmes  de  quatre  points ,  sera  susceptible 
de  nombreuses  applications  qui  procureront  souvent  des 
démonstrations  immédiates. 

^  ni.   —  Manières    d'exprimer    Végalité    des    rapports 
anhamioniques  de  deux  systèmes  de  quatre  points, 

I.  —  Équations  à  deux  termes. 

Â&.  Soient  a^  b^  c^  d  ela\  b\  c\  d'  les  deux  systèmes 
de  quatre  points ,  Tégalité  de  leurs  rapports  anharmoniques 
s^cxprimera  par  Tune  des  équations  à  deux  termes 


(«) 
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bc 

a'c' 
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1.1 

bd 

a'd' 

'  b'd'' 

]ad 
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cd 
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que  deux  droites  correspondanies  coïnciilvnt  en  direction, 
hs  trois  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontreront 
respectivement  les  trois  droites  correspondantes  du  second 
faisceau,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  0«,  Oi,  Oc,  O^  {.fiS-  ^)  '"^^  quatre  droites  du 
premier  faisceau  ,  elO'n,  Oi,  O'c,  0'^  les  quatre  droites 
correspondantes  du  second.  IN'ous  supposons  que  les  deux 
droites  Ofl,  O'a  coïncident  en  direction;  je  dis  que  les 
trois  points  b.,  c,  d  dans  lesquels  se  coupent,  deux  à  deux, 
respectivement ,  les  autres  dioites  des  deux  faisceaux ,  sont 
en  ligue  droite. 

En  cllet,  menons  la  droite  bc  qui  rencontre  la  droite 
OO'  en  a;  et  soient  d,  à'  les  points  où  elle  rencontre  les 
deux  droites  Orf,  O' d.  Puisque  les  deux  faisceaux  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  les  quatre  points  a,  à,  c, 
Jont  leur  rapport  aiiliarmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  rt,  i,  L-,  o'.  Donc  les  deux  points  lî,  à'  se  confondent. 
Les  deux  droites  0(/,  O'd  se  coupent  donc  sur  la  droite  Ac- 

C.    Q.     F.     D. 

44.  Obsen'ation.  —  Celte  proposition  nous  sera  d'un 
usage  très-utile. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème 
précédent;  car  les  quatre  points  a,  b,  c^  d  étant  en  ligne 
droite,  leur  rapport  auharmoniqun ,  de  quelque  manïèi-e 
qu'on  le  prenne,  est  égal  aux  rapports  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  faisceaux  de  droites;  par  conséquent  eeux-ei 
sont  égaux  entre  eux, 

45.  Quand  deux  faisceaux  do  quatre  droite:,  qui  sf 
correspondent  une  à  une,  respiitiventcnt ,  ont  leurs  rap- 
ports (inliannoniques  égaux,  on  peut  établir  de  trvis 
autres  manières  la  correspondance  entre  les  droites  des 
deux  faisceaux,  en  conservant  l'égaliti-  des  rapport-:  an- 
/larmonitfues . 
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• 

Il  soffin  de  faire  permuter  entre  elles  deux  droites  quel- 
CMqpiBft  du  second  (kisceau ,  et,  en  même  temps,  les  deux 
aoms  droites  du  même  faisceau.  Ainsi  soient  A,  B,  C, 
D  les  quatre  droites  du  premier  faisceau,  et  A',  B',  C\ 
D'  les  droites  correspondantes  du  second  faisceau,  les- 
qneUes  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
«{uatre  premières.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites  du 
second  faisceau  dans  l'ordre  B',  A',  D',  C  qui  résulte  de 
la  permutation  des  deux  droites  A',  B'  entre  elles ,  et  des 
deux  C^,  D' entre  elles  ^  et  dans  cet  ordre  le  rapport  anhar* 
monicpie  des  quatre  droites  est  égal  à  celui  des  quatre 
droites  du  premier  système  A ,  B,  C ,  D. 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  pour 
deux  systèmes  de  quatre  points  (40) . 

Observation.  —  Cette  proposition,  de  même  que  celle 
relative  à  deux  systèmes  de  quatre  points ,  sera  susceptible 
de  nombreuses  applications  qui  procureront  souvent  des 
démonstrations  immédiates. 

^  m.   —  Manières    d'exprimer    régalité    des    rapports 
anhamioniques  de  deux  systèmes  de  quatre  points, 

I.  —  Équations  à  deux  termes. 

46.  Soient  a^b^c^deta'^  i',  c',  d' les  deux  systèmes 
de  quatre  points ,  Tégalité  de  leurs  rapports  anharmoniques 
s^cxprimera  par  Tune  des  équations  à  deux  termes 


(•) 


'  ac 

bc 

a'c'     b'e 

^' 
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a'd''  b'd'  ' 

\ad 

\ah' 

cd 
cb 

a'd'    c'd\ 
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db 

a'b'    d'b' 

ac  *  de        a'  rf  '  d' r^ 
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II.  —  i-'qiiatious  à  trois  termes. 
47,  Les  seconds  mpuihrcs  des  équations  (i)  sont  les  rs[w 
ports  au  harmoniques  du  second  système;  or  chacun  d'eux 
est^at  à  l'unité  moins  U  valuur  inverse  du  rapport  sui- 
vant :  par  exemple,  i •'  rapport  =  t ^ —  (31).  D'apiï-s 

cela,  nos  équallons  se   ti-anstbrment  en  ifqui 
termes .  <]ur 


r 


ssf 

li-ansCorm 

ent  e 

ac 

hf       „'  b' 

f'É' 

^ 

bd"^  a' ti- 

c'd' 

.4 

ré        a'c' 

rfV 

ah 

cb  '^  a'b' 

rf'^ 

ab 

M      a'd' 

Va' 

ar 

T.^â-e 

T? 

Ces  équ; 


>us  KRi'ont  d'un  grand  usage. 
-  Autres  é[|uation$  h  trois  termes. 


.18.  En  prenant  sur  la  droite  a'  h'  un  point  arbitraire  m', 
on  peut  cxprioiPrlVgalii;' des  deux  rapports  anharinoniques 
par  l'équation 


car  le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmoniquc 
des  (juatrc  points  a,  &,  c,  </;  et  le  second  membre,  le  rap- 
port anbarmonique  des  quatre  points  a',  b\  c',  à'  (!I3). 
Cette  équation  prend  une  forme  plus  simple,  savoir: 

>^h__±^\       '^(^ '\       ^{±_l\  - 


^ 
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ou 

(3)         ab.ed^-rrsT  -hac.db.—T-T'^ad  bc.    ,  ,  ■  =r  o. 
*  <r6  a  c  ad' 

On  aura  de  même,  en  prenant  un  point  m  sur  la  droite  ah^ 

{y\     a'b'.c'd'.'^^a'i/,d'b'/—-ha'd'.b'c'.'^z=:0. 
^    '  ab  ac  ad 

49.  Les  points  m,  m!  sont  arbitraires;  si  on  les  suppose 
i  Tinfini  et  qu'on  divise  la  première  équation  par  m'd'  et 

k,  «    •  m' b      m  c  j     . 

seconde parma,  les  rapports  — rj7'  "T^'  ^^'ï  deviennent 

^aux  à  Tunité,  et  Ton  a 

.,^  ab.cd       ac.db       ad.bc 

a'b'.c'd'       a'c'.d'b'       a'd'.Vc' 

(4')  7 1 1 -, —  =o. 

^  ab  ac  ad 

Chacune  de  ces  quatre  équations  (3,  3^  4  ^t  40  exprime 
Fégalité  des  rapports  anharmoniques  des  deux  systèmes  de 
qtiatre  points. 

50.  Remarquons  que  l'équation  (3)  s*écrit  de  manière  à 
ne  contenir  que  des  rapports  anharmoniques ,  savoir  : 

iab^    cb\  /m^    a'b'\        lac_    bc\  / m^    flV\  ^     __ 
\^'  cd)  \m'd'  '  VJ'I  "^  \ad  '  bd)  \m'r/'  *  a' d'j        "  ~  ^' 

Il  en  est  de  même  de  Téquation  (3^. 

^  IV.   —  Manières   d* exprimer    V égalité   des    rapports 
anharmoniques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites. 

51 .  L'égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  s'exprime,  évidemment,  par  des 

3. 


■nun  ne  oEonmiE  scrÊMMÊmx. 

»âi'*,Cj   ■»;»,Cj_<iB(A'.ct  My.C) 
■.(*.Di-«i.'i.i^-«(A'.ir)-«{r,iin^ 

ié»f*,C),wir».C)  .  w»fA',g),M{C,ri^ 
«I  vA,  Di  ■  •«  fB.  Dj  "^  «»  (A',  D'  I  '  «(C,  ff  ^ 

wrM'.B'i 

■  (*.»l-Wl.CD)-^'',^.'y      ' 

■  fA.C1.Wti(D.B).^-"';g' 


I  +tiii(A,Oj.»Bi  B,  Hi 

Ollp  Arm'iètr  ilénve  de  l'^qtutîon  (3)  dans  laqarileon  peat 
mnpUrPT  la  «rgmrnU  p>r  ries  sinus ,  pamr  tjnc  r«|ualioD 
t'^-rit  d<r  manière  «  uc  preacnier  que  des  rapport»  anhai- 
noniqurs  (50). 

5  V.—  Manière*  irexprimer  qu'un  Jaùcenu  tle  quatre 
droite*  a  ton  rap/iort  an/uiitrtotiitfue  égal  à  eeiw  île 
tfuatru  jiiiint» . 

52,  Soient  A,  H,  C,  IJ  les  quatre  droites,  etn'.  h\c',  il' 
lef  quatre  point!  qui  \vjiv  correspondent,  un  à  une,  res- 
pectivement, comme  s'ils  provenaient  de  l'intersection  de 
c«  droites  par  une  transversale. 

L'^alit4^  des  deux  rapports  anhai-moaîques  s'exprime 
évidemment  par  les  ^uaiions  (i  et  a),  dans  lesquelles  on 
remplace  le  rapport  aiiharmonique  des  quatre  points  a, 
i,  c,  d  par  celui  des  quatre  droites  A ,  H,  C ,  D,  ce  qui 
donne  des  équations,  telles  que 

»m(A^C)      sip(B,C)  _  fl^r'      è^e' 
*  '  »in(A,b)  ■  (sinB,  D)~  ^d'  "  b'd'' 

sm[A,  Cj      sin(B,  C}        a' b'      e^  b'  _ 
'^'  «n (A,  D)  '  sin(B,D)  "^  VIF  '  71P~  '' 
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sin (A,  B) .  sin (C,  D) .  ~  -h  sin  (A,  C)  sin  (D,  B) .  ^ 

où  a  c 

(»o)  {  ^,^, 

■f-sin(A,D).sin(B,  C)-7~^-  =0. 

a  d 

On  a  encore  Tëquatiou 

sin(A,  B)  sin(A,  C) 

qui  résulte  de  Téquation  (3')  dans  laquelle  on  remplace  les 
points  a  y  &,  c,  ^  et  le  point  m  par  les  quatre  droites 
A ,  B,  C ,  D  et  une  cinquième  M. 

On  peut  prendre  dans  Téquation  (10)  le  point  m'  à  Tin- 


fini-,  alors  les  rapports  —j-j,  et  -rr;  sont  égaux  à  Tunité, 
et  il  vient 

sin(A,  B).sin(C,  D)        sin(A,  C),sin(D,B) 
•     '         '      sinfA,  D).sin(B,C) 

53.  Nous  avons  dit  (7)  que  quand  un  faisceau  est  formé 
de  cpiatre  droites  parallèles  A',  B',  C,  D',  on  exprime  leur 
rapport  auharmoniquc  par  celui  de  quatre  points  a\  b'^ 
c',  d'^  intersections  de  ces  droites  par  une  transversale.  Il 
s^ensuit  que  Fégalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux 
faisceaux  de  quatre  droites  s'exprimera  par  les  équations 
précédentes ,  quand  Tun  des  faisceaux  sera  formé  de  droites 
parallèles . 


TRAITC  DE  GEOMÊTUf:  SOPtMSMXMt. 


CHAPITRE  IV. 


^1.  —  Rapport  harmonique  de  ^aatn:  poimt». 

S4.  Qitaïkd  dcox  pcânu  a .  a'  i^fig.  ~  t  dinwBi  ■■  mg- 
matt  ef  ea  parties  propantonncUet,   c'esi-à-<Ën  icAs, 

^~  ^f 

on  dîl  que  les  deux  points  a,  a'  dirâenl  haimnmà^mamtmt 
k  aeginnii  e/',  oa  bieu,  <{«lb  loot  eimpigmés  karmo- 
Hijvet  par  rapport  xox  (Intx  points  g,  f.  Rrnpnxprnoit , 
rm^-cî  itml  rnn\u^ftrx  hnrmoni/jaiet  par  rapport  aii\  drax 
a,  a*,  ec  dîrôent  harmoni^uement  le  Mgmmi  na  .  On  dit 
encore  qne  les  qoatre  pMnia  Hat  en  nippon  Itarmtonîtpte. 
IlnoBsaera  «pKJqnefw»  aille,  pour  &dUicr  le  langage, 
de  dire  c|ne  le»  denx  se^nents  <ut',  ef  sont  eonjmgmta  har- 


55.  L'^xprewion  rapport  hamionùjitt,  a|^iliqiKeausT&- 
(ènte  des  quatre  potnu ,  rient  de  ce  que  le»  Irais  s«^ineiil5 
comptés  de  Fiin  de  ces  points  et  temiinrs  aux  trois  aoires 
taaV  t!tt  proportion  harmonûjue. 

On  appelle  ainsi  one  jHOportion  |;êoniêtriqDe  fonurâ 
avec  trois  nombres  tels,  qne  ie  m"  eM  aa  3'.  cvmme  le 
i"  moins  le  ^'  est  au  a'  moiiu  te  3',  Par  exemple,  les 
trois  Dotnbns  6.  3  et  i  sont  en  pn*poriioii  AanHomywr^ 
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fi       fi       tt 
parce  que  -  =. (♦).  Celte  relation  de  trois  nombres, 

dont  deux  sont  arbitraires,  a  reçu  des  Grecs  le  nom  de 

proportion  harmonùfue,  parce  qu'elle  se  présentait  dans 

leur  théorie  des  tons  musicaux. 

Nos  quatre  points,   entre  lesquels  a  lieu  la   relation 

ae       a'e  ,  1.  1  . 

— >=  -JY  «ont  tels,  avons^nous  dit,  que  les  trois  segments^ 

comptés  de  l'un  d'eux ,  sont  en  proportion  harmonique.  En 
eflet,  considérons  les  trois  segments  comptés  du  point  a, 
af^  aa!  et  ae,  et  remplaçons,  dans  l'équation,  a!f  par 
{^f — ««')  etû'epar  ^fta! — ne),  en  ne  considérant  que 
les  valeurs  absolues  des  segments  ;  on  a 


f\f af —  ad 

ou 


ne       an  —  av 


i*""  sèment        i*' —  2* 


2«  — 3*^' 


ce  qui  est  la  proportion  harmonique. 

Dans  rénumération  des  trois  segments,  il  faut  regarder 
comme  le  deuxième  celui  qui  joint  deux  points  conjugués, 

56.  On  a  coutume  d'exprimer  la  relation  harmonique 


(  *  )  On  dit  encore  que  le  nombre  du  milieu  surpasse  un  des  extrêmes  et 
est  surpassé  par  Vautre .  de  quantités  qui  sont  une  méhîe  fraction  des  detuc 
extrêmes»  respectivement.  Aiusi  3  surpasse  a,  de  i  qui  est  moitié  de  j;  et 
3  est  surpassé  par  6,  de  3  qui  est  moitié  de  6. 

Cm  définitions  sont  rapiM)rlées  par  Pappus,  au  commencement  du 
livre  Ili  de  ses  Collections  mo thématiques.  Après  avoir  défini  les  propor- 
tions arithmétique  et  géométrique ,  il  ajoute:  «  Harmonica  autem  mcdietas 
«  est,  quand<»  médius  terminus  eadom  parte  et  superat  unum  exlremornm, 
«r  et  a  reliquo  superatur  ;  ut  hubct  3  ad  a  et  ad  6,  vel  quando  ait  ut  primus 
«  terminus  ad  tcrtium,  ita  primusexcessusad  s<*cuudum,ut  hubcntO,  3,  'i,  » 
Fappus  construit  les  trois  proportions  dans  le  ccrcl<*,  pur  une  niônie 
tigure,  ot  résout  diverse»  questions  dont  plusieurs  vonecrneni  la  proportion 
htmioaiquc. 
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de  (juatre  points  par  rûqualion  —  :=  — ,  où  Ton  ne  consi- 
dère que  la  valeur  absolue  des  segments  sans  y  faire  entrer 
I<is  signes  relatifs  à  leurs  directions,  parce  qu'en  opi^rant 
sur  celte  é([uation ,  soit  pour  la  transformer,  soit  pour  U 
eumbincr  avec  d'autres,  on  a  la  figure  sous  les  yeux,  et 
que  l'on  opère  d'une  manière  concrète,  en  tcnaut  compte 
de  la  position  relative  des  points.  Nous  devons,  pour  donner 
il  l'équation  sa  signification  générale,  ainsi  qu'à  toutes 
celles  que  nous  allons  en  déduire ,  lui  restituer  le  signe  qui 
Ini  i-onvii'nt.  Nous  ^'rirons  donc  désormais 


I.e  premier  membre  i^xprime  le  rapport  aii/iamtonn/ue  de* 
quatre  points  a  ,a',e,  f.  On  peut  donc  dire  qne  : 

Quatre  points  sont  en  proportinn  harmonique  ^/iinriH 
leur  rafi/iort  aiiharmonique  est  i-^itl  n  —  i . 

Nous  avons  vu  (IS)  que  le  rapport  anliarmonique  de 
quatre  points  ne  peut  pas  être  égal  à  +  i . 

57.  Le  point  a'  étant  sur  le  segment  ej\  et  le  pointu 
au  delà,  daus  Is  sens  fe,  comme  l'indique  la  figure,  le 
point  a'  est  pluï  près  du  point  e    que  du  point  J  :  car  on  a 

entre  les  valeurs  numériques  des  segments  ~j-=;-— xOr 
ac  <  «/;  donc  a'e  <  a'f. 

Quand  le  point  a  s'éloigne  du  point  c,  le  point  a'  s'en 
éloigne  aussi,  mais  beaucoup  plus  lentement,  tellement 
que  quand  le  point  a  est  à  l'infini ,  auquel  cas  le  rapport 

"'   est  égal  à  l'unité,   nn  ; 
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que  le  point  a!  se  trouve  au  milieu  de  ef.  De  là  résultent  ces 
deux  propositions  : 

1^.  Quand  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique  ^ 
le  point  milieu  de  deux  points  conjugues  est  toujours  situé 
au  ilelà  du  segment  compris  entre  les  deux  autres  points 
conjugués, 

a®.  4$!  l'un  des  quatre  points  est  à  l* infini,  son  conjugué 
est  le  point  milieu  des  deux  autres, 

58.  Soient  A,  b'  (Jîg-  8)  deux  points  conjugués,  de 
même  que  a  et  a\  par  rapport  aux  deux  e^f.  Si  le  point  b\ 
situé  sur  le  segment  ef\  est  plus  près  de  e  que  a\  le  point  h 
sera  aussi  plus  près  de  e  que  le  point  a  ;  de  sorte  que  le 
segment  bb^  sera  compris  tout  entier  sur  le  segment  aa\ 
Si  un  point  c'  est  pris  vers  le  point^^,  son  conjugué  c  sera 
an  delà  de  ce  point,  et  les  deux  segments  aa^^  ce'  n'auront 
aucune  partie  commune.  Ainsi  : 

Quand  deux  segments  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  un  troisième,  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  : 
ou  quils  niaient  aucune  partie  commune ,  ou  que  F  un 
d'eux  soit  compris  entièrement  sur  Vautre 

39.  11  suit  de  là  que  ;  Quand  deux  segments  empiètent 
en  partie  l'un  sur  Vautre ,  on  ne  peut  pas  déterminer  deux 
points  qui  les  divisent  harmoniquement  Vun  et  Vautre, 

Nous  dirons  que  les  deux  points  qui  les  divisent  harmo- 
niquement sont  imaginaires^  parce  que  l'équation  qui  sert 
à  déterminer,  eu  général ,  ces  deux  points  a ,  dans  ce  cas, 
ses  racines  imaginaires^  comme  nous  le  verrons  plus  tard. 

Ç  11 .  — Manières  diverses  d'exprimer  que  quatre  points 

sont  en  rapport  harmonique, 

BU.  Nous  avons  vu  (|ue  quatre  {>oints  ont  trois  rapports 
anharmoniques  diilérents.  dont  un  suHit  pour  déterminer  les 
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deuxauli'es(31).  Que 

celui-là  soit^:^^=— 1 

autres  seront 

aa-  "  fa' 
Écrivons 

i: 

.                  aa-     fa' 

.■.,/=i,/.™'. 

Chacune  (le  ces  équations  exprime  donc  que  les  quatre 
points  sont  t.>n  rapport  harmonique. 

61.  L'expression  (lu  rapport  auharmouique  de  quatre 
points,  où  eatrent  les  distances  d'un  point  aux  trois  au- 
très  (34  )  ^  donne  l'ûpiatiou 


■y. 


On  a  pareilletnenl 

Ces  relations  expriment  que  la  valeur  inverse  de  la  ilis- 
tancc  d'un  point  à  son  conjugué  est  la  moyenne  arithmé- 
tique des  valeurs  inverses  des  dislances  du  même  point  aux 
deux  autres. 

62.  Quand  on  a  plusieurs  pointsa,  b,  c,  d,...,  sur  une 
ligne  droite,  si  l'on  prend  un  point  m  tel,  que  la  valeur 
inverse  de  sa  distance  à  un  point  déterminé  O  de  la  droite 
soit  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  inverses  des 
distances  des  points  a,  b,  c,...,  au  même  point  O,  c'est-t'i- 
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dire,  de  manière  que  Ton  ait 

n    I  I  i 

n  étant  le  nombre  de  points ,  et  chaque  distance  devant  être 
prise  avec  son  si(pe  +  ou  — ,  Maclaurin  a  appelé  la  dis- 
tance Om  la  moyenne  harmonique  des  distances  Oa, 
Oi,  etc.  (*)  5  et  M.  Poncelet  a  appelé  le  point  m  le  centre 
des  moyennes  liarmoniques  des  points  a ,  &, . . .  {**)• 

Diaprés  cela,  nous  dirons  que  :  Quand  quatre  points 
sont  en  proportion  harmonique,  la  distance  de  Fun  deux 
à  son  conjugué  est  la  moyenne  harmonique  des  distances 
du  même  point  aux  deux  autres. 

Ou  bien  encore  :  Un  point  est  y  par  rapport  à  son  con^ 
jugué,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux 
autres  points, 

§  in.  —  Relations  où  entre  un  point  arbitraire, 

I. 

(53.  L'expression  générale  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points,  dans  laquelle  entre  un  cinquième  point  arbi* 
traire  (33),  devient,  quand  ce  rapport  est  égal  à  —  i, 

,-,  ma'       me       mf 

^^  aa  ae        af 


On  a  de  même 


mf      ma       ma* 
2  — .= h 


ef       ea         ea! 


(*)  Oe  linearum  geometricarum  proprietatihus  gener^libus  Tractatus,  §  'i8. 
Cet  eieellent  ouvrage  se  trouve ,  sous  le  titre  d'Apptndix,  à  U  suite  du  Traité 
d*Al0ébre  de  Tauteur,  traité  posthume  qui  a  paru  vers  1760  et  a  eu  de 
nombreuses  éditions  en  Angleterre. 

(**)  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniifues.  (Voir  Journal  de 
MmAimMti^ues  de  M.  Crelle,  toimt  UI) 


p 
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Chacuiif  (le  CKï  éfiuaiioiis  exprime  donc  quo  les  ileiix 
couples  tic  point»  conjugués  a.  a' et  c,  J'sonl  eu  rapport 
liarmoniijuc, 

(i4.  Aux  trois  sr^ments  ma',  me ,  mj  on  peut  substiiuei- 
les  |KTpeudi cul» ires  abatssécâ  des  trois  points  a',  e,  f  sur 
une  di-oih;  menée  par  le  point  m,  lesquelles  sont  propor- 
lionnelles  aux  trois  segments;  el,  puisque  It;  point  m  est 
arbitraire ,  il  s'ensuit  cpi'en  désignant  par  «',  e  et  if  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  trois  points  a',  e  et  f  sur  une 
ilruile  quelconque,  on  a  U  relation 


"/ 


U 


(i3.  Rapportons  les  quatre  points  a,  a',  c ,  J  n  u 
•iuc  cominuni-  m,  l'équation  ^  ^ —  -7^:  donne 


ginc  cominu 


ou 

,„/- 

'"" 

"-/- 

-'" 

fl' 

(5) 

l» 

.  +  „,«•)(»,, 

+  "/)  = 

»,„ 

.'n 

a'+3 

On 

peut  écrire 

ma 

.,.«-»,.■)  + 

W(m/- 

-™ 

+ 

«je  (ma 

ou 

-t- 

»/(»»- 

-»" 

)  = 

0; 

(S) 
Kl 

par. 

iUemenl 

.0/-1-™ 

./" 

+ 

„/.™ 

»«,.«■/+...« 

.«  +  »„.> 

H- 

,/.  ,„■ 

ta».  Soit  a  le  milieu  des  deux  points  a ,  <; ,  el  O  le  milieu     i^ 


^ 
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desdeaxe,/(yî^.  9),  réquation  (5)  devient 

(^)  ma»ma' '■\-  mc,mf=z  amoL.mO, 

Cette  relation  nous  sera  très-utile.  Nous  en  conclurons 
toat  à  l'heure,  en  donnant  au  point  m  des  positions  parti- 
culières, diverses  relations  très-simples. 

67.  Le  rapport  harmonique  s'exprime  encore  par  Téqua- 
tion 

(8)  ma,ma\  ef  -h  me  ,fct.   -+-  mf  .  xe  =0, 

OQ 

—  3  1 

(S')  me  .m/ aa' -^  nia.a'0'-{- ma' ,0a  =  o. 

On  peut  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exem- 
ple, parle  raisonnement  suivant.  Si  Téquation  n^est  pas 
identique  quel  que  soit  le  point  m ,  elle  servira  à  détermi- 
ner les  positions  de  ce  point  qui  y  satisfont,  et  il  n'y  aura 
que  deux  positions,   car  en   rapportant   tous   les  points 
m,  a,  etc.,  à  une  origine  commune  A,  le  segment  A  m 
entrera  dans  l'équation  au  second  degré.  Or  l'équation  est 
satisfaite  pour  plus  de  deux  positions  du  point  m  :  car  si 
l'on  fait  coïncider  ce  point  successivement  avec  les  points 
a,  €i\  e,  j\  on  trouve  des  relations  déjà  démontrées;  et 
si  on  le  suppose  à  Tinfinl ,  on  a  Fidentilé  ef-^fa  -h  ae  =  o. 
L'équation  du  deuxième  degré,  d'où  dépendraient  les  posi- 
tions du  point  ///,  aurait  donc  plus  de  deux  racines;  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  identique ,  c'csi-à-dire  que  Téquation  (8) 
a  lieu  pour  toutes  les  positions  du  point  m.       c.  q.  f  n. 
^4utrement.  On  a  la  relation  (7) 

ma ,  ma'  -h  me .  mfzn  9.  w  a .  m  O , 
et  les  deux  identités 

me  -f-  mf' .  mfz=  7.  me  .  /«  O, 
mf-^  me .  mfz=.  7.  mf .  m  O. 


r 


3fahf||fiMil  e^  tras  «^Baônas  .  nspn-tifcmeni.  par  ef^ 
fatktti,  «t  tn  i»j niant  Mtwhrr  à  membre,  il  rirai 

Or  tm  anUn  les  mis  pmUs  <,  '-^1 
</■•+-/■  +  ««  =  ■     {•}, 
n  nalre  Incpuuvm,  a,  «,y^ 

mx.çf-4-me./.+  m/.e,=o     {«); 
il  rrsirdnar 

mit.ma',r/-t-me./x-hmf.me^o. 

C.  Ç.  F.  D.   {•). 

^. 

(JB.  Remf^açims/x  «laos  celte  àjRBiion  par  {Je  —  ae), 
il  vteni 

ma.ma'.e/-t-me.Jë  —  («m — aif  )«e  =  oi 

ou^parrcipicne — m/^(me-i-'n/){mc — mf)  =  -im0.fe, 

(g)  ma.mt^  —  me  +  aae.mO  ^=  o. 

tj  IV,  —  Corollaires  de  l'équation  (7).  —  Belations  oii 
rntrcnt.  la  points  milieux  des  deux  segments  aa',  ef. 

ft9.   Supposons,  dans  l'équation  (7),  que  le  point  m  roïn- 
ride  bvit  a  ,  il  vient 

aa.ao'  +  a.e  .afz=  o, 


[  '  )  ^^II■  (lonneronit ,  dan*  la  théorie  de  l'initolutlon  , 
Imlliin.  Riipljqiirff  k  un  tbroT4Tn«  plui  (féni^nl  relalll'  à 
taiian ,  ilnnl  IV^iialinti  urlnpDe  n'ett  qu'un  cbk  pirlieulir 
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oa,  parce  que  aa'=:  —  aa, 


(10) 

(ta 

=  ae. 

«/. 

Pareillement 

{'O') 

Ô'e 

=  0a 

.Ofl'. 

Cette  équation 

donne 

2 
Oe 

=:0a 

2 

ou 

(il) 

2 

cta  ■ 

-{-Oe  : 

=  0a; 

OU  bien,  entre  les  quatre  points  a,  a',  e^  f\ 

(12)  'ââ'-^'ëf  =z{ae'^afy. 

70.  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  e,  on  a 

ea.ea'  =  2tfa.^?0; 

or  2.e0  =  <?/',  donc 

{i3)  ea.ca'  :=  eaL,eJ, 

ef  i»st  la  moyenne  harmonique  des  distances  des  deux 
points  a,  a'  au  point  e  (63)  *,  et  ea  est  ce  qu'on  appelle  la 
moyenne  distance  de  ces  deux  points  au  même  point  e; 
Téquation  exprime  donc  que  : 

Le  produit  des  distances  de  deux  points  à  une  origine 
commune^  prise  sur  la  même  droite^  est  égal  au  produit  de 
la  moyenne  harmonique  et  de  la  moyenne  distance  de  ces 
deux  points  relaîii^es  à  Voiigine, 

Cette  relation  nous  sera  souvent  utile. 

71.  L'équation  (i3),  divisée,  membre  a  membre,  par 
fa. fa'  =z  fa.fe^  qui  exprime  le  même  tbéorème,  donne 


(-4) 


ea.ea!  <ra 


fa.  fa'  /a 
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m 

Rl.i 

cause  de 

•éqiulion  (,), 

[,5) 
ParcîUement 

|'=î^ 

rô'       Oo 

i5') 

ï?'       0" 

72.  1 

eqninioi 

(io)s«:cril^,= 

^;  donc,  d' 

aprt's  !'(•- 

({iiaticjti 

(■5)," 

=  2'  .  ou 

[i(i 

ae             ac 

Oii  peu 

encore  écrire,  à  cause  de 

'ëquaiioii(iû) 

or              sa 

(^7) 

^f^^^f 

§^- 

-  BelMt 

onx  oit  entrent  rir 

w  points  iir/>itraites . 

1. 

73.  L'équalion  (6)  s'écrit 


ma    ea'       ma'    af      me    a'f 
ou,  en  désignant  par  n  le  point  à  l'infiai , 

-\^■Vi|■'^■'^i)-\-^'■"-k)^^c■"n^ 

Vf     an]    \mf    mnl 

Il  n'entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anliar- 
moniqucs,  par  conséquent  elle  a  lieu  quel  que  soit  le 
poinl  n  (20). 
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Mvldplioiis  par  mf.  ea.na!^  il  vient 

(18)  ma ,mf.4ife  '\- ma' .ne ,af  -{-  me .na .fa! -{- mf  ,n{^ ,ea  =  o. 

Dans  cette  relation  entre  quatre  points  en  rapport  har- 
monique, a,  a',  e^f^  et  deux  points  arbitraires  m,  n,  ces 
deux  points  entrent  de  la  même  manière. 

II. 

74.  Écrivons  Téquation  (7)  ainsi  : 

ma    ma'        me     mf 

ma    mO        ma    mO  ' 

oa,  en  appelant  n  le  point  situé  à  l'infini , 

(ma      na\  /ma'      na'\        f  me     ne\  (mf      mf  \  
ma  '  na)  \mO  '  nO)        \mai'  na)  \mO  '  nO  I 

n  n'entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anharmo^ 
niques;  conséquemment  elle  a  lieu  quand  le  point  fi  est 
pris  arbitrairement ,  mais  à  la  condition  que  a  et  O  ne 
seront  plus  les  milieux  des  deux  segpnents  aà\  ef^  mais  bien 
les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rapport  aux 
deux  segments  aa'^  ej\  L'équation  prend  la  forme 

.      .  ma.  ma'       me,mf  ma,mO 

(19)  7-H 7  =  ^' K' 

*  ^'  na.na'         ne.nf  nct.nO 

Le  point  m  étant  arbitraire,  supposons-le  à  l'infini,  et  divi- 
sons  par  ma  .mU;  les  rapports  —  »  — -?  . . . ,  sont  égaux 
à  Tunité,  et  il  vient 

I  I  7. 


na.na'       ne.nf       na.nO' 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation  ,  où  n^entre  qu'un 
point  arbitraire,  n'est  pas  différente,  au  fond,  de  l'éqûa- 

4 
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uori  y-jj.  En  e(fi%  ikrivoiis-la  ainsi, 

le  conjugue  harmonique  du  point  n  par  rapport 

X  a,a\  on  a,  en  appelant  a,  le  milieu  de  ceux-ci, 

.^=:nee.na,  (70).  On  a  pareillement,  en  appelant 

î  milieu  du  segment  ef,  ne.nf=i  nO.nO,.  L'équation 

devient  donc 

ce  qui  est  précisément  l'équation  (7). 

m. 

73.    L'équation  (  8  )  prend  la  forme  ■ 
on ,  en  d^ignint  par  n  le  point  sitntf  k  l'infini , 

L'équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmoni- 
ques,  on  y  peut  supposer  le  point  n  quelconque,  pourvu 
que  a  n'y  représente  plus  le  point  milieu  du  segment  aa', 
mais  bien  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  a,  a'.  L'équation  devient 


(ÏO) 

'^ôT^, 

?'/■ 

"" 

+  ^. 

,/• 

■'"+: 

Si  le 

point 

m  est 

i.] 

l'infiii 

i,il 

vient 

(>.) 

ç/. 

S  + 

/î 

*^/ 

=  0, 
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na .  na 


On  simplifiera  ces  deux  équations  en  y  remplaçant 

par j  ai  désignant  le  point  milieu  du  segment  aa'  (70). 

76.  Observation.  — On  peut  introduire  un  point  arbi- 
traire n  dans  les  équations  (lo,...  i5),  par  des  considéra- 
tions semblables  à  celles  dont  nous  venons  de  faire  usage. 
On  aura  ainsi  de  nouvelles  relations  à  deux  termes ,  pour 
exprimer  que  deux  couples  de  points  a,  a'  et  e,  y  sont  en 
rapport  harmonique.  Les  points  milieux  a  et  O  des  deux 
segments  aa',  e/' deviennent  dans  ces  relations,  de  même 
que  dans  l'équation  (19),  les  conjugués  harmoniques  du 
point  n  par  rapport  aux  deux  segments.  Nous  n'entrerons 
pas  dans  ces  détails ,  parce  que  les  formules  que  l'on  ob- 
tient ainsi  expriment  des  propriétés  relatives   aux  deux 
points  qui  divisent  harmoniquement  deux  segments  à  la 
fois.  Ces  propriétés  reviendront  plus  tard  comme  consé- 
quences naturelles  de  la    théorie  de  Tinvolution  de  six 
points. 

§  VI.  —  Connaissant,  dans  une  proportion  hamionifjuey 
deux  points  conjugués  et  le  milieu  des  deux  autres^ 
trouv^er  ceux-ci, 

77.  Les  deux  points  conjugués  a,  a'  sont  connus,  ainsi 
que  le  milieu  O  des  deux  e ,  f.  Ceux-ci  se  déterminent 
par  la  relation 

O^  =r  -  0/  =  ±  sfÔ^Oa'     (10'). 

D  faut, pour  que  cette  expression  soit  réelle,  que  le  milieu  O 
des  deux  points  cherchés  soit  au  dehors  du  segment  ûa';  s'il 
était  sur  le  segment  lui-même,  le  produit  Oa.Oa'  serait 
n^atif ,  et  l'expression  de  Oe  imaginaire.  On  dit  alors  que 
les  deux  points  conjugués  cherchés  sont  imaginaires. 
Nous  reviendrons ,  dans  le  chapitre  suivant,  sur  cette 

4.   . 


I 
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points  imagina  ires,  (jui  demande  que!t{ues  dëve- 
Eni^_ls.  Touiefois,  il  faut  ajouter  iri  que  si  les  deuï 
ts  donnés  a,  a'  étaient  eux-mêmes  imaginaiivs ,    les 
ints  cherchés  c,  J'  seraient  nécessairement  réels, 
>jue  dans  ce  cas    le    produit  On.  On' serail  positif, 
le  nous  le  verrous  plus  loin  (S9). 
ssion  de  Ce  se  change  en  celle-ci , 


Oc  =  -0/=±\/o«'  — ofl', 
tt  étant  le  milieu  du  segment  aa'  {i). 

78.    ExPUESStOKS  PE  cte  ET  aj'.  —  On  .1  ae=;  «0  - 

Donc 

«<;=  -(nO-(-o'0=ha^0«.0a')' 

ou,  en  multipliant  et  divisant  par  ^y'aO=pVâ^)', 


§  VII.  —  faisceau  de  quatre  Hroiies  en  rapport 
harmonique. 

79.  Quand  quatre  droites  A ,  A',  E,  F,  concourantes  en 
un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmonlqnc  égal  à  —  i  , 
de  sorte  que  l'on  ait 

sin  [A,  E)     sin  (A',  F.)  _ 
;h(ÏJF)-sin(A'.F)-~'' 

on  Hit  que  ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. On  dit  aussi  que  les  deux  droites  F,  F  sont  conju- 
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guées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  A ,  A',  ou  bien 
fjjOL  elles  dwisenl  harmoniquement  F  angle  des  deux  droites 
A ,  A^;  et,  réciproquement,  que  ces  deux-ci  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres ,  ou  bien  qu'elles 
divisent  harmoniquement  l'angle  de  ces  deux-là. 

Ces  quatre  droites  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque en  quatre  points  a,  a',  e,/  qui  sont  en  rapport 
harmonique  \  car  on  a 

ae     a'e 
-.-=-,     (15). 

80.  Si  la  transversale  est  parallèle  à  Tune  des  droites,  â  la 
droite  A',  par  exemple,  le  pointa'  sera  à  Tinfini ,  et  l'on 

aura  simplement 

ae 

par  conséquent  le  point  a  est  le  milieu  du  segment  e/.     . 

Cela  prouve  que  si  les  deux  droites  A ,  A'  sont  rectangu- 
laires, les  deux  E ,  F  font  des  angles  égaux  avec  Tune  d'elles^ 
c'est-à-dire  que  ; 

Quand  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port à  deux  autres  sont  rectangulaires,  Vune  d* elles  est 
la  bissectrice  de  V  angle  formé  par  ces  deux-ci. 

Et  réciproquement  :  La  bissectrice  d'un  angle  et  sa  per- 
pendiculaire dii^isent  harmoniquement  cet  angle. 

81 .  On  conclut  de  là  cette  propriété  du  cercle  : 
Quand  deux  points  dii^isent  harmoniquement  un  dia- 
mètre,  les  droites  menées  d'un  point  de  la  circonférence 
à  ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur  la  droite 
menée  du  même  point  à  l'une  des  extrémités  du  diamètre. 

Car  les  deux  droites  Se,  ^fifg-  lo)  sont  conjuguées 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  Sa ,  Sa'  :  mais  celles-ci 
sont  rectangulaires  ;  par  conséquent  Tune  déciles  est  la  bis- 
sectrice de  Fangle  des  deux  droites  S  e ,  Sf 
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—  Relations  entre  quatre  droites  en  rapport 

harmonii/ue. 
ites  les  relations  entre  quatre  points  e»  rapport 
itjue  qui  peutpni  se  mettre  sous  une  forme  telle, 
ne  contiennent  que  des  rapporta  anharmonîques , 
roui,  par  le  simple  changement  des  segments  en 
^  u  uRgles ,  à  quatre  droites  en  rapport  harmonique. 
Ainsi ,  la  première  des  équations  (a)  s'écrit 
^    ^_ 

On  a  don.- 

si..(A,A').siD(A.F)_ 
.in(Ê,A'j'siD(E,F}         • 
ou 

fiin  (A,  A'),  sin  (E,  F)  =  asin  (A,  F),  sin  (E,  A'). 

83.  De  mÉme ,  l'équation  (4),  qui  contient  un  point  arbi- 
trûre,  donne  la  suivaute,  qui  contient  une  droite  arbi- 
traire, 

sin  (M,  A')  _  siii(M.  E)       sin  (M,  F) 
^  sin  [A,  A')  ~  sinfA.E)  ■*"  sîn  (A,  F)" 
Et  pareillement 

sin(M,  F)  _  sin  (M,  A)       sin  (M,  A') 
'^sin(E,  F)  ~sin(E,A)  "*"  sin(E,  A')" 
Si  l'on  prend  la  droite  M  perpendiculaire  à  la  droite  F,,  il 
vient 


tang(E,F)       Ung(E,A)       tang(E,A') 
m 

2Cût{E,  F)  =  col{E,  A)-(-(;ol(E,  A'). 
84.   La  formule  (19)  donne  celle-ci  ; 

sin(M,  A)sin(M,A')    ,   sin  (M,  E)  sin  (M,  F) 

sin(H,  A)sin(N,  A'J  "^  sin(N,  E)ainiN,F} 

_       5in(M,  a)sin[M,  0) 
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dans  laquelle  M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a, 
O  les  droites  conjuguées  harmoniques  de  la  droite  N  par 
rapport  aux  deux  couples  de  droites  Â ,  A',  et  E ,  F. 
Si  les  deux  droites  M,  N  sont  rectangulaires,  il  vient 

col{N,A)cot(N,A')-hcot(N,E)cot(N,F)  =  2cot(N,«)cot(N,0). 

85.  Enfin,  la  formule  (20)  donne  celle-ci  : 

sin(M,A)siD(M,A')   .    ,«  „^  .    ,^     ^ 
sin  (  N,  A  )  sin  (  N,  A'  )        ^    '     /       v    »   / 

M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a  est  la  droite 
conjuguée  harmonique  de  la  droite  N  par  rapport  aux  deux 
A  et  A'. 

Si  les  deux  droites  M ,  >l  sont  rectangulaires ,  il  vient 

cet  (N,  A)  cet  (  N,  A'  )  sin  (  E,  F)  sin  (  N,  a) 
4-  coe  (  N,  E)  sin  (  F,  a)  sin  (N,  E) 
4-  cot'fN,  F)  sin  (>,  K)sin(N,  F)  =r  o. 


CHAPITRE  T. 


(1--J 


uJatx  poùus 


86.  DcKX  poôu*  «ont  iH*    tânà  wamlttiKiauit .   sur 
ne  drabr,  yimd  od  oDOBÛt  ■cnr  point  mîlïai  «t  ]«  pro- 
il,  0V  racUogle,  de  lenn  dirtaocei  k  me  oH^îbc  oom- 
me  prise  cor  b  «ème  droite. 

Soioit  a,  a'  la  drti\  potou  (fig.  ii),  «  leor  point 
•en,  rt  i*  le  pmdnil  de  leurs  dittum  an  point  de  M; 
I  a 


aa  ^iti  —  •;     a«  =  ±VM3  —  p. 

Ainsi,  la  déiennination  des  denx  points  dépend  de  la  con- 

et  les  distances  des 
deux  points  â  l'origine  M  sont 

et 

M«'=Mï  — 

On  peut  donc  dire  que  deux  points  sont  exprimés  ou 
représenU-s  par  an  point,  qui  sera  leur  milieu,  et  un  rec- 
tangle, qui  sera  le  produit  de  leurs  distances  à  une  origine 
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Quand  le  rectangle  u  est  négatif,  l'expression  y  Ma — i^ 
est  toujours  réelle,  et  la  détermination  des  deux  points 
s'efiTectue  toujours.  Mais  quand  le  rectangle  ^  est  positif,  il 

faut,  pour  que  Texpression  y  Ma  —  i^soit  réelle,  que  Ma 
soit  plus  grand  que  f]  s'il  est  plus  petit,  Fexpression  est 
imagirtairej  et  les  deux  points  cherchés  n'existent  plus.  On 
dit  alors  qu'ils  sont  imaginaù'es. 

Nous  appellerons  points  conjugués  ce  système  de  deux 
points  déterminés  simultanément  par  deux  données,  savoir, 
leur  point  milieu,  et  le  produit  ou  rectangle  de  leurs  dis- 
tances à  une  origine  commune. 

87.  On  peut,  en  impliquant  ces  deux  données  dans  une 
équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue  j  représen- 
ter les  deux  points  par  cette  seule  équation.  Car  on  a 

Ma-hMfl'=2Ma     et     UaMa'  =  v'y 
d'où 

M/i(2Ma  —  Mfl)=  «', 

Mo  —  2Ma.Ma-h«'  =  0, 

OU,  en  représentant  Ma  par  x^ 

x'  —  aMa.x-f-f'^o. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  donc  les  distances  des 
deux  points  a^a'  k  Torigine  M.  Quand  ces  racines  seront 
imaginaires ,  on  dira  que  les  deux  points  sont  imagi- 
naires. 

88.  Ainsi  Ton  conçoit  bien  ce  que  nous  entendrons  par 
deux  points  imaginaires  sur  une  droite;  cela  signifiera 
que  les  deux  données  ou  éléments  qui  servent  à  la  déter- 
mination des  deux  points,  savoir,  leur  point  milieu  et  le 
rectangle  de  leurs  distances  à  une  origine  commune, 
donnent  lieu  à  une  expression  imaginaire  des  distances  de 
ces  points  à  l'origine,  ou  bien  que  l'équation  du  second 
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di'gré,  qui  suffit  pour  reprise ii te l' le^  deux  puists,  a  g<!9  ra- 
cines imagirt  aires. 

Quand  nous  parleious  de  deux  points  imaginaù-es,  ïl 
sera  question  de  deux  points  conjugués  déterminés  eomme 
il  vient  dV-lre  dit,  lesquels  pourront  avoir,  avee  une  figure 
donnée,  certaines  relations  au  moyen  de  leurs  deux  élé- 
mentsf  et  il  ne  s'agira  pas  de  deux  points  quelconques  indé- 
pendants l'un  de  l'autre ,  tels  que  deux  points  qui  appar- 
tiendraient à  denx  systèmes  dîil'érents  de  points  conjugués. 

89.  Le  produit  des  dislances  de  deux  points  i/ttagï' 
nnires  à  un  point  réel,  prix  sur  la  même  droite,  est  réel 
et  toujours  positif. 

Les  deux  points  imaginaires  sont  déterminés  par  leur 
point  milieu  <x  et  le  pi-oduit  de  leurs  dislances  à  une  ori- 
gine m  :  ce  produit  étant  y.  les  distances  sont  (86) 


ma'  =  ma  —  \mat  — c. 

Si  l'on  change  d'origine  et  qu'on  prenne  le  point  M ,  on  a 

ma  =Ma  —M  m, 

ma-=Ma'—Mm  , 

ma.mfi'  —  Mn.Mo' —  (Mo  +  M«')  Mm  +  liTiT.' 

Or,  ma. ma'  =  f  et  Ma  -H  Mn'  =  i  Ma  ;  il  s'ensuit  que 

Mn.M"'  —  2. Ma. Mm  +  .■  —  Mm". 

Ainsi  le  produit  M«.Ma'  est  toujours  léei. 

Il  est  toujours  positif.  Kn  ellet ,  on  peut  écrire 

M  o .  M  rt'  =lin'—  { M  ï  —  M  iiiy  H-  .■. 
Or.  y\%  —  \\m  =  mo<;i\o\»: 


M«.Mo'  =  Ma  — t'"'-"). 
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y^ma  —  u)  est  négatif  par  hypothèse,  puisque  les  deux  points 

sont  imaginaires;  donc  Ma  — \ma  — i^J  est  une  quantité 
positive;  donc  Ma. Ma'  est  positif. 

^autrement.  On  simplifie  la  démonstration  en  représen- 
tant les  deux  points  imaginaires  par  Téquation  du  second 

d^ré 

jr'  -4-  flj:  -4-  ô  =  G , 

dont  les  racines  sont  les  distances  des  deux  points  à  une 
origine  commune  m. 

Remplaçant  x  par  x'  +  A ,  on  a  l'équation 

dont  les  racines  expriment  les  distances  des  deux  points  à 
une  autre  origine  M,  déterminée  par  la  Valeur  attribuée  à 
A.  Le  produit  de  ces  distances  est  égal  à  (A*  +  aA  +  &)  ; 
quantité  réelle  et  toujours  positive,  car  elle  se  met  sous  la 
forme 


(-r-('-?) 


et  chacun  des  deux  termes  est  positif;  le  premier,  comme 
étant  un  carré ,  et  le  second  (b  —  y  ]  »  parce  que  les  racines 
de  Téquation  proposée ,  savoir. 


"-;-v/(f-*)' 


sont  imaginaires,  par  hypothèse.  Donc,  etc. 

§  II.  —  Relations  entre  des  points  réels  et  des  points 

imaginaires, 

90.  Deux  points  imaginaires  peuvent  avoir  des  relations 
réelles  avec  différentes  parties  d'une  figure,  par  exemple, 
avec  des  points  réels.  Ce  seront  des  relations  dans  les- 
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quelles  les  deux  points  imaginaires  seront  représentés  im* 
plicitemeiit  par  leurs  deux  éléments,  c'est- A-dire,  dans  les- 
quelles enlrcroul  ces  deux  éléments. 

Ainsi,  supposons  que  dans  une  figure  on  ait  trouvé  entre 
troispoiuts  en  ligne  droite  ,  o,f,  a,  le  point  milieu  O  des 
deux  premiers,  et  un  autre  point  m  de  la  même  droite, 
cette  relation 

me.mf+B  =  ama./nO, 

V  étant  uu  rectangle  ou  produit  de  deux  lignes,  dépendant 
de  la  figure.  On  peut  regarder  ce  rectangle  et  le  point  a 
comme  les  èlénteiits  de  deux  points  a,  a'  (réels  ou  imagi- 
naires), le  point  a:  étant  leur  point  milieu,  et  le  rectangle  f 
le  produit  de  leurs  distances  au  point  ni;  l'équalion  pourra 
donc  s'écrire 

et  elle  exprimera  une  propriété  de  la  figure,  relative  aux 
deux  points  déterminés  par  les  deu\  éléments  a.  et  v. 

Si  les  deux  points  sont  réels,  on  pourra  les  substituer, 
dans  l'énoncé  du  théorème  exprimé  par  l'équatîon  ,  au 
rectangle  i';  et  s'ils  sont  imaginaires,  on  pourra,  soit  con- 
server ce  rectangle  dans  l'énoncé  du  théorème,  soit  y 
introduire  la  notion  des  deux  points  imaginaires  ,  mais  en 
sous-en tendant  la  définition  que  nous  avons  donnée  (88) 
de  ces  points  fictifs. 


91 .  La  propriété  qu'exprime  l'équation  que  non; 
le  prendre  pour  exemple,  c'est  que  les  deux  points  a 


'enons 
n',  qui 

ont  pour  milieu  le  point  a,  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  e,y(6(î). 

Ainsi  l'on  peut  concevoir  deux  points  imaginaires,  con" 
jugués  harmoniques  par  rappoit  à  lieux  points  réels^  cela 
veut  dire  que  les  deux  points  réels  ont ,  avec  les  éléments 
qui  lepréseiitenl  le  système  des  deux  points  imaginaires, 


d 
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les  relations  qui  expriment  d'une  manière  générale  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  réels ,  conjugués  deux 
à  deux. 

92.  Nous  avons  vu  que  quand  les  deux  points  imagi- 
naires sont  donnés ,  ainsi  que  le  milieu  des  deux  autres 
points,  ceux-ci  sont  toujours  constructibles,  et  par  consé- 
quent toujours  réels  (77).  Il  s'ensuit  que  quand  deux  cou- 
ples de  points  a^  a!  et  e^  f  sont  en  rapport  harmonique, 
l'un  des  deux  couples  seulement  peut  être  imaginaire ,  et 
que  l'autre  est  toujours  réel. 

Si  l'on  donne  le  système  des  deux  points  imaginaires 
a ,  û',  et  l'un  e  des  deux  points  réels ,  le  second  f  se  déter- 
minera par  la  relation 

ea ,  ea!  =z  eoi ,  ef    (70), 

dans  laquelle  les  deux  points  imaginaires  entrent  par  leurs 
deux  éléments,  savoir,  leur  point  milieu  a  et  le  rectangle 
ea.ea*  de  leurs  distances  au  point  e. 

93.  Quand  deux  systèmes  de  points  sont  représentés, 
respectivement,  par  deux  équations  du  second  degré, 

j:'  -f-  rij:  -h  ^  =  G, 

les  relations  que  ces  points  doivent  avoir  entre  eux  s'ex- 
primeront au  moyen  des  coefTicicnts  a,  i,  a',  //,  qui  équi- 
valent aux  deux  éléments  de  chaque  couple  de  points.  S'il 
s'agit  de  la  relation  harmonique,   elle  s'exprimera   par 

l'équation 

aa' 
A  -H  ^'  —  —  =  o, 

qui  équivaut  à 

a ,  a*  étant  les  milieux  des  deux  couples  de  points ,  et  j^,  i^' 
les  produits  de  leurs  distances  à  Torigine  m  (66). 
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94,  Observation.  —  Bien  que  nous  exprimious  le  rap- 
port harmonique  de  quatre  points  par  uue  équation  de 
coudition  entre  les  éléments  des  deux  couples  de  points,  il 
ne  faut  pas  songer  à  exprimer  dv  même  le  rapport  anhar- 
monitjue  de  quatre  points.  La  ehose  n'est  possible  dans  le 
premier  cas,  que  parce  que  les  deux  points  de  chaque 
couple  entrent  d'une  manière  symétrique  dans  la  relation 
harmonique,  de  même  que  dans  chacun  de  leurs  deux  élé- 
ments, de  sorte  que  l'on  peut  changer  un  point  en  son  con- 
jugué, et  vice  versa. 

Si  l'on    pouvait  exprimer  que  le  rapport  anharmonique 

— >;  -7y  des  deux  couples  de  points  a,  a'  et  e, y  est  égal  à  X 
par  une  relation  entre  X  et  les  quatre  éléments  des  deux 
couples  de  points,  cette  relation  n'indiquerait  pas  dans  quel 
ordre  on  devrait  prendre  les  deux  points  a,  a',  non  plu» 
que  les  deux  e,  J\  de  sorte  qu'on  ne  saurait  pas  si  le  rap- 


port  anharmouique  est 


"/'  "'/ 


§  111,  —  Autres  élémeiiti  par  lesquels  on  [leiit  déterminer 
deux  points  imaginaires. 

95.  On  sait  construire  le  point  conjugué  harmonique  f 
d'un  point  donné  e ,  par  rapport  à  deux  points  réels  on 
imaginaires  a,  a'  (92).  Ce  point,  qu'on  appelle  aussi  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux  a ,  a'  par  rap- 
port an  point  donné  (62) ,  est  toujours  réel ,  de  même  que 
le  point  milieu  des  deux  points  a,  a'  ei  le  pi'oduit  de  leurs 
distances  à  une  origine  commune.  De  ces  trois  choses,  le 
point  milieu  des  deux  points,  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques  par  rapport  au  point  donné,  et  le  rectangle 
de  leurs  distances  à  une  origine  commune,  deux  suffisent 
pour  déterminer  la  Iroi.sième,  cl  par  conséquent  pour  dé- 
finir les  deux  points. 


nt  pour  de-     ■ 
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En  effet,  qu'on  reprëseutp  le  produit  ma.wa'  par  f, 
l'équation  (66)  s'écrit 

rielavioa  enti-e  les  deux  éléments  v  vt  a  des  deux  points  j 
a,  a\  réels  ou  îmagiiiatrcs,  et  leur  ceutre  des  moyenne^  | 
haimouïquesy  relatif  au  point  e. 

96.  On  pourrait  donc  prpndri',  pour  détenniner  le  sys- 
tème de  deux  points  conjugués  susceptibles  de  devenir  ima- 
ginaires, d'autres  élénuints  que  le  point  milieu  et  le  rec- 
tangle que  nous  avons  choisis  parce  que  ce  sont  les  deux 
éléments  qui  se  présenieui  le  plus  souvent  dans  les  sptîcu- 
lations  géométriques,  et  qui  entrent  explicitement  dans 
l'équalion  du  second  degré  qui  sufiit  pour  représenter  les 
deux  points. 

En  général ,  ou  peut  prendre  toute  l'clation  géométrique 
qui  conduit  A  une  équation  du  second  degré.  Par  exemple, 
ayant  .sur  une  droite  quatre  points  fixes  A,  A'.  R,  B',  on 
déterminera  la  position  de  deux  points  «,  «',  si  l'on  ex- 
prime que  le  rapport  des  produits  des  distances  de  chacun 
d'eux  aux  deux  couples  de  points  A ,  A'  et  B ,  IV,  respecti- 
vement, a  une  valeur  donnée,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Aa.k'a  __  Afl'.A'n  _  . 

Bu.B'a  ~~  Bo'.B'o'  ~  *" 

Une  manière  de  déterminer  deux  points,  qui  se  présen- 
tera très-souvent  dans  la  théorie  des  sections  coniques, 
sera  de  les  considérer  comme  divisant  liarmoniquement 
deux  segments  â  la  ibis;  ces  segments  pouvant  être  réels 
on  imaginaires. 

On  détermine  encoie  deux  points  conjugués  par  le  sys- 
tème d'une  droite  et  d'un  cercle,  ou  d'une  droite  et  d'une 
section  conique,  et  de  diverses  autres  manières,  comme 
nous  le  verrons  dans  la  suite. 
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5  |\,  —  tK  n  ititne  fie  Jeux  points  imaginaires  en  rapport 
tuintionique  avec  deux  points  réels. 

97.  La  plupart  des  relations  entre  deux  couples  de  points 
en  rapport  harittoniquo,  que  nous  avons  démontrées  dans 
l'hyptxliâsc  ^<-'  <pi3ti''^  points  réels ,  ne  sont  plus  applicables 
dans  le  cas  où  deux  de  ces  points  sont  imaginaires',  tomme 
il  pi'ul  arriver  (91  )  -,  c'est-à-dire  «jue  ces  relations  peuvent 
ne  pins  avoir  de  sens  eiplicile  ;  les  segments  qui  y  entrent 
sont  en  quelque  sorte  désagrégés,  et  ne  représentent  que  des 
quantités  imaginaires,  lesquelles  ne  sont  rien  par  êlles- 
inZ-mes,  considérées  isolément;  par  exemple,  la  relation 


"/ 

' 

"7 

ii'a  pas  de  sens  expli 

ite ,  s 

lat 

If) 'sont  ima^ 

H  non  plus 

et  beaucoup  d'autres. 

Mais  si  l'on  admet  que  l'on  puisse  faire  sur  les  quantités 
imaginaires  les  mêmes  opérations  d'addition,  multiplica- 
tion, etc.,  que  sur  les  quantités  réelles,  principe  pratiqué 
en  algèbre,  alors  on  déduira  de  chacune  de  ces  équations 
une  relation  où  les  deux  points  a,  a' n'entreront  que  par 
leurs  deux  éléments,  et  cette  relation  sera  une  expression 
explicite  et  intelligible  du  rapport  harmonique  des  deux 
points  imaginaires  a,  a'  avec,  les  deux  point  réelsa.y.  Par 
exemple,  la  seconde  équation  ci-dessus  donnera 


équation   où  n'entrent  que  les  deux  éléments  des  deux 
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points  imaginaires ,  savoir,  leur  point  milieu  a ,  et  le  rec- 
tangle ea.ea!  de  leurs  distances  au  point  e. 
On  pourra  donc  exprimer  les  dépendauces  existantes  entre 
leax  points  imaginaires  et  des  parties  réelles  d'une  figure^ 
ifendances  qui ,  au  fond,  ne  peuvent  contenir  que  les  élé^ 
mnts   des  deux  points,  par  les  relations  générales  qui 
anviennent  au  cas  de  points  réels  et  dans  lesquelles  ces  é/é- 
ments  n'apparaissent  pas  explicitement.  Maïs  alors  les  scg- 
■ents  qui  entrent  dans  ces  relations,  comme  dans 

ae  a!  e 

doivent  être  considérés  comme  des  symboles  y  au  moyen  des- 
quels on  fait  allusion  au  cas  où  les  points  seraient  réels ,  et 
qui,  combinés  entre  eux,  comme  dans  ce  cas  spécial,  con- 
duisent à  des  relations  où  n^entrent  que  les  éléments  des 
deux  points.  De  sorte  que  la  relation  symbolique  primitive 
n'est,  au  fond,  qu'une  expression  de  cette  relation  entre 
des  éléments  toujours  réels. 

Il  sera  donc  permis  d'employer  ces  relations  symboliques, 
on,  en  d'autres  termes,  de  raisonner  sur  des  points  ima- 
ginaires ,  comme  on  le  forait  dans  le  cas  analogue  où  ces 
points  seraient  réels. 

5  V .  —  Manière  de  déterminer  simultanément  deux  droàes 
conjuguées  passant  par  un  point  donné.  —  Droites 
imaginaires. 

98.  On  peut  déterminer  la  position  de  deux  droites  issues 
d'un  point  donné ,  par  celle  des  deux  points  où  ces  droites 
rencontrent  une  droite  flxe.  Et  quand  ces  deux  points  seront 
imaginaires,  on  dira  que  les  deux  droites  sont  elles-mêmes 
imaginaires. 

On  peut  aussi  déterminer  les  deux  droites  directement , 
parles  angles  qu  elles  font  avec  un  axe  fixe  mené  par  leur 


5 
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point  di-  concours,  IJcs  an^]ea  siTOiit  rei>i'<'scnlts  par  kui-s 
lan^ciitrs  ou  coiangemc-s;  et  la  posUion  des  ik'U\  droites 
sera  déterinin«n  qtiand  on  ronnaitra  le  produit  ei  la  .somine 
des  cotangcntcs.  Soient  u,  w'  le»  d«is  nngii's,  S  et  P  la 
nomme  pi  le  produit  des  deux  rotanf^ciitos;  rdles-ci  sei-oiit 
les  lacïiics  du  ré<]uatïon  du  second  degré 


cot'r  —  (cotw  +  colV}cotT-)-ontu.fiot»'  =  o. 
La  somme  des  deux  cotangcutcs  lise  la  position  d'une 
droite,  (jui  ext  la  conjuguée  harmonique  de  l'axe  fixe,  pai- 
rapport  aux  deux  droites  clierehdes  A}  A'.  Car.  appelant  F 
cetie  droite  conjuguée,  et  E  t'axe  lixc,  on  aura 

anil(R,F)  =  POl(E,A)-(-çoI(E,  A')     (8S), 
nu 

?«.t(E.F)  =  eol«-l-eoi,-'. 

On  peut  donc  dire  que  deux  droites  sont  déterminées 
simultanément,  ({uand  on  connaît  1k  prn<iuit  des  cotan- 
gcntcs  de  leurs  inclinaisons  sur  un  axe  ilxc  et  la  droite  con- 
juguée harmonique  de  cet  ave  par  rapport  aii\  deux  droites 
cherchées.  Cette  droite  et  le  produit  des  cotangentes  des 
inclinaisons  peuvent  être  considérés  comme  les  éléments 
propres  à  la  détermination  des  deux  droites. 

Les  deux  droïies,  nonobstant  la  réalité  de  ces  deux  élé- 
ments, peuvent  être  imaginaires.  Ainsi  l'on  voit  ce  que 
nous  entendrons  par  droites  imaginaires  représentées  par 
deaxéléments  réels,  comme  le  sont  deux  droites  réelles. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  systrmcs  de  points  imagi- 
naires et  de  leurs  relations  avec  d'autres  parties  réelles 
d'une  ligure,  s'appliquera  naturellement  aux  sysièmes  de 
droites  imaginaires.  Il  est  inutile  dVutrer  â  ce  sujet  dans 
aucun  nouveau  développement. 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE    DE    LA    DIVISION    HOMOGRAPHIQUE. 


§  I.  —  Dwisions  homo graphiques  de  deux  droites. — 

Faisceaux  homo  graphiques , 

99.  Définitions.  —  Quand  deux  droites  sont  divisées 
en  des  points  qui  se  correspondent  un  à  un  et  tellement, 
que  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  Fune  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  correspondants  de  l'autre,  nous  dirons  que  ces  deux 
droites  sont  divisées  homographiquement ,  ou  bien  qiic 
leurs  points  de  division  forment  deux  dii^isions  homogra^ 
phiques. 

Nous  verrons  qu'il  y  a  beaucoup  de  manières  de  former 
des  divisions  horuo graphiques . 

Quand  deux  faisceaux  dont  les  droites  se  correspondent 
une  à  une  sont  tels,  que  quatre  droites  quelconques  du 
premier  aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  droites  correspondantes  du  second,  nous  dirons  que 
les  deux  faisceaux  sont  homo  graphiques. 

Nous  verrons  plus  tard ,  en  traitant  de  la  théorie  géné- 
rale des  figures  homographiques ,  la  raison  et  le  sens 
propre  de  cette  expression.  Bornons-nous  à  dire,  pour  le 
moment,  que  cette  notion  des  divisions  et  des  faisceaux 
homographiques  nous  sera  d'un  très-utile  et  très-fréquent 
usage  dans  la  géométrie  des  figures  rectilignes  et  dans  celle 
des  sections  coniques. 

100.  Construction  de  deux  divisions  ou  de  deux  fais- 
ceaux HOMOGRAPHIQUES.  —  Unc  droitc  L  étant  divisée  en  des 
points  rt,  i,  c,  ^/v?  sï  1  <^"  veut  diviser  ho mo graphique-- 


5. 


^ 
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ment  uD«  »e«ondc  droite  L',  oa  pourra  prendre  arbitraire- 
ment sar  celle-ci  Iroîs  points  a',  b\  c'  pour  correspondre, 
un  à  un,  anx  trois  points  n,  b,  c;  puis  déterminer  le» 
points  (i',  e",...,  ijui  correspondront  aux  autres  points 
d,  e,...  de  la  première  droite,  par  la  condition  cjne  le  rap- 
port anliannonitpiedeâ  points  a',  &',e' et  uni|uatiièmef/'Boit 
égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  il;  c'est-À-dire  par 
une  étjuation  telle  que 

ab      db       a'A'      d'il- 


Je  dis  que  les  points  d',  e',...,  dëlerminés  ainsi,  diviseront 
la  seconde  droite  Ao/riogra^Ai'fwement  par  rapport  à  la  pre- 
mière, c'est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  quelconques  il,  e',...,  sera  égal  à  celui  des  quatre 
points  el,  e,...  de  la  première  droite. 

En  eflet,  qu'on  transporte  la  droite  a'b',  de  manière  à 
faire  coïncider  le  pointn'avec  le  point  a,  la  droite  a'b'  fai- 
MDt  avec  ab  un  angle  quelconque:  les  deux  droites  bb'. 
ec'  concourront  en  un  point  S.  et  chacunf  des  droites  H^, 
ee',..,  passera  par  ce  point  (38).  Il  s'ensuit  que  quatre 
points  quelconques  d\  e',...  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique ^gal  à  celui  des  quatre  points  correspondants 
W,  e,...  (14);  et  par  conséquent  les  deux  droites  sont  di- 
visées homographiquement. 

Autrement.  On  détermine,  par  hypothèse,  les  points 
d\  e', /',...  par  les  équations 


ab     db 


d'h' 


mbre  à  mcnibi-e  les  deux  piT 


,  pour  éli- 
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miner  les  points  a  et  a',  on  a 

de  '  ec       d*  d  '   e^c' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  b^c^  d^  e  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
V,  c',  d!,  e'. 

Pareillement,  les  deux  systèmes  de  quatre  points  b^  c,  d^f 
et  b\  c'^  à\j'  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Ainsi  f  eif  forment  une  égalité  de  rapports  anharmo- 
niques avec  &,  c,  //et  b\  c',  d\  de  même  que  e  et  c' . 
Donc,  par  ce  qui  vient  d*êtrc  démontré  à  Tégard  des  points 
//,  e  et  d\  e\  on  conclut  que  c,  d^e^  f  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  de  c',  d'^  c'y  f , 

Il  en  est  de  même  des  deux  systèmes  c,  d^  ^9  ^9  et 
c',  d\  e',  g' ,  Donc,  les  deux  systèmes  d^  e,  j\  g  et  d\  e',  J  \  g' 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Pareillement,  les  deux  systèmes  //,  e,/,  heid\  e\  J\  h! 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  \  et  Ton  en  con- 
clut que  les  deux  systèmes  e,  J\  g^  h  et  e',  /',  g\  h'  ont 
aussi  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Il  est  donc  prouvé  que  quatre  points  quelconques  de  la 
première  droite  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  ce- 
lui des  quatre  points  correspondants  sur  la  seconde  droite. 

101.  Etant  donné  un  faisceau  de  droites  Â,  B,  C,  D,..., 
si  Ton  veut  former  un  second  faisceau  homographique,  on 
pourra  prendre  arbitrairement  trois  droites  A',  B',  C  de 
ce  faisceau ,  pour  correspondre  respectivement  aux  trois 
A,  B,  C;  puis  on  déterminera  une  quatrième  droite  D'  cor- 
respondante à  une  droite  quelconque  D  du  premier  fais- 
ceau ,  par  la  condition  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  droites  A',  R',  C/,  D'  soit  égal  à  celui  des  quatre 
A,B,  C,  D. 

On  démonti*cra  directement,  par  1rs  mêmes  raisonne- 


f(^  tKArrt  DE  GËOUËTKIE  SUPËRIETKE. 

«tenu  qur  pour  la  ilivisioa  homographicpic  de  tiens  dimits. 
i|Uv  \c»  Uouv  faiirejiux  sont  liomo^raphlque».  On  pe«t  anssi 
Uirv  i|lit:',  M  l'on  courte  les  deu\  faiscraux  par  dm  txaiu- 
vvrtuiltv,  les  points  d'î&ierseclîoo  formeront  sur  «s  denx 
Uniitr»  i)nix  (Tivi&îous  qoi ,  d'après  ce  qui  TÎ^t  Jtee  d^ 
OMUitrô,  seront  homi^raphiqnes:  J'où  il  snjt  que  lc«  dctis 
UÎWV4UX  MlX-m^iDes  sont  homoçraphiques. 

^  n.  —  Prophèlès  gêwétri^uei  Je  JtMX  ifiiiii  i  AvIMt 
koMugraphiijurment .  cf  i/r  c/cux  Jaûctmmx  hmmmgnÊ- 


109.  QoaRi/  «fi»  droda  ùtmes  ifiat  * 
contnrnt  (JniX  Mitret  Jrvitgs,  tUrtJtM 
druT  tihitittns  hotmogmpit^uef. 

Soient  des  droites  i^ues  d'an  pmnt  p  {_fig-  i^U  et  rb- 
coninnt  dciu  droitei  &xes5L,  SL'  en  des  poùti  «.  a  : 
'•.  ft'i  r,  c';  —  i  «s  pcÂnts  di«iseal  les  Aaa  dratteSL, 
9.'  homograpipytemcnt.  Car  quatre  poiols  y  li  mw^m  i 
a,  A.  r ,  f/  de  la  pranièrv  droite  ont  leur  rapport  anku-nx>- 
niqne  <^al  à  celni  des  quatre  point»  oorrespoodasu  de  la 
MnMde(U). 

n  est  dur  que  le  point  d  inleneirtîoa  des  de«x  drat» 
SL.  SL'  rcprésoite  deux  pmnlf  de  dinàoB  kotncio^oes 
coûMàdeUs.  NcssifittMtsqDe  œ  paHoie^t  un  point  conuuM 
■a^  denx  £TÎ<àons. 

103.  Rédivoquemeni.çwut^^Joux  t£nM(«j  jOfti  ûàve«» 
IxmtogriafAiqiteamfyil ,  si /emr  point  Je  concourir  iv-mj*J<Te 
ix^mm^  apparif-ruinl  a  la  première  Jifoitm.  efx  lat-mt'mir 
«wi  hiimfJoi^ne  dans  la  seconJ^  Jifisàon.  lej  Jn\â^  yw 
foiaJivini,  an  à  un  tvfffrn^vnifni .  tottf  /f*  pMnij  -i?  di»!i- 
iion  hoTwk^^uts.  carurourrant  en  un  même  pMrsi. 

(Ma  osi  e\idoii  d'appfs  le  ibe<*réBW  iS8  . 
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104.  Quand  ties  rajons  issus  de  deux  points  Jijre.t  sa 
coupent  deux  à  deux  en  des  poiiUs  situés  en  Hgne  droite, 
eus  rayons  forment  deux  J'aiscenux  homogrtiphitjues. 

En  effet,  soient  a,  h,  c.  d  (fig.  i3)  les  poiuts  d'îaltn^ 
section  de  quatre  rayons  du  jireinier  faisceau,  par  les 
rayons  correspondants,  un  ;i  un  respectivement,  du  second 
faisceau  :  ces  quatre  points  étant  en  ligne  droite,  leiu*  rap- 
port anbarmoiiiqiie  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  issues 
du  poil 
issues  < 

droites  ont  leurs  rapports  autiarmoniqucs  t'gaux  ;  ce  qui  est 
le  caractère  de  deux  faisceau^i  lioniogiaphiques.  Donc,  etc. 
II  est  clair  que  la  droite  OO',  qui  joint  les  centres  des 
deux  faisceaux ,  représente  deux  droites  honiologuis  des 
deux  faisceaux,  lesquelles  sont  coïueidenles.  Nous  dirons 
que  cette  droite  est  un  rayon  cnmnmn  aux  deux  faisceaux. 


>int  O,  et  à  celui  des  quatre  droites  correspoudautcs 
1  point  O'  (i3).   Doue,  les  deux  séries  de  quatre 


i05.  Réciproc|Uenien[,  tjiuind  deux  faisceaux  homo- 
g)tiphitfues  sont  icllenifnt  placés,  tpie  fa  droite  qui  joint 
leurs  centref,  élan!  considérée  comme  appartenant  au 
pretnier  faisceau ,  soit  elle-même  son  homologue  dans  le 
second,  les  autres  droites  du  premier  faisceau  rencontie- 
ront,  respectivement,  leurs  homologues  en  des  points 
situés  en  ligne  droite. 

Cela  résulte  immédiatemenl  dn  ihéorème  (^i)-  \ 


i06.  Quand  deux  droites  sont  di'risêes  homographique-r 
ment  aux  points  a,  h,  c,.,.  el  a',  1>',  c',...,  tjui  se  corres- 
pondent un  à  uu  resifectivenient ,  si  l'on  pretid  sur  une 
droite  aa',  fjui  joint  deux  points  correspondants,  deux 
points  fixes  <jnelvonques  P,  P',  les  droites  Ph,  Pu,...,  tvn~ 
contreront  respectivement  les  droites  P'b',  V'c',...,endcs 
ftoints  S,  y,...  qui  seroiU  en  ligne  droite. 

Encflcl.  ces  droites  formeni  deux  faisceaux  liomosm- 
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plaques,  parce  que  quatre  rayoDs  «Ja  pi-emier  faiiiceau  ont 
leur  rapport  aiiharmoniquc  égal  â  celai  de»  quatre  rayoïu 
correspondants  du  sccoimI.  .Mais  deux  ravons  correspon- 
dauta,  savoir.  Va  et  P'a',  coïoctdt'ni  eu  ditvctioD.  Donc 
les  autres  rayons  du  pmoîer  faisceau  renrootrent,  respec- 
tÎTcmcat,  les  ravons  coriT«pondaDts  du  second  en  des  points 
situés  en  li^e  droite  (105). 

Celle  proposition,  qui  coualiiue  un  mode  général  de 
description  d'ime  ligne  droite  par  points ,  donne  lieu  à  de 
nombreux  corotUîres,  laat  à  raison  du  rindéterminaLion  de 
position  des  deux  pâles  fixes  P,  P',  que  parce  qu'il  y  a  bien 
des  manières  dilTérenies  de  faiie  des  divisions  homogra- 
phlques  sur  Aev%  droites,  cooimi!  nous  le  verrons  dans  U 
anite. 


107.  Êtaitt  donnés  deux  ftu'sveaux  homographitjues 
li,  par  le  point  iVùnersectinn  de  drttx  rajom  homo- 
logues, on  mène  itcux  droites  transtvrtales  fixes  ,  (]m 
rencontrent,  respect ivcment .  les  iletLV  faisceaux  en  deux 
séries  de  points,  /e.î  dt-oîtes  ifui  joindront  It-s  points  de  ren- 
contre  de  la  première  transversale  aux  points  de  rencontre 
de  Ui  seconde,  un  à  un  respectivement,  concourront  en 
un  même  point. 

En  elTet,  ces  points  formeront  deux  divisions  honiogra- 
phiqnes  dans  lesquelles  le  point  de  rencontre  des  deux 
transversales  représentera  deux  points  homologues,  c'esl- 
à-dire  que  ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la 
première  transversale,  sera  lui-même  son  homologue  dans 
la  seconde. 

E>ouc,  d'après  le  théorème  (103),  les  droites  qui  join- 
dront, un  à  un  respectivement,  les  autres  points  homo- 
logues cODCourront  en  un  niùmc  point.  c.  Q.  F.  P. 

Coite  proposition,  do  même  qoc  la  pi-ccédenie,  donnera 
lieu  à  licaueoup  de  rorollaiirs.  .i  cause  de  l'indélcrmination 


^ 
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1 6c  position  des  deux  transversales ,  et  des  difliîrealcs  ma- 
I  nières  de  former  les  faiseeaux  homograpliiques. 

108.  Quand  deuj:  di-oites  sont  divisées  honiographique- 
rnent  aux  points  a,  b,  c,...  et  a',  b',  c',...,  quise  corres- 
pondent, un  à  un  respectivement,  tîeiix  droites  telles 
ifue  ab'  et  ba',  qui  vont  de  deux  points  quelconques  de  la 
première  aux  deux  points  correspondanls  de  la  seconde, 
pris  inversement,  se  rencontrent  toujours  sur  une  même 
droàe  fixe. 

DcsigDons  par  la  double  lettre  AB'  le  point  d'îiuersec- 
lion  des  deux  droites  L,  L'  {Jîg-  t4)  ;  la  lettre  A  appar- 
lîeiidra  à  la  première  droite,  et  la  lettre  B'  à  la  seconde. 
Soii  A',  sur  celle-ci ,  le  point  correspondant  au  point  A  de 
]a  première,  cl  B,  sur  celte  première ,  le  point  torrespou- 
daoi  au  point  B'  de  la  seconde.  Cela  posé ,  nous  allons  dé- 
montrer que  le  point  d'intersection  de  deux  droites  telles 
que  «t'el  u'i,  se  trouvera  sur  la  droite  li\e  A'B. 

En  eilet,  les  (juatre  points  a',  b'.  A',  B'  de  la  seconde 
droite  correspondent,  dans  les  deux  divisions  bomogra- 
pbîqucs,  aux  quatre  points  a,  A,  A,  B  de  la  première 
droite;  c'est-à-dire  que  les  quatre  premiers  points  ont  leur 
rapport  anbarmonique  égal  à  celui  dos  quatre  autres  ;  doue 
les  quatre  droites  aa',  ab\  aA\aW  issues  du  point  a  ont 
leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites 
a'a,  a'b,  a'A,  o'B  issues  du  point  a'.  Ces  deux  faisceaux 
de  quatre  droites  ont  deux  rayons  liomologues  coïncidents 
suivant  aa'.  Donc  les  iroîs  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau rencoutrrni ,  un  à  un  respective  ment,  les  ti-ois  autres 
rayons  du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (  105 1  :  ces  trois  points  sont  m  .  point  d'intersection 
des  deux  droites  ab'  et  a'b.  A'  et  B.  Ainsi,  le  point  nt 
CM  situé  sur  la  droite  (ixc  ,VB.  Ce  iju'il  fallait  prouver. 
Ponc.  etc. 
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0      ZuBiiLLàiaE  I. —  Le  point  d'ioUnrction  p  d»  dont 
■ïtes  at',  «r'c.ctIepoinid'inLmMnioBH  >lc» d«nx droîu 
•V  te  ti«tn«il  dimc  sur  U  m^me  dmle.  Or  In  Iroù 
,  b\  r*,  qnt  cnrmpondoit  .an  à  oa .  «m  troH  a . 
KOfoil  éttr  pH»  umt  i  fait  ailMtruraacni .  Dp  là 
dnat-  cr  ibrurônr  : 
aa  pris  utr  dtwx  lignes  ti/vàa  dt-ttr  srrie*  de  t/vct 
x/ciHuftÈes  a.  b.  c  rt  a',  b',  c'  ^'  <e  Murm^KJcnl 
t  à  MB ,  fer  Croâ  points  Je  cfwsatttnt  dn  Jiàtgotalst 
«b'rf  ail,  «c'  rt  «c,  bc'ef  b'c  tant  en  ligne  dmàv. 

\tiiânoeàhtniDtmâaat\'uttu.  (bniimpte^deceibéo- 
tine  panicolîcr. 

Lca  «ptalre  dnttt»  îuue»  do  |toîni  a .  aa',  •■&',  or*  «1  ac 
(Ji^.  1 5  ) ,  ont  leur  rapport  uilurnMU))i|ue  égal  à  odtlî  de* 
<}Ulf«  droîtts  iuanda  point  e,  ea',  ch',  cc'el  ca,  parte 
(joir  cr«  droilis  M  r«t>coDtrcul  clms  a  drai  eu  qtuu^  pataia 
«tlnâ  vn  ligne  draie.  Il  t'ctuuîl  que  )«s  înlmectîoDs  des 
■jUaire  premières  dmites  jmt  la  transversale  ha',  et  les  în- 
lencctiaiia  d»  quatre  aatm  par  la  iransm'sale  Ik'  ftirmatt 
deux  «Mm  df  cjnatrc  points  n',  m.  x.  h  vl  y.  n.  <-',  fi 
ayant  le  même  rapport  anhannonique.  Or  h  est  (Vfni7iun 
aux  deax  séries:  donc  les  trois  droites  n'v,  mn  et  xc'.  ou 
u'c,  mn,  c'a  concoDreoten  un  même  point  |38K  (^'esl-à- 
dire  qne  le  point  de  concours  p  des  deux  droites  ac'  ei  a'c 
se  trouTe  sur  la  droite  in/i.  c.  q.  f.   d. 

Remanfue. — La  figure  représente  un  hexagone  ahcabc' 
inscrit  aux  deux  droites  L,  L'.  et  le  ibéorème  exprime  que 
les  trois  points  lie  concours  des  côtés  opposés  de  l  hexa- 
gone sont  en  ligne  droite. 

(10,  CoROLLtiaE  II.  —  Quand  les  point»  de  division 
a.  h,  c.. .  ..  a  .  h' .  c  , .  .  . .  sur  les  deux  droites  L.  L 
ifig.  i6t.  sont  délcrminés  par  des  transversales  issues  d  un 
mêmf  point  c.  il  eJ!  évident  qur  la  droite   mn  .  lieu  dea 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  75 

points  de  rencontre  des  diagonales  des  quadrilatères  tels 
que  aa'b'b^  bb'  c'c ,  etc. ,  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  droites. 

Ajoutons  que  là  droite  mn  coupe  les  transversales  paa', 
pbb',...,  en  des  points  «,  6,. . .,  qui  sont  les  conjugués 
harmoniques  du  point  p  sur  les  segments  aa',  bb', .  .  .  ^ 
c*est-à-dire  que  Ion  a 

7  -— ■  >>  •  •  •  • 

pfl'  aa' 

ELn  effet,  les  quatre  points  p,  6,  ê^  b'  ont  leur  rapport 
anbarmonique  égal,  d'une  part,  à  celui  des  quatre  p,  a,  a,  a', 
parce  que  les  trois  droites  6a,  Sa,  6V  concourent  en  un 
même  point,  et  d^ autre  part,  à  celui  des  quatre  points 
p^a'y  a,  a,  parce  que  les  trois  droites  ba\  Sa,  b^a  passent 
par  le  même  point  m.  Donc  les  quatre  points  |0,  a^  a^  a 
ont  leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des  quatre 
|0,  a\  oL^a^  et  Ton  a 

pa      a  a        ^a'      aa' 

px       a'%         oa.        a  a 


I 


ou ,  parce  que  a' ar=z  —  aa\ 


pa       7.a 
pa       aa 


Donc  les  deux  points  p,  a  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  a,  a'.  c.  q.  f.  d. 

m  .  Étant  donnés  deux  j  aisccaux  ho  m  o  graphiques,  si 
l'on  prend  dans  le  premier  deux  rayons  quelconques  A ,  B, 
et  dans  le  second,  les  deux  rayons  homologues  A',  B',  la 
droite  qui  joindra  le  point  d'intersection  des  deux  rayons 
non  homologues  A ,  B'  au  point  d'intersection  des  deux 
autres  13,  A^  passera  toujours  par  un  même  point  fixe, 

Sf>it  X  le   point  d'interseclion  des  deux  rayons  A.  B' 
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(Jîg-  17),  el/lc  point  d'intersection  des  deux  lî,  A',  lis'agii 
de  prouver  qiie  la  droite  xy  passe  toujours  par  un  ni^me 
point.  Prenons  le  rayon  Ofl  qui ,  dans  le  pi-emicr  faisceau , 
correspond  à  la  droite  O'Odu  second  faisceau,  et  le  ra^on 
O'fl  qui  correspond,  dans  le  second  faisceau,  a  la  droite 
OO'du  premier.  Le  point  de  concours  A  de  ces  deux  droites 
est  le  point  fixe  par  leijuel  passe  la  droite  xy. 

En  effet,  les  quatre  rayons  du  premier  fais<:eau  OA, 
OB,  00',  OQ,,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  â  celui 
de  leurs  liomologucs  C'A',  O'B'.  O'îï,  O'O.  Coupons  les 
quatre  premiers  par  le  rayon  O'A'  et  les  quatre  autres  par  le 
rayon  OA ,  on  aura  deux  séries  de  quatre  points  «,/,  O',  w, 
cl  a,  X,  (1)',  O,  dont  les  rapports  an  harmoniques  seront 
égaux.  Or,  dans  ces  deux  séries,  le  point  a  est  commun. 
Donc  les  trois  droites  yx,  O'w',  mO,  quîjoignent  les  trois 
antres  points  de  la  première  série  à  leurs  homologues,  con- 
courent en  un  même  point.  Or  le  point  d'inierseclion  des 
deux  droites  Ow,  O'm  est  le  pointa.  Donc  la  droite j:r 
passe  par  ce  poiut  ;  donc,  etc. 

112.  CoBOLLAiRE.  — Dans  les  deux  faisceaux,  trois  droites 
du  second  peuvent  être  prises  arbitrairement  pour  corres- 
pondre à  trois  droitesdu  premier  ;  de  sorte  que  l'on  a, comme 
corollaire  du  théorème  général,  celui-ci  : 

Quand  trois  angles  A,  lï,  C  (Jig.  18}  sous-tendent  une 
mante  corde  OO',  piis  deux  à  deux,  ils  en  sous-tendent 
une  seconde,  et  les  trois  cordes  ainsi  déterminées  con- 
courent en  un  même  point. 

Cette  proposition,  indépendante  de  la  notion  des  fais- 
ceaux homographiqucs ,  se  peut  démontrer  directement 
d'une  manière  fort  simple. 

Soient  mm',  nn'  et  pp'  les  trois  cordes  sous-Iendues  par 
les  trois  angles  pris  deux  à  deux.  Les  quatre  droites  issues 
dn  point  O',  O'A,  O'iî,  O'C  et  O'O,  sont  coupées  parles 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  7, 

(lenx  droites  OA,  OC  en  doux  smes  de  quatre  poiiits  A, 
m',  n',  O  et  n ,  p',  C ,  O  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
uiques  égaux  (14),  et  les  droites  menées  des  deux  poiuts 
m,  p  (iDtersectious  de  OB  par  O'A  et  O'C)  à  ces  deux 
sériesde  points,  respeetivemcni ,  formenl  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  rapports  au  harmoniques  égaux  (i3).  Les 
rayons  de  ces  deux  faisceaux  sont  m  A  ,  mm',  mn',  mO  et 
pn ,  pp\  pC,  pO.  Or  les  deux  rayons  mO  et  pO  sont  coin- 
cidrDts  ;  donc  les  trois  premiers  du  premier  faisceau  ren- 
contrent, respeclivemeni ,  leurs  homologues  du  second 
filsceau  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (i05).  C'est- 
à-dire  que  la  droite  nn'  passe  par  le  point  de  concours  des 
igan  nim',pp'.  c.  q.  f.  d. 

§  ni.  —  Construction  d'un  quatrième  point  ou  d'un  qua- 
trième rayon,  dans  deux  systèmes  de  quatrepoints  ou 
deux  faisceaux  de  quatre  droites,  dont  les  rapports 
anharmonit/ues  sont  égaux. 

H  3.  Trouver,  dans  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  l'un  de  ces  points, 
quand  tous  les  autres  sont  donnés. 

Soient  a,  h,  c,  d  (/tg,  19)  les  quatre  premiers  points, 
et  sor  une  seconde  droite,  a',  b',  c'  les  trois  points  qui 
correspoudent ,  un  à  un,  aux  trois  a,h,c.  On  veut  déler- 
miner  Je  quatrième  point  d'  correspondant  au  quatrième 
d,  e'est-à-dire  le  point  satisfaisant  à  une  relation  telle  que 

d^''  ?b'~'i/b''  7h' 

PremAre  manière.  On  mènera  par  le  point  a  nue  droite 
indéfinie,  dans  une  direction  quelconque,  et  l'on  pren- 
dra sur  cette  droite  les  segments  oS,  ay,  égaux  respec- 
lireuenl  à  a'h',  a'c'.  On  mènera  les  deux  droiles  AS,  ey. 


I 
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pats ,  pu-  Irar  point  de  oaaiMan  O,  U  tiniile  OJ  tjui  rrii- 
rontrtx»  U  droite  auxiliaire  aô  on  un  poîoi  j.  Enfin,  on 
*far\»àTO\\ea'b',ïeit:çiaeala'J'  ^a3,H.  le  point 
cbcrclié  if  sera  détenniaé. 

CcUe  cnvutmclioo  s'appli(]ae  an  cas  où  les  poitiUa',&',  c* 
•ont  donna  rar  la  même  droite qoe  a,  h,  c,  J. 

Deuiiéme  manière.  On  mènera  {Jîg-  lo)  les  droites 
ab',  ac',  Icaquell»  rencontreront ,  respect! Tcment ,  les  deux 
a'b,  a'c  en  deux  point»  m,  n.  Les  deux  droites  a'd  et 
lut  *e  eroisemnl  sor  U  droite  mn  (  108).  Par  coDSÂ^nenl , 
U  drmte  ad  »e  trmiTc  déiermiitfe  et  fait  connaître  le 
point  tT. 

Troisième  manière.  Onprendra  sur  la  droite  oa' (^^.  ai) 
deux  points  tjaelconques  P,  F*,  et  l'on  mêoera  les  droites 
PA,  Pc,  et  P'b',  P'c'  ;  les  deux  premières  reneonlrerout  res- 
pectivement les  deux  autre*  en  deux  points  m,  n;  et  les 
deux  droite»  P*^-  P'd'  devront  se  croiser  sur  U  droite 
rnn  (106).  La  droite  Atf  sera  ainsi  déterminée. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  P  et  P* 
i/tg.  aa)  les  points  d'inlersectioa  de  aa'  par  bb'  et  ce'; 
car  alors  rVst  sur  la  droite  cb'  (jue  se  coupent  drux  droites 
correspondantes  Pd,  P'd'. 

Ces  diverses  construclioDS  permettent  de  supposer  que 
l'un  des  points  donnés  sur  chaque  droite  soit  situé  à  l'in- 
fini. 

114.  Déterminer  dans  deux  faisceaux  fie  quatre  droites 
correspondantes  une  à  une  respectivement,  qui  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  le  quatrième  rayon  du 
second  faisceau,  quand  tous  les  autres  sont  connus. 

Soient  OÂ,  OB,  OC,  OD  (Jîg.  33)  les  quatre  rayons  do 
premier  faisceau,  et  O'A',  O'B',  O'C  les  trois  rayons  du 
second  faisceau,  correspondants  aux  trois  OA,  OB,  OC 
du  premier;  il  faut  déterminer  le  quatrième  rayon  O'D'. 
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tnièrv.  On  supposera  qu'on  ait  déplacé  le 
seconri  faisceau  en  amcnaut  son  centre  O'  en  un  point  il 
du  rayon  OA  du  piiîmier  faisceau,  et  en  faisant  coïncider 
en  direction  son  rayon  O'A'  avec  OA  ;  c'est-à-dire  que  par 
point  il  du  rayon  OA  on  mènera  deux  droites  flÊ,  ily 
faisant  avec  flO  des  angles  égaux,  respectivement,  aux 
deux  angles  B'C A',  C'O'A':  puis  on  joindra  par  une  droite 
L  les  points  on  ces  deux  droites  rencontreront,  respective- 
ment .  les  deux  rayons  OB.  OC.  Par  le  point  d'intersec- 
tion ^  de  cette  droite  L  et  du  rayon  OD  on  mènera  la  droite 
JîJ,  laquelle  fera  avec  ilOun  angle  égal  à  l'angle  que  le 
rayon  cherché  O'D'  du  second  faisceau  fait  avec  C'A'.  Ce 
'ayon  est  donc  déterminé. 

Cette  construction  s'applique  au  cas  où  les  deux  fais- 
ceaux auraient  le  même  centre  O. 

Deuxième  manière.  Qu'on  prenne  les  points  dinlersec- 
lion  des  rayons  OA,  OB  {fg-  24)  par  les  deux  O'B',  O'A', 
respectivement ,  et  qu'on  les  joigne  par  une  droite  L;  puis, 
qu'on  détermine  de  même  la  droite  L'  qui  joindra  les  points 
lersection  des  deux  rayons  OB,  OC  par  les  deux  O'C, 
O'B',  respectivement;  qu'on  prenne  le  point  de  concours 
des  deux  droites  L,  L',  el  qu'on  le  joigne  par  une  droite  au 
point  d'intersection  des  deux  rayons  OD,  O'A';  cette  droite 
passera  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  OA. 
O'D'  (H2}  :  cette  dernière  O'D'  se  trouve  donc  ainsi  dé- 
terminée. 

Troisième  manière.  Par  le  point  a,  inlcrseclion  des 
deux  rayons  homologues  OA,0'A'  (//g.  'j5),  on  mènera 
ilenx  transversales  quelconques  ,  dont  l'une  rencontrera  les 
rois  rayons  OB,  OC,  OD  en  trois  points  ft,  c,  rf;  et  l'autre 
es  trois  rayons  O'B',  O'C,  O'D'  en  trois  points  i',  c',  d' . 
,es  trois  droites  AA',  te',  lîd'  concourront  en  un  même 
|>oinl  (107 1.  Donc  ,  par  le  point  d'intersection  P  des  deux 
premières  qui  sont   counues,  on  mènera  la  droite  Vd  qui 


r 
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ilëlcnnioe  te  point  d',  ci,  par  conséquent,  le  rayon  cher- 
ché O'D'. 

Les  deux  transversales  menées  par  le  point  a  sont  arbi- 
traires. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  ces  deux 
droites  [fig.  36)  les  deus  kË  et  a^  issues  du  point  cz  et  pas- 
sant, respcctivemeut,  par  le  point  de  concours  des  deux 
rayons  OB,  O'B'  et  le  point  de  concours  des  deux  rayons 
OC ,  O'C.  En  effet ,  le  point  P  se  trouve  à  l'intersection  dea 
deux  rayons  O'B'  et  OC.  On  joindra  donc  ce  point  au  point 
d  où  le  rayon  OD  rencontre  AB;  la  droite  Vd  rencontrera  la 
droite  AC  en  un  point  d',  par  où  passera  le  rayon  O'D'. 
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CHAPITRE  VII. 


SUITE  DU  PRÉGÉDEUT.  —  DIFFÉRENTES  MANIÈRES  D^EXPRIMER 
LA  DIVISION  HOMOGRAPHIQUE  DE  DEUX  DROITES ,  OU  i/hO- 
MOGRAPHIE  DE  DEUX  FAISCEAUX. 


§  I.  —  Dwision  homographique  de  deux  droites. 

I.  Équations  à  deux  termes. 

115.  Soient  a,  &,  c  trois  points  de  la  première  droite, 
a\  b\  c'  les  trois  points  correspondants  de  la  seconde;  un 
quatrième  point  m  de  la  première  droite  étant  pris  arbi- 
trairement, on  déterminera  son  homologue  m'^  sur  la 
seconde  droite ,  par  la  relation 

am      ac       a'm'      a'd 


ou 


am  a  m'  lac      a'c*\ 

b^i^  FJiP\bc''    F?) 


ac      a'c' 


7-7  est  une  quantité  constante  X  ;  on  a  donc 


bc      Vc 


am        .  a'm' 


Ainsi ,  quand  deux  droites  sont  div^isées  homo graphi- 
quement y  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque 
de  la  première  à  deux  points  Jixes  de  cette  droite ,  est  au 
rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde 
aux  deux  points  fixes  homologues,  dans  une  raison  con- 
stante, 

H6.  Réciproquement:  Quand  deux  points  variables 
m,  m'  {livfisent  deux  droites  ab,  a'b'  ^//  segments,  dont  les 

6 
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lupfiorti  r— 1  r;— 7  xont  entre  eux  dans  uitr.  mi 
ttantc,  cps  iieu3-  points  J'orr 


son  con- 
tes deux  droites  ilcux 


divisions  /loniographtqut 

En  pffel ,  que  r,  c'  soient  un  sysième  particulier  des  deux 
points  m,  m';  nn  aura  Ii-s  deux  équations 


br~ 


njuaiioii  f|iii  prouve  que  les  deux  point-t  nt,  m'  manquent 
deux  divisions  horaograpliiques  (100). 

117.  On  prut  donner  à  la  constante  X  une  expression 
gëomëlrîquc  très-simple.  Supposons  que  le  point  m'  soît  à 
l'iufini ,  et  soit  I  la  position  correspondante  du  point  m 
sur  la  première  droite;  on  aura 


Pareillement,  en  appelant  J'  le  point  de  la  seconde  divi- 
sion qui  correspond  au  point  de  la  première  situé  à  l'in- 


Oni 


rilie  aisément  régalité  de  ces  deux  expressions  de  1, 


n  désignant  par  oc  et  oc  '  le. 
ux  droites,  on  peut  (■rrirc 


points  si  tués  à  l'infini  sur 
■     a' y 
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qOAtre  points  a,  &,  I  et  oo  sur  ta  première  droite,  et 
cl^  h\  00  '  et  J^  sur  la  seconde ,  ont  leurs  rapports  anhar- 
moniqoes  ^aux. 

Dans  l'expression  de  i ,  tt»  I  est  le  point  de  la  première 

division  qai  correspond  au  point  situé  à  l'infini  dans  la 
seconde  ;  conséquemment  c'est  un  point  fixe ,  indépendant 
des  deux  points  a ,  6.  Il  s'ensuit  que  Tun  de  ces  deux  points 
étant  pris  arbitrairement,  on  peut  choisir  le  second  de 
manière  que  la  constante  X  ait  telle  valeur  positive  ou  néga- 
dve  que  l'on  voudra.  On  peut  même  demander  que  X  soit 
^aie  à  —  I  :  il  suffira  de  prendre  les  points  a  et  &  de  part 
et  d'autre  et  à  égale  distance  du  point  I. 

118.  Ccis  particulier  de  la  div^ision  homograpl)ique  de 
deux  droites.  —  Il  est  une  valeur,  et  une  seule,  que  ne  peut 
avoir  la  constante  X,  ou  plutôt  qu'elle  n'a  que  dans  un  cas 
particulier  de  la  division  homographique,  c'est  + 1 .  Alors 

le  rapport  ^ï  =  -h  i  exige  que  le  point  I  soit  à  l'infini. 

Ainsi,  le  point  situé  à  Finfini  sur  la  première  droite  a 
pour  homologue,  sur  la  seconde,  le  point  de  celle-ci  situé  à 
Tinfini. 

L'équation  qui  exprime  ce  cas  de  la  division  homogra- 
phique de  deux  droites  est 

am       a' m' 


bm       b'm'  ' 

et  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles, 
ou  semblablement.  Car  cette  équation  donne 

am         _  a  m'  am       a' m' 

am  —  bm       a' m* —  b'm'        ab        a'  b* 

ou 

am  ab 


— — 7  =  -TT'  ~  consr.; 
a  m         a  b 


6. 
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■^  i|uî  pronve  cpic  lii>  <]fu\  droites  WDt  divïséei  ru  uatiks 

prufmriioDU  t- J)  es . 

Oo  peut  Aonc  (lin-  cjue  :  Deux  droàei  dimécs  en  parties 
proportion  acile*  sont  liiwées  liomographi^u^ment ,  m-ee 
cette  circonstance  paniciilière ,  tfue  les  points  à  /'infini 
sur  les  deux  droites  sont  ileux  points  de  division  lu>mo~ 
logues. 

Q  suit  de  là  que  quand  od  a  deu?c  droites  divisées  homo- 
graphiquement  d'une  manière  générale i,  on  peut  en  faire 
la  perspective  de  manière  à  avoir  deux  droites  divisées  en 
parties  pi-oportioiinclles.  U  suftit  que  deux  points  de  divi* 
sion  humologucs  sur  les  d<-ux  droite»  passent  ensemble* 
Tinfini  dans  la  perspective. 

1ï9.  Discussion  de  réquatio»  (i).  —  Cette  équatîoo. 
qui  conlieut  quatre  segments,  se  réduira  à  trois  ou  à  deux, 
si  l'on  prend  un  ou  deux  des  points  fixes,  à  l'infini;  car, 
pour  chaque  point  pris  à  l'infini ,  le  se^^mcnt  compté  de  ce 
point  devient  infini  et  disparaît  de  l'équation  ,  parce  que 
la  constante  renferme  ua  auti'e  lactcnr  infini  qui  forme 
.ivec  le  premier  un  rapport  égal  à  l'unitr. 

Ainsi ,  supposons  que  le  point  b  soit  à  l'infini ,  je  dis  que 
l'équation  devient 


lar  l'équation  primitivi 


hm  "  h<-        h' m-'  h'< 


'""        b'm-  '  'ht   y'  "  h'r-  )' 
(;  pdiiil  /'  étant  à  l'infini,  le  rapport  -r-  est  égal  à  l'unité, 
fl  il  ri'SU' 
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Celte  équation  constitue  donc  une  manière  d'exprimer  la 
diyision  homographique  des  deux  droites. 

120.  PareiDement ,  si  le  point  a*  de  la  seconde  droite  est 
pris  à  l'infini ,  le  segment  a*  m'  disparait  comme  infini , 
parce  que  la  constante  contient ,  en  dénominateur,  a!  v'  qui , 

n*  m' 

étant  aussi  infini,  rend  le  rapport  — 7-j-  ^al  à  l'unité;  l'é- 
quation devient  donc 


am  = 


Wm' 


Désignons  par  I  le  point  a  de  la  première  di'oite ,  qui 
correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  et  par  J'  le  i>oint 
V  de  celle-ci  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  \  Fé- 
quation  sera 

(3)  IlIf.J' //!'=>. 

Ainsi,  quand  deux  droites  sont  dii^isées  homograp/u^ 
quementy  si  Von  prend  sur  chacune  le  point  qui  contes- 
pond  à  r infini  de  Vautre,  les  dislances  de  deux  points 
homologues  quelconques,  aux  deux  points  ainsi  déter- 
minés, auront  leur  produit  constant, 

121 .  Réciproquement  :  Quand,  à  partir  île  deua:  points 

fixes  sur  deux  droites,  on  prend  deux  points  tels,  que  le 

produit  de  leurs  distances  aux  deux  points  fixes,  respec- 

tii^ement,  soit  constant,  ces  deux  points  dii^iseront  les  deux 

droites  homographiquement. 

En  effet ,  soient  I ,  J' les  deux  points  fixes ,  et  w ,  m'  deux 
l)oints  pris  sur  les  deux  droites ,  respectivement ,  de  manière 
que  Ton  ait  Iw.J'/7/'  =  X.  Soient  a,  a'  deux  positions 
rorrespondanles  des  deux  points  m,  //i',  de  sorte  i\\\v. 
la.  y  a'  =  ).    Ces  deux  équations  donnent 

!///__         y  m' 
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Désiguons  par  u  et  y'  les  points  situés  à  l'inlini  sur  Ifs 
lieux  droites;  on  peut  écrire  • 

Im^    am  _^     î'm' 

Donc  les  deux  s../ies  de  quatre  points  «,1,  u,  m  et  a',  /, 
J',  m',  qui  se  corrcspoodeiil  un  à  un,  ont  leurs  rapports 
auliarmoniques  égaux.  Donc  les  trois  premiers  a,  1,  u  cl 
leurs  corrcspondauts  a',i-',  S'  restant  fixes,  les  deux  autres 
m,  m' divisent  homographiquement  les  deux  droites  (100). 

c.    Q.    F.    D. 

122.  Observation  relaliye  aux  signes  -\-  et  — -  Quand 
on  exprime  la  division  homographique  de  deux  droite» 
par  l'équation 


il  u'est  pas  absolument  nécessaire  de  convcuir  du  sens  dans 
liKjatfl  les  segments  seront  regardés   comme  positifs  ou 

négatifs,  parce  que  chaque  rapport  -. —  et    r,— ,  a  "n  signe 

-+-  ou  —  indépendant  de  cette  convention ,  comme  nous 
l'avons  dit  {8).  La  position  du  poîntr»,  relativement  au 
segment  (i£,sufBt  pour  déterminer,  d'une  manière  absolue, 
le  signe  du  rapport^ — ,  et  ce  signe  détermine  celui  du 
rapport  j-, — ;.  et ,  par  suite,  la  position  du  point  ni',  lequel 
se  trouve  sur  le  segment  a'b'  ou  au  dehors,  selon  que  le 
signe  du  rapport  -j: — -,  est  —  ou  -H.  De  sorte  qu'on  construit 

la  division  de  la  seconde  droite  sans  aucune  ambiguïté. 
Mais  il  n'en  sera  plus  de  mj^me  si  l'on  prend  l'équation 


TJUrrÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  87 

n  faut  nécessairement  alors  convenir  du  sens  dans  lequel 
le  segment  a  m  sera  regardé  comme  positif' ou  négatif'. 

De  même,  si  Ton  exprime  les  divisions  homographiqucs 
par  Técpiation 

il  &udra  convenir  aussi  du  sens  dans  lequel  ou  comptera 
les  segments  &'  m!  positifs. 

II.  Équation  à  trois  ternies. 

J23.  On  peut  exprimer  Tégalité  des  rapports  anhar- 
moniques  de  deux  systèmes  des  quatre  points  a ,  & ,  c  ,  /// , 
et  a',  b'^f  c\  tn  par  Téquation  à  trois  termes 

am     ac       c' m'      c'a'  _, 

—  • u-   -- •  —  I       (47^ 

bm'  hc        b'm''  b'a''^         ^      " 

^  .  bc       .  b'a' 

ou ,  en  taisant   -  =  A ,  et  -r—,  =  u. , 

ac  c' a        ' 


I 


Ainsi ,  étant  pris  sur  une  première  droite  deux  points  iixes 
a ,  &,  et  sur  une  seconde  droite  deux  points  fixes  //,  c'  dont  le 
premier  est  arbitraire,  mais  dont  le  second  est  l'homologue 
du  point  b  de  la  première  droite ,  cette  équation  expri- 
mera la  division  homographique  des  deux  droites. 

Cette  équation  à  trois  termes  nous  sera  d'un  grand  usage. 

Les  trois  points  a,  &,  c'  étant  pris  arbitrairement,  on 
peut  en  placer  un ,  sur  chaque  droite ,  à  Tinfini  ^  les  fac- 
teurs qui  deviendront  infinis  disparaîtront  de  Féquation  ^ 
parce  qu'il  se  trouvera  dans  les  constantes  d^autres  facteurs 
infinis  qui  donneront  lieu  à  des  rapports  égaux  à  Tunité, 
comme  dans  Téquation  à  deux  termes.  D'après  cela,  Té- 
quation  (4)  prend  les  trois  formes  suivantes  : 
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et  le  dcvÛTtil 

om       a'  m'  «m         a' m' 


Que ,  dam  ceDe-ct .  on  fasse 
elle  devient 


~  i/>^ 


12G.  On  conçoit  bien  que  l'obseivation  précédente  l  !^) 
sur  la  nécessité  d'indiquer  le  sens  dans  li-qucl  on  comptera 
les  segments  positifs  ou  négatifs,  s'appUtjuc  nécessaiienniui 
aux  équations  (5,  6,  7  et  8). 

127.  La  formule  (6)  conduit  naturellement  à  mie  pro- 
priété intéressanie  de  deux  divisions  liomograpbiques ,  sa- 
voir, que  l'on  ptfut  toujours  /ifentliv,  à  partir  d'un  point 
lionne  tic  la  pmmièrv  flivision ,  deux  segments  qui  soient 
égaux  respectivement  à  tiurs  homologues  dans  la  seconde 
division ,  mais  l'un  avec  le  même  signe,  et  l'autre  avec  un 
signe  contraire. 

Eu  eflét ,  les  deux  divisions  s'expiiment  par  l'équation 


Si  l'on  veut  que  le  segment  am  soit  égal  à  son  homologue 
a' m'  et  de  même  signe,  le  point  m  sera  déterminé  par  l'é- 
quation 

F.t  si  l'on  demande  un  segmentai!  égal  à  son  lioniologui; 
a'M'  et  de  signe  contraire,  on  aura 


Mettant  à  la  i>laec  de»  i-onsianles  À 
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géométriques  (1^4)  9  on  a 

am  =1  al  -^  a'  y  y 
flM  =  aI--a'J'. 

128.  application. — Si  autour  d'un  point  p  (^fig.  27)  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  deux  droites 
fixes  SA ,  SA'  en  m  et  m',  ces  deux  points  marqueront  deux 
divisions  homographiques ;  les  parallèles  aux  deux  droites, 
menées  par  le  point  p,  déterminent  les  deux  points  I  et  J'^ 
et  Ton  exprime  Thomographie  par  la  relation 

Supposons  que  les  segments  S  m,  S  m'  soient  comptés  ^o^i- 
tii^enient  vers  A  et  A',  et  négativement  sur  le  prolongement 
des  deux  droites  au  delà  du  point  S. 
Si  l'on  demande  que  S//I1  =  Sm', ,  on  aura 

S/M,  =  SI-4-SJ'. 

Dans  la  figure  SI  est  positif,  et  SJ'  négatif;  il  faudra  donc 
prendre,  de  I  vers  S,  Imi  =  SJ',  et  le  point  /Wi  sera  déter- 
miné. 

Si  l'on  demande  que  SM  =  —  SM',  on  aura 

SM  =  SI  —  SJ'. 

SJ'  est  négatif  par  lui-raùme  dans  la  figure,  donc  la  valeur 
numérique  de  SM  est  (Sl-f-SJ').  On  prendra  donc,  a 
partir  de  I  dans  le  sens  positif,  IM  =  SJ';  et  le  segment 
SM  sera  déterminé. 

129.  Si  l'on  demande  de  mener  par  un  point  p  pris  sur 
la  base  d'un  triangle  SAA'  [fig,  28)  la  droite  pmm'^  qui 
retranche  deux  segments  am^  a^in'  égaux,  soit  avec  le  même 
signe,  soil  avec  des  signes  difiërents,  la  solution  sera  la 
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mCmc:  on  aura,  pour  nne  transversale  qudoonqac , 

Al        A'J'  _ 

Am~^  A'rn  ~  '' 
cl  pour  Am  =  d=  A' m', 

A/n  —  Al±  A'J  . 
Poor  construire  ces  expressions  de  A  ni,  il  faut  connailix-  le 
sens  dans  letjucl  se  compieut  les  s^mcnu  poutifs  sur  irs 
deux  droites  SA ,  SA'. 

Si  l'on  demandait  que  les  deux   segments  Ant,  A'm' 
fussent  entre  eus  dans  un  rapport  dounc,  que  l'on  eàl 
Am  ;=^  ih  i.  A'm';  Âm  se  déterminerait  par  l'expression 
Am  =  AI±:i.A'J'. 

Mais  CCS  questions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du  pro- 
blème de  la  Section  de  raison  d'Apollonius,  dont  uouï 
donnerons  une  solution  générale  (chap.  XIV).  ^ous  nous 
sommes  proposé  seulement  ici  de  démontrer  la  propriété 
de  deux  divisions  homographiques  exprimée  par  le  théo- 
rème (127),  et  de  donuer  un  exemple  de  l'usage  des 
signes  +  ol  —  dans  li-s  applications  de  rciti:  tliéonc. 

III.  Autres  équations  à  trois  termes. 
V-Vi.  On  peut  exprimer  deux  divisions  humograpliiqur.s 
par  l'équation 

dans  laquelle  a,  h,  c  sont  trois  points  lixes  de  la  première 
division;  a',  h',  c  les  trois  points  homologues  et  ~'  un 
point  Oxe  pris  arbitrairementdans  la  seconde  division  (18): 
ou  bien,  en  prenant  le  point  t  r'i  l'infini ,  par  l'équation 
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IV.  Équation  à  quatre  termes. 

131 .  Soit  a  un  point  6xe  de  la  première  droite,  b'  un 
point  fixe  quelconque  de  la  seconde,  et  m,  m' deux  points 
correspondants  quelconques  des  deux  droites;  on  aura 
entre  les  deux  segments  am,  b'm'  la  relation  constante 

am.b'm' '\-  \,am  4-  ^.ft'w'-f- v  =  o, 

1,  ju,  V  étant  des  coefficients  constants. 

Pour  démontrer  Téquation^  considérons  sur  la  seconde 
droite  le  point  a'  correspondant  au  point  a  de  la  pre- 
mière ,  et  sur  celle-ci ,  le  point  b  correspondant  à  b'  de  la 
seconde;  on  a 


am        .  a!  m! 


ou 

am ,  b'  m'  —  X* .  bm,a'm'  =  o. 

!Nous  voulons  ne  conserver  que  les  segments  am ,  b'm'-^ 
remplaçons  donc  bm  et  a'  m'  par  leurs  expressions 

î'Ç;  bm  =  am  —  /16  ,     a' m' =.  b' m' — b' a' \ 

il  vient 

nm.h'm'—  h{am  —  ab)  {b'm'-  b' a')', 
ou 

am.b'm' {i-'k)'{-k.b'a' .nm-\-k,ab.b' m'—k,ab.b'a*  r=o  (*), 

ou 

nm.b' m' -^\.am -\- \L,b' m' -^  V  =zo,  c.  q.   f.   d. 

n  est  clair  que  dans  cette  équation ,  de  même  que  dans  plu- 
sieurs des  précédentes  (122, 126),  les  segments  aw,  b'm' 
ont  nécessairement  des  signes.  Cela  résulte  d^ailleurs  de  la 

(*}  On  peut)  à  la  place  de  la  constante  k  ,  introduire  deux  points  bomo- 
lo^uea  r,  c';  on  aura 


ca    c'  a' 


""  ch'  c'b' 
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il dmonBt ration  mftini'.  Car  s'il  n'esl  pas  indispensable  de 
donner  des  signes  aux  segmcnis  dans  l'ixpiatioa  (ar) ,  il  n'en 
<<»■  piiH  de  mi^mc  dans  les  relations  (c)  :  li^  segments  j  ont 
n(^re)waîreni<!nt  des  signes  (2);  par  conséipient  ils  en  ont 
Hiissi  iiéeessairemeiit  dans  l'équation  que  nous  avons  dé- 
duite de  ccIlcs-là. 

132.  jiutremenl.  Soieut  sur  les  deux  di-oites  les  points 

I  cl  J'  dont  le  premier  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde, 
et  le  second  à  l'inCnï  de  la  première  ;  on  aura 

|/n.J'«'  =  «>iisl-    (ISO). 
(Ir 

lm  =  om— «I,     rt     J'iB'  =  ft'in'— fr'J'i 
diinc 

(«m  — al}(*'«'— i'J')=consl., 

am.b'm'  —  am .k' i'  —  t^ m' .  a\  =.  cotut. 

C.    Q.    F.    D. 

I3>i.  Pour  détenniner  resprewion  géométrique  de  la 
consunic,  supposons  que  le  point  m  cmncide  avec  a,  et 
soit  (•'  U  [lOsîliiHt  rorrespoiidjnie  du  |>ot»l  ^n';  on  aura 

ou  bien,  en  supposant  que  m'  coïncide  a\ec  A',  ei  m  avec  h. 

—  ab.by=cax\%i. 
I.'équalion  devient  donc 

am-hm-  —  am.by  -  b  m' .  <il    •-  al.b' .1   —o, 
on,  iiulîirén'mment. 

<i»t.^w'-  am.h'y—  h-m  »\  +  fc'J'.  ab  =  0. 
Iîl4,   UtH'iprotjiicmont  ;  .V  Von  prenil  sur  lïetLr  tiroites, 

II  {uu-tir  itr  t/ritr  fHv'nls  firfs  a.  b*.  A-itr  s<-gnifnt.t  ani, 
ii'«i'«><iM*  (•'!/'*•  i-w-r  /«i  rrtiitio»  conftttnt^ 
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les  deux  points  m ,  m'  formeront  deux  diyistofu  homo^ 

graphiques. 

En  effet,  supposons  le  point  m  à  Tinfinî,  et  soit  J'  la 

position  correspondante  du  point  m\  l'équation  divisée  par 

am  =  00  se  réduit  à 

^'J'-f->  =  o; 
d'où 

>  =  —  b'r. 

Pareillement,  en  supposant  que  le  point  m'  soit  a  Tinfini, 
et  en  appelant  I  le  point  m  qui  lui  correspond  sur  la  pre- 
mière droite ,  on  trouve 

fi  :=  —  al. 

L'équation  proposée  devient  donc 

am.ym' —  b'J' .  am  —  al.b'm'  -h  v  =  o, 
ou 

(am  —  al)  (b'm'—  *' J')  —  al. ^'J'-H  v  =  o. 
Or 

am  —  al  =  lm,     et     ^/w' —  ô'J'=  J'm'; 

donc 

Im.J'/iî'  =  aI.ô'J'— V. 

Le  second  membre  est  constant.  Donc  les  deux  points  m , 
m'  marquent  deux  divisions  homographiques  (120). 

133.  Autrement.  Représentons  par  r  et  p  les  deux  seg- 
ments «m,  i'm';  Féquation  devient 

rp-f-Xr-f-fxp -|-v  =  o, 
OU 

r(p  -hX)  H-  pp  H-  V  =  o. 

Pour  que  les  deux  points  variables  m ,  m'  marquent  deux 
divisions  homographiques,  il  faut  que  quatre  points  m 
aient  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  correspondants  m' ,  Soient  r,  /*',  /•",  r'"  les  segments 
relatifs  aux  quatre  points  /7i,  et  p,  p',  p"^  p^^'  les  segments 
correspondants  b'm\  Fégalité  des  deux  rapports  anharmo- 


_(,-l).)(p-p-) 


Ou  a  scmblablcmeni 


Par  conséquent 

r  —  r' ■  r'  — r- ~  p  —  p"  ■  p'— p' 

Ainsi ,  il  est  démontré  directement  que  l'équation 

exprime  la  division  homographique  de  deux  droites. 

136.  Nous  avons  trouvé  les  expressions  géométriques 
des  trois  coeEBcients  X,  u,  v,  en  partant  de  l'équation 
Im-J'm'^  const,  (132),  maison  les  détermine  aussi  direc- 
tement. Soit  I  le  point  do  la  premier»-  droite  qni  correspond 


^) 
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à  rinfini  de  la  seconde  ;  on  aura ,  en  faisant ,  dans  Téqua- 
tion  ^b'rn!  infini , 

rtl4-fx  =  0,     f*  =  —  ol- 

Et  pareillement  X  =  —  b'i\  V  étant  le  point  de  la  seconde 
droite  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première.  L'équa- 
tion devient  donc 

am,b' m' —  b'V .  am  —  al.b' m' -{-  v  =:  o. 

Quant  à  la  constante  v,  nous  avons  vu  (133)  comment  on 
trouve  ses  deux  expressions  a\.h' a'  et  h'V ,  ab.  De  sorte 
que  l'équation  devient 

am,b' m' —  b' V ,  am  —  aî.b' m'  -h  al.b'a'  (ou  b'3\ab)  =0. 

n  est  facile  de  vérifier  l'égalité  des  deux  valeurs  de  v,  et 
d'en  voir  l'origine  •,]^car  l'équation  alJj'a!  =:.  b'V  ab^  s'é- 

.     a\  b' y  r  n  •  1 

cnt  —j  =  j-f—,  ;  et ,  sous  cette  torrae ,  elle  exprime  que  le 

rapport  anharmonique  des  quatre  points  a ,  &,  1 ,  00  est  égal 
à  celui  des  quatre  points  correspondants  a',  i',  00  ,  J'. 

V.  Équation  homogène  à  quatre  termes. 

137.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo graphi- 
quement y  si  Von  prend  sur  la  première  deux  points  fixes 
quelconques  a ,  c ,  et  sur  la  seconde  deux  points  fixes 
quelconques  b',  d',  la  diy^ision  homographiquc  sera  expri- 
mée par  la  relation  homogène 

am     b'  m'        ,  am  b' m' 

cm     d' m'  cm  d' m' 

Première  démonstration,  —  Soient  p  et  q'  les  points 
situés  à  l'infini  sur  les  deux  droites  respectivement;  l'é- 
quation peut  s'écrire 

{cm     cp)\d'm'    d' q' }  \cm     cp  J  \d' m'    d' q' ) 
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CfUe  ûquatinn  étant  formée  dp  rapports  anharmomqnes , 
on  peut  ilirr  ijutllc  dérivf  de  IVtjuuiioii  (i),  mi^ine  quand 
les  |>uint>  fi  iH  y'  sont  pris  à  de*  distances  lîuîcs  (30);  d«- 
sortv  4pir  si  l'cquatioci  (i)  viipriine  la  division  homogra- 
phiqne  de  deux  droites ,  l'^uatioD  (:i) ,  dans  laquelle  a,c, 
p  sont  Iroîs  point*  ii\vs  pris  .irbilrairrmnit  sur  une  pre- 
mière droite,  et  />',  '/'.  f'  trois  points  tixes  pris  arbitrai- 
trfiinenl  sur  une  seconde  dl-oite,  exprimi-ra  aussi  la  dtvi- 
.lion  tioiQographiqiie  des  dtfu\  dmiiKs.  iMnis  dans  celltM-i 
ou  pcul  supposer  que  les  dmx  points  c  et  r/'  soient  à  rin- 
fini ,  et  «lora  die  drvînit 

am    b-m'        ,  «w  b'm' 

n-7-l-ï —  +P  ..—  -+»  =  ". 

Ilfl         O  •}  Hfl  V  rf 


(3| 


Donc,  si  la  division  homograpliiqur  de  dirux  droites  est 
exprima  par  i'é<|Uatioii  (i) .  elle  le  sera  aussi  par  l'équa- 
tion (3). 

F.l  r«ciproqncnie»i ,  on  mnonlv  de  ccllo-a  à  TÀpia- 
lion  (i).  Mais  l'^uaiioti  (3)  exprime  la  ditiskiD  bomogra- 
l^iiqne  de  deux  droites  (131).  Donc  IV-qua lion  (i)  l'exprime 

138.  Les  trois  constantes  À ,  u.  v  ont  des  expi-essions  géo- 
métriques Irès-simples ,  tlépendanles  des  quatre  points  don- 
nés a,  c,  b'.  <i'  et  des  quatre  a',  c'.  b.  Wqni  leur  corires- 
pondent  dans  tes  deux  divisions.  Supposant  que  le  point  m 
se  confonde  avec  c.  cl  par  conséquent  m'  avec  c\  on  conclut 
de  l'équation  cette  valeur  de  i , 

,  __  tv 

'  ~       rfV" 

F.l  pareillement,  en  faisant  coïncider  le  point  m'  avec  d'. 
_       "'' 

Puis,  eu   supposant  que  le  point  ni  se  confonde  aveca, 
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et  ensuite  avec  &,  on  en   conclut  ces  deux  expressions 
diflerentes  de  v, 

L'équation  (i)  devient 

am    h'  m'        h' c'     am       ad    h*  m'       ab    c' b'  

,     ,        .  .  1      ,  b' a^     ad 

et  le  dernier  terme  peut  être  remplace  par  -77—7  •  —  • 

D'après  les  expressions  des  trois  constantes  X,  /x,  v,  on 
voit  que  quand  ces  coefficients  sont  donnés  numérique- 
ment, on  peut  en  conclure  immédiatement  la  position  des 
quatre  points  a',  c',  h^  d  qui  correspondent  respective- 
ment aux  quatre  points  donnés  a,  c,  ft',  d' . 

139.  Remarquons  que  Téquation  (4)  peut  s'écrire  de 
manière  que  tous  ses  termes  soient  formés  de  rapports  an- 
harmoniques  ,  ce  qui  nous  permettra  de  l'appliquer  à  deux 
faisceaux  homographiques  (148).  11  suffit  de  la  diviser  par 

—  —— ,  ;  elle  devient 
cd    de' 

/ am     ad  \    l b' m'     b' c' \         i  nm    ad\ 
[cm'cd]    \d'm'  '  ^V  )  "'  \rm  '  7d  I  ~ 

^^       ^     b'm'     b'c'\        fab    ad\ 


d'm'  *  d'c 


I  ^1 


(ab    ad\  /bW^     b'i/ 

\^'7d)     *'"     \d'a''d^\ 


=r  o. 


On  peut  déduire  de  cette  équation  générale  toutes  celles 
à  deux,  h  trois  et  à  quatre  termes  données  précédemment-, 
mais  il  est  inutile  d'entrer  dans  ces  détails. 

140.  Deuxième  démon  st  rat  ion.  —  î /équation  (4)  se 
peut  conclure  de  la  relation  fondamentale 

am  a' m' 

aa  moyen  des  formules  pour  le  changement  d'origines  (25). 

7- 
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En  cllci,  qu'on  prenne  sur  les  deux  droiies  respective- 

incnl  den\  poiiiU  lises  c  et  el\  et  qu'on  remplace  les  deus 

am    a'm'  am        d' m'  ,        ,  . 

i-apuorts  7—,  ■  ; — ■  par  - —  el  77 — ;  i  au  moyen  des  deux  lor- 


lulec 


l 


l'équation  devient 

/  fcr       ab    em\   1  a' li'        II' a'     il'm'\ 

Qu'on  remplace  1  par  —  ;  j;— ;i  eit  vertu  de  l'équalîon  d'où 
l'on  pan,  et  qu'on  observe  qu'il  existe  enti*  les  quatre 
point»  «',  A',  c\  (/'  la  relation 

ft'rf'        //.'  r'l>'     fd'      '       '' 
l'équation  devient 

b'm'   be  a^'     c"./'       am   bc  iV         èW     ab    a^       ab     b'a'  _ 

d'm'   ac   éh'     b'd'       cm    ae  b'd'       d' m'    ac     b'/l'       ac     b'd' 
Divisant  par  le  coefficient  du  premier  terme ,  et  ayant  égard  . 
à  l'égalité 

ab    ad       a' b'     a' d'  ,      nb     a'd'.e'b' ad 

7b'7d~7F  'Td'-''    *  ""    ~cb"7V~Td'~  ~^' 
on  a  enfin 

am     b'm'         b'c'     am        ad    b'm'        ab     c' b'  

™  ■  dw  ~  5v  '^,'~7d'  d'à?  '*' 7b  '  77' ~ '^  ' 
ce  qui  est  l'équation  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
VI.  lîquations  à  plusieurs  termes. 
141.  Soient  A,  C,  E,  (i,.  .  .  des  points  fixes  sur  une 
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première  droite,  et  B',  D',  F',  H', .  .  .  rfev  points  fixes  sur 
une  seconde  droite^  si  sur  ces  deux  droites  on  prend  deux 
points  ^variables  m,  m',  de  manière  quon  ait  la  relation 
constante 

a.Aw.B'/ii'4-6.C/7i.D'/7/-f-.  .  . -h  s.  Ew  -+- y.F'/w' 
H-j;  G/wH->j.H'/7i'-h.  .  .=:v, 

œs  deux  points  m ,  m'  formeront  deux  dii^isions  homo- 
graphiques . 

En  efliet,  cette  équation  se  ramène  à  l'équation  à  quatre 
termes 

Am.B'//i'-4-'A.A/7H-  a.B'/zi' -h  ^  =  o     (151). 

11  suffit  d'exprimer  tous  les  segments  en  fonction  de  deux 
seuls,  comptés  à  partir  de  deux  origines,  telles  que  A  et  B', 
en  faisant 

Cm=ikm  ~  AC,  D'w'  =  B'w'—  B'D', 

E/w  =  Am  —  AE,  ¥' m'  =  B'm'  -  B'F', 


La  proposition  est  donc  démontrée. 

142.  Ce  qui  distingue  la  forme  de  cette  équation  à  plu- 
sieurs termes,  de  munie  que  toutes  les  précédentes,  c'est 
qu'il  n'y  entre  pas  le  produit  de  deux  segments  relatifs  au 
même  point  m  ou  m'^  d'où  il  résulte,  qu'à  un  point  m  ne 
répond  qu'un  point  m',  et  réciproquement.  C'est  là  la  pro- 
priété fondamentale  et  caractéristique  des  divisions  homo- 
graphiques. 

^  11.  —  Faisceaux  h onio graphiques. 

143.  On  peut  exprimer  l'homographie  de  deux  fais- 
ceaux, en  les  coupant  par  une  ou  deux  transversales,  et  en 
exprimant  qu'ils  font  sur  ces  droites  deux  divisions  homo- 
graphiques.  Mais  on  peut  aussi  se  servir  de  relations  géné- 
rales entre  les  sinus  d(*s  angles  que  deux  rayons  homologues 
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tiMl  avw:  «let  axKS  fisc».  Ccê  n-lalions  setoai  ^  4 

Hume»-,  du  nrnMi  que  celles  relatives  auï  dtfÛM 
mw1lh]UK>  <itr  tiens  <lruiu:)i. 

I.  £i[iinlion»  à  deux  t^rmes- 

j>oJMU  (pulrv  rajons  A ,  B ,  C,  M  du  }kreBÛcr 
L't  \k*   quatre  raTOQS  corrcspomlaiits  A'.  D'.  C.  U' 
uvoai)  taîscVBu;  on  aura  (51  ) 

ji(A.C)  _  BiD_[A'^;j    m{A',C, 


fi(B',M'r»infr,C' 
ua 

rintA,  M)  _  ain(A',M')    r»iri(A,  Cj    an 'A'. Cil 
»Tii(B,Mj~sin(B',M')  '  [«11.(8,  C)  '  «mB*.  cj' 

OH,  on  représentant  par  },  le  facteur  coosunt  da  *o 


I 


mr-uibiv , 


sin(A,  M)  _     wntA^^M;) 
siti  (B,  M)  ~     iiinfB',  M')' 


1  fapport 

K-nt,  ai  1"^»  <î^"''  droites  A',  11'  tout 


Atnai .  t^L'iK!  ric[uatiou  exprime  que  ]en  deux  rayonsM,  M', 
iiiiî  Inuriietit  autour  d<!  deux  points  (ixes.  (ortoatt  dem 
Ifllsceaux  homograptiiques. 

lii.  Si  les  deux  droites  iiKOH  A,  It  sont  rectangulaires, 
-1 — '-—^    devient   taiifî  (  A,  M);  et  semblable- 
t  rectangulaires. 
De  ncirte  que  l'équation 
|,,j  tang(A,M)r^)L.i;mg(A',  M') 

iiK(irinu;que  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux  fais- 
iimiix  homogiaphiquis. 

DflNn  cette  équation  où  la  direction  de  chaque  rayon 
OM  on  fyW  se  détermine  par  rapport  à  une  seule  droite 
OA  ou  O'A',  il  faut  eouveiiir  du  sens  dans  lequel  ou  comjv 
U-ra  leK  aiigV-s  positifs  autour  des  dim\  centres  O  et  O'. 
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i-15.  Cas  particulier.  — Deux  faisceaux  y  dans  lesquels 
les  angles  de  Vun  sont  égaux  y  respect ii^ement^  aux  angles 
de  Foutre  y  sont  homo graphiques , 

Cela  est  évident ,  car  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
rayons  du  premier  faisceau  est  égal  à  celui  des  quatre 
rayons  homologues  du  second  faisceau ,  puisque  les  angles 
du  premier  faisceau  sont  égaux  à  ceux  du  second. 

Ainsi  riiomographie  s'exprimera  par  Téquation 

(3)  angle  (  A,  M  )  =  ±  aogle  (  A',  M' } . 

Les  deux  faisceaux  peuvent  présenter  deux  cas  dillérenls , 
relativement  au  sens  dans  lequel  tournent  leurs  rayons  res- 
pectifs. Si  les  rayons  tournent  dans  le  même  sens,  les  deux 
faisceaux  ,  que  nous  supposons  avoir  le  même  centre  ,  peu- 
vent être  rendus  coïncidents,  par  une  simple  rotation  de 
lun  d'eux.  Et  si  les  rayons  toui*nent  en  sens  contraii'c,  il 
existe  toujours  deux  rayons  dont  chacun ,  considéré  comme 
appartenant  au  premier  faisceau,  est  lui-même  son  homo- 
logue dans  le  second  faisceau  :  ces  deux  rayons  sont  rec- 
tangulaires ,  et  les  deux  faisceaux  sont  placés  symétrique- 
ment de  part  et  d'autre  de  chacun  d'eux.  Nous  dirons . 
dans  le  premier  cas ,  que  les  deux  fais(îeaux  sont  sembla- 
blés  y  et,  dans  le  second,  qu'ils  sont  symétriques. 

II.   Équations  à  trois  ternies. 

146.  On  a  entre  les  quatre  droites  A,  B,  C,  M  et  leurs 
homologues  A',  IV,  C,  M'  l'équation 

sin(A,M)    sin(A,  C)       sin(C,  ^V)    ûn{a,M)  _ 

$in(B,  m;  •  ^ni  B,  C    "^  shT^STM^  '  ^B^X'^  ~  ^     '^   ^* 

r,  .  sin(B,  Ci       ^         sin(B',  A')  .,     . 

raisons  -.— ^— -— =  /   vx     -\         /_  —  ix\  il  vieni 
sin(A,C)  smiC  ,  A  ) 

,  .  sin  ^A,  M  )  sin(C',  W 

4  '  •".  — :;: — tt"  ~^"  'J-  —  * 


sin  (  B,  M         '   sin  i  B',  M' 
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Ainsi ,  étant  donnera  i]tnii  droites  fixes  A  ,  it,  dtas  anlix-s 
draille  fixes  C.  B',  el  deas  <nnsUntirs  i  ei  ii.  cette  étpia- 
tîon  f^prime  que  1»  deux  droites  M,  M'  forment  deax 
&i»ceaiix  bomograpbiques.  Dans  en  deux  faisceaax,  tes 
droit'»  B,  B'  soni  deux  ravons  correspoodanls ;  mais  les 
rajona  A  et  C  ne  se  coixespoodent  pas  et  sont  pris  arbi- 
trai rcmeot. 

On  peni  preodre  A  perj>endi  cola  ire  â  B.  et  C  pcrpendî- 
culaiie  â  Wj  l'équation  de\ieiit 


(5! 


_/__  ^ . 


On  peut  «neor«  écrire 

(6)  il«nfi{A,  m -f-tonglC,  «')=!. 

Mais  ici  il  faut  bien  observer  qae  qaaad  les  deux  fais- 
eeaux  sont  donnés,  A  et  C  ne  sont  pas  deux  droites  qiiej- 
eouques;  car  il  faut  que  les  pci-pcndicul aires  B  et  B'  à  ces 
deux  droites,  respectivement,  soient  deux  rajoiis  cori-es- 
pondanls  des  deux  faisceaux. 

147.  L'équation  {5)  donne  lieu  à  cette  propriété  de  deux 
faisceaux  homographiques  :  Etant  pris  un  rayon  du  pre- 
mier faisceau ,  on  peut  toujours  délennineideiijc  autres 
rayons  faisant  avec  celui-là  deux  angles  égaux,  respecti- 
vement, à  leurs  homologues  dans  le  second  Jaisceau, 
mais  l'un  avec  le  même  signe,  et  l'autre  avec  tin  signe 
von  traire. 

En  elFet,  les  deux  angles  formés  à  partir  du  rayon  B  et 
satisfaisant  à  la  question,  seront  déterminés  par  ré<]uation 
tang(B,M)  =  i.±[i. 
III.  Équations  à  qiialrp  termes. 

i4H.    {.équation   homogène  à  quatre  terme»  (1-'(8)  qui 


^ 
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exprime  la  division  hoinographique  de  deux  droites ,  donne 
lieu  à  une  équation  semblable  entre  les  sinus  des  angles  de 
deux  faisceaux  homographiques  (139).  Ainsi,  A,  B,  C,  D 
étant  quatre  rayons  fixes  du  premier  faisceau,  A',  B',  C,  D' 
les  rayons  correspondants  du  second  faisceau,  et  M,  M' 
deux  rayons  correspondants  variables ,  on  aura  Téquation 

siD(A,  M)    sin(BS  Rf)      sin(A,M)    sin(B\C) 
sin(C,  M)'sin(D',  M')      sin(C,  M)  *sin(D',C') 

sin(B^^r)    sin(A,_D)       sin(A,  D)    sin(BS  A^)_ 
sin(D',M'j  *  sin(CrD)  "^  sin(C,  D)  '  sin(D',  A')  ""  ^' 

dont  le  dernier  terme  peut  être  remplacé  par 

sin(B^C)    sin(A,  B) 
sin(D',C')*sin(C,  B)* 
On  peut  écrire 

.       sin(A,  M)    sin(B%M^)       .  siD(A,  M)  sin(B^  M^         __ 

^'       sin{C,  M)  *  sin(D',  M')  "^  ^  sin(C,  M)  "*"  ^  sin{D',  M')  "^  "  ""  ^' 

Cette  équation  exprime  donc  que  les  deux  rayons  M ,  M' 
forment  deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A ,  C  du  premier  faisceau  sont  prises 
arbitrairement,  ainsi  que  les  deux  B'  et  D'  du  second  fais- 
ceau. 

149.  Si  A  et  C  sont  rectangulaires,  ainsi  que  B'  et  D', 
Féquation  devient 

I)  UDg(A,  M)taDg(B^i\r)-h  A.tang(A,  M)  -ha.tang(B',  lVI')-hv  =  o. 

IV.  Cas  où  Tun  des  deux  faisceaux  a  son  centre  à  Tinfini. 

150.  Si  Tun  des  faisceaux  est  composé  de  droites  pa- 
rallèles, on  remplacera  dans  les  formules  précédentes  les 
sinus  des  angles  relatifs  à  ces  droites  par  les  segments 
qu'elles  déterminent  sur  une  transversale,  comme  nous 
avons  fait  pour  exprimei*  l'égalité  des  rapports  anharmo- 


faisci^ux   s  ex- 
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niques  de  deux  faisceaux  du  quatre  dioiu-s,  dont  I 
formt'  de  quatrt;  droites  parallèles  {S3). 

D'après  cela,  l'iuimographio  de»  deux 
primera  par  les  équations  suivnnU's  . 

hqualioas  à  fieu.r  lermei. 

sm(A,M)_      a' m- 
stn{B,  M)         'b'm-  ' 
sin(A.  M)  _ 
sin(R,  H) 
aiii(A,  M)_     y. 
»iB(B,M)~'  6'ffi'' 

Équations  à  tniii  itrmcs. 


sin(A,  M) 
,ii.(C,  M} 

sin(A,  Mj 
*m(C,  M) 
»■"(*.  M) 
sin(C,  M) 


(■■F^'^' 


Mn(A,  M) 

sin{B,M)' 

«n(B,  M)'' 
^*ip(*.M) 
Hn(B,  M) 


Équations  à  quatre  te 
6'™-  .m(A,M)  , 


sia 

(c, 

M) 

siD 

(A, 

M) 

sin 

(i;. 

M) 

Sill 

(A, 

,M| 
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CHAPITRE   VIII. 


SUITE  DU  PRÉCÉDENT.  — DIVISIONS  HOMOGRÀPHIQUES  FORMÉES 

SUR     UNE    MEME     DROITE.    FAISCEAUX     HOMOGRAPHIQUES 

AYANT  LE  MEME  CENTRE. 


§  I.  —  Divisions  homo graphiques  formées  sur  une  même 

droite .  —  Poin  ts  do  u  h  les . 

151.  Quand  deux  droites  div^isées  homographiquement 
sont  superposées  l'une  sur  l'autre,  il  existe  deux  points 
^réels  ou  imaginaires)  dont,  chacun  y  considéré  comme 
appartenant  à  la  première  div^ision,  coïncide  av^ec  son 
homologue  dans  la  seconde  div^ision. 

En  effet,  la  division  homographique  de  deux  droites 
s'exprime  par  Féquation 

am ,b' m'  -\-\. ani  -h  a .  ^' /«'  H-  v  =  o, 

dans  laquelle  «  et  //  sont  deux  points  fixes  quelconques 
pris  sur  les  deux  droites  respectivement  (i3i).  Quand  ces 
deux  droites  coïncident  en  direction,  on  peut  prendre  pour 
V  le  point  a,  et  l'équation  devient 

am . am'  -4-  ^ .  am  -f-  \t. .  am'  H-  v  z=  o . 

Si  Ion  veut  que  les  deux  points  homologues  m,  m'  coïn- 
cident, on  déterminera  leur  position  commune  par  l'équa- 
tion 

am  -h  (>  H-  \t.)am  -f-  v  =  O, 

laquelle  donne  deux  valeurs  de  am.  Conséquemment  il 
existe  deux  points  qui  satisfont  à  la  question:  et  il  ne  peut 
pas  y  en  avoir  plus  di?  deux. 


(o8  THATrt  DE  ceOM^rrRII^  SUI^rcDBE. 

>ou»  donni-rODs  â  txi  à<-u\  |K>iuU  remanjuables  l>;  nom 
dp  poiiiti  doublet,  pour  iadi^uer  que  chacuo  d'eus  repi^ 
aeuie  deux  points  homologues  comcidenU.  Ces  point»  pcu- 
vemJllre  îmagiuaîres. 

ISâ.  Le  milieu  îles  iteiix  poiitts  ilouhl^s  ett  le  nii/ieu 
des  Jeux  points  qui ,  dans  les  deux  divisions,  correspon- 
dent à  l'mjirii. 

En  eflet.  soit  1  le  point  de  U  première  division  tjui  oor- 
respond  »  riiilini  de  la  secondv,  et  J'  li^  point  de  celle-ri 
c[ui  corri-spoad  à  l'iafiiu  dt-  la  prenùèrc;  l'équation  prend 
la  Tonne  (i:)3) 

(^uaiid  le»  deux  points  m,  m'  sr  confondent,  on  a  ^M 

La  somme  des  dislances  du  |>o)ni  a  aux  dcu\  jioiiits 
douilles,  est  donc  (ni  -t-o  J');  ee  ijui  prouve  que  le  point 
milieu  des  deux  points  doubles  coïncide  avev  cehiî  des  deux 
pointa  I,  J'.  (..  Q.  p,  n. 

Désîguant  par O ee  point  milieu,  on  a 

et  1  équation  qui  détermine  les  deu\  points  doubles  dcvii^nt 


153  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  première 
division,  aux  deux  points  doubles,  est  an  rappoit  des 
distances  du  point  vorrespondant  de  la  seconde  division 
aux  deux  mêmes  points,  tlans  une  raison  constante. 

En  eH'et,  soient  e,  J  deux  points  de  la  première  divi- 
sion, et  e',f'  leurs  bomologues  dans  la  seconde  division-, 
l'Iioino^raphit' des  deux  divisions  sera  exprimée  par  l'cqua- 
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tion 


cm        ,   c' m 


fm  J  m 

Et  si  Ton  prend  pour  les  deux  points  e ,  ^ '  les  deux  points 
doubles,  lesquels  coïncident  avec  leurs  homologues,  cette 
équation  devient 

rm         .  cm' 


fm  "■    fm'  ' 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  vérifie  aisément  que  dans  les  deux  divisions  homo- 
graphiques  déterminées  par  cette  équation  les  deux  points 
e,  /'sont  des  points  doubles.  Car  si  Ton  suppose  que  le 
point  m  se  confonde  avec  le  point  e,  on  a  me  =  0,  et  par 
conséquent  aussi  m'e  =  o;  c'est-à-dire  que  m'  se  confond 
aussi  avec  le  point  e  :  ce  qui  prouve  que  celui-ci  est  un 
point  double.  Et  pareillement  du  point  y. 

Observation,  —  Quand  la  constante  1  est  égale  à  —  i, 
les  deux  points  m,  m'  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment ef  (56).  Ce  cas  particulier  se  rapporte  à  la  théorie  de 
Yins^olution  des  six  points,  que  nous  exposerons  plus  loin. 

15-4.  Construction  des  deux  points  doubles. — Pre- 
nons l'équation  (jui  détermine  ces  deux  points,  savoir, 

am  —  laO . am  -\-  a\, au'  =  o . 

L'origine  a  est  arbitraire^  plaçons-la  au  point  O  :  il  suflît 
de  faire  aO  =  o  -,  l'équation  devient 


Om  -h  01.00'=  o. 


O'  est  le  point  qui  correspond,  dans  la  seconde  division , 
au  point  O  de  la  première.  Ce  point  O  étant  le  milieu  du 
segment  IJ',  on  a  OI  =  —  OJ';  on  peut  donc  écrire 


0/71  —  OJ'.00'  =  o. 
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0/«  =  ±v'OJ'.  00'. 
Ainsi  les  poinU  doubles  sont  de  part  ci  d'autre-  du  point  O, 
h  des  distances  égales  â  ^ÏM\Oy.  De  sort»-  que  leur  re- 
cherche se  rëduit  à  coBstruSre  une  tnoycnue  pmportiotmelle 
entre  deux  lignes. 

Quand  les  deux  pointa  O'  et  J'  ne  se  trouvent  pas  du 
mi'-me  coté  du  point  O,  les  deux  scgmenis  OO',  OJ'  «lot 
désignes  contraires;  leur  produit  est  négatif,  et  les  deux 
points  doubles  sont  imaginaires. 

15a.  Cette  consti-uclion  des  deux  points  doubles  est  fon- 
dée sur  la  connaissance  des  deux  points  I  ei  J',  dont  la 
détermination  est  toujours  extrêmement  facile,  de  sorte 
que  la  eonslriictiou  a  loule  la  simplicité  désirable.  Mais 
on  peut  demander  de  construire  les  deux  points  doubles 
itnniédiatement.  au  moveu  des  seules  données  qui  ser- 
vent à  déterminer  les  deux  divisions  bomographiques ,  les- 
quelles sont ,  eu  général ,  trois  systèmes  quelconques  de  deux 


îtte  question 


points  correspondants.  INous  reviendrons  si 
(Chap.  Xin,2ti3). 

156.  La  notion  des  points  tloiihlesAe  deux  divisions  ho- 
mograpbiques  est  très-importante  -,  elle  sera  fort  utile ,  no- 
tamment pour  la  résolution  des  problèmes,  où  elle  procurera 
des  solutions  uniformes  et  très-simples  de  beaucoup  de 
questions  qui  conduisent  à  des  équations  du  second  degré 
parfois  très-compliquées.  Par  exemple.  les  trois  problèmes 
de  la  section  de  l'espace,  de  la  section  ili-  raison ,  et  de  la 
section  déterminée,  qui  ont  été  le  sujet  de  trois  traités  diffé- 
rents d'Apollonius ,  se  résoudront  immédiatement  par  cette 
méthode  {-voir  Chap.  XIV  et  XV  ). 


157.  Cas  ot 
,)e  cas  est  cclu 


I.  \n  OES  POINTS  non 
de  deux  divisions   ■ 


mblabhs; 
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point  double/" est  à  l'inCni,  Téquation  générale 

em  em' 

^  =  X^,     (185), 


devient 

em 


em 


7  =  >-. 


équation  qui  exprime  deux  divisions  semblables  (H8). 

15H.  Construction  du  point  double  e.  — Quand  le  coef- 
âcient  de  proportionnalité  A  est  donné ,  un  seul  système  de 
deux  points  homologues  a ,  a'  suffit  pour  déterminer  le  point 

double  e ,  par  le  rapport  -7-  =  A. 

Quand  les  deux  divisions  sont  déterminées  par  deux 
couples  de  points  homologues  a,  a'  et  i,  //,  on  a  pour 
deux  autres  points  homologues  quelconques  m,  m' la  rela- 
tion 


am 


=  COnSt.  rrr 


ab 


'-'  —  ""•"^-  ~  ^'b'' 


a  m  a 

et,  pour  déterminer  le  point  double,  Téquation 

ac         ab 


a'  b' 


(I    V 


On  portera  sur  deux  droites  parallèles  menées  par  les  points 
a  et  a',  deux  segments  ac,  a'o'  égaux  à  ah^  a'h\  et  diri- 
gés dans  le  même  sens,  ou  en  sens  contraires,  suivant  que 
ab  et  aV  seront  de  même  signe  ou  de  signi's  diiîérents;  la 
droite  6é'  déterminera  le  point  e, 

Aitlremcnt,  Sur  les  deux  segments  ab\  a' b  on  décrira 
deux  circonférences  de  cercles  passant  par  un  même  point 
^  quelconque*,  elles  se  couperont  en  un  second  point  g',  et 
leur  corde  commune  f^^'  passera  par  le  point  double  e*  Car 
l'équation 


ac         ab 
Ve' 


'-       a'b' 


rr  r|ai  (iroti*'^  >|ue  le  poiai  e  v»t  sur  la  conlc  commune  aux 
(Imji   rifvonfémtcea  Aécritei  «or  le»  scgmi'iiis  ai',  a'b. 

iMt.  yujnd  dan»  l'Aiiuiion  -^  =  i,  le  oocfficieni  i  est 

ègui  è  —  I ,  t«  iKitiit  double  *c  Ironie  au  mîlùru  de  chaque 
M-Kniitnt  mm'  fortn^^  par  deux  poîats  homologuvs;  de  sorle^ 
<ju«  Ib»  dou»  divÏMori»  «jtit  égales  ou  les  mâmes,  maî^ 
foriiu^t»  t'ti  teu»  coDirairrs. 

Si  le  cfK'iïieinii  A  est  t5g«l  ii  +  i ,  l'équation  — ;  =  i 

nmnlrr  i|Ue  Ifi  point  p  est  à  l'infini  ;  di-  sorte  que  les  deux 
jHiltiti  doubler  cotnddciil  à  l'infini.  Alors  oii  a 


rti  ipii  inotitrt!  que  les  segments  liomologucs  sont  égaux  ei 
diriiidit  dutiN  le  m£nie  sens.  Ou  peut  dire  que  les  deux  divi- 
Kinim  sont  Pffalff  et  dirif^ées  dans  le  même  sens. 

^  M.   -  IhWrittrx  manièms  ti'rX[irimertleuxtlifisions  komo- 

^rtiphi</ufx  sur  une  mente  droite. 

I.   Ktiiialiiin  um .  h' m   4-  *  \am  —  b' m' ,.  -|-  *  ^^  o 

HW,    {iiMHii tirtw  ilntsion»  homographiques  sont  niar- 

ifUTfX  sur  UMe  wirt/M^  ilivilc,  on  peut  tes  eA'primer  par  une 

r-yMKlut't  tftlr  ^«f 

tinn\  tttijut^ii-  Us wxr^i-ifnts  lic.t  i/ritr  se^ini-nts  amefb'm' 
w'Ml  «*jtn«.i- 1^  lit-  sijiHrs  i\tntrttÙYS. 
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Pour  obtenir  cette  équation ,  on  peut  prendre  à  volonté 
le  point  a ,  et  Ton  détermine  le  point  V  et  la  constante  \  ; 
ou  bien  on  peut  se  donner  la  constante  \  et  déterminer  les 
deux  points  fixes  a  et  V , 

En  efiet,  Féquation  générale  est 

am,h'm' ^b'V ,am  —  a\.h'm' ^a\  b' a' =  o     (155). 

Donc  si  le  point  a  est  donné ,  il  suffit  de  prendre  le  point 
V  de  manière  que  b'V  =z  —  al.  Cette  relation  fait  voir  que 
les  deux  points  a  et  b'  sont  à  égale  distance  des  deux  points 
I ,  y  respectivement ,  et  tous  deux  sur  le  segment  I J'  ou 
tous  deux  au  dehors. 

Si  la  constante  X  est  donnée ,  on  prendra  les  points  a  et 
h'  distants  de  I  et  J',  respectivement,  d'une  longueur  égale 
à  A,  mais  de  manière  que  les  deux  segments  al,  b'V  soient 
désignes  contraires. 

II.  ÉquatioD  am  b' m' -\-'f.mm' -^  9  =i  o, 

161.  Deux  fUi^isions  h omo graphiques  sur  une  même 
droite  s'expriment  par  V équation 

[l)  am  .b'  m!  -\-  'I .  mm'  -+-  <î  =  o. 

En  elfet,  en  prenant  le  point  b'  comme  il  vient  *d'êtrc 
dit,  on  a  Téquation 

am.b' m'  '\'  al.am  —  aî.b' m'  -\-  a\.b' a'  =io. 

Qu'on  remplace,  dans  le  troisième  terme,  b'm'  par 
[am'  —  ab')^  il  vient 

am  .b'  m'  -^  a\  [am  —  am'  )  -\-  al  [ab'  -h  b'  a'  )z=,Oy 
ou 

(2')  am.b'm'  —  al.mm'  -^  al.aa'  =  o; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire  I. — Si  le  point  a  coïncide  avec  l'un  des 
points  doubles  e,  le  point  b'  coïncidera  avec  le  second  point 

8 


ii4  TiUnË  DE  GÉOUtlKlf.  supCaieckb. 

ibmMff  h  ittf^tuent  na'  mts  nul.  oi  TÀpiation  denendri 

CoBOLMins  II.  —  Si  le  point  a  est  le  railieti  O  d»  deux 
{Mnnu  I.  J'.  Ir  pijïnl  /''  coïncide  avec  ce  m^èni»  puïni  mi- 
lieu, paisqnci'J'= — al,  eC  léqualion  di-»icnl 
i,i)  Om.Oro— Ol.wm '-hOI.OO'  =  o. 

O'  ^unt  Ip  point  dr  là  seconde  division  qui  correspond  au 
point  O  considéré  comme  appartenant  à  la  première. 

tn.    lt<{HHtÛ>0   Om    ■+■  Im  .  mm'  +  .  =  o. 

163.   Deux  (twùions    liomographiqm-s   sur  urif    mélHe 
Aroiie  s'expriment  par  fèquaiion  ^^H 

'^'  On>    4-  Xm.mm'  -t-  ï  i^  o,  ^^H 


y  ctani  une  c 

En  eiret,   cpie  dans  l'équation  prt^édentc  on  rempiaœ 
Ow'  par  Om  +  mm',  \l  vient  ^^^^^ 


§  111.  —  Cas  où  /es  ticiix  points  fionbles  coïnciiUnl. 

163.    Trouver  la  condition  pour  e/ue  les  deux  points 
doubles,  dnns  Véquaiion 


se  confondent  en  un  seul. 

Les  deux  points  doubles  sont  déterminés  parla  relation 

I.a  condilion  d'égalité  des  deux  racines  est 
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Remplaçons  les  constantes  par  leurs  expressions  géomé- 
triques 

X  =  — flj',     pi  =  — al     (155). 
On  a 

>H-^=:  —  (al4-aJ')  =  —  2a0; 

/ 

0 étant  le  point  milieu  du  segment  IJ'.  Il  en  résulte  que 

V  =  aO  5  et  Téquation  qui  détermine  le  point  double  de- 
vient 

7  2 

am  —  laO.am  -f-  «O  =  o. 

D'où 

am  ^  aO. 

Ainsi  le  point  de  coïncidence  des  deux  poiats  doubles  est 
k  point  O,  c'est-à-dire  le  milieu  des  deux  points  I,  J'  qui 
ont  leurs  homologues  à  1  infini. 

L'équation  qui  exprime  l'homographie  des  deux  divisions 
devient 

W  am.am' — aV .  am — ûl.aw' H- oO  =  o. 

164.  Dans  cette  équation  le  point  a  est  pris  arbitraire- 
ment. Supposons  qu'il  coïncide  avec  le  point  O;  l'équation 

devient 

0/w.Om'—  OJ'.  Ow  —  OI.Ow'  =  o, 

ou,  parce  que  OJ'  =  —  OI, 

!^j  Om,Om'  —  01.  mm'  =  o. 

Cette  équation  peut  encore  se  conclure  de  l'équation  (3) 
dans  laquelle  on  exprimera  que  les  deux  points  doubles  e^J 
coïncident  en  O ,  ou  bien  de  l'équation  (4  )  dans  laquelle  on 
supposera  le  segment  00'  nul. 

Corollaire.  —  L'équation   (l>)  prouve  que  le  rapport 

Oot.O/w'  ,  , 

; —   est   constant  :   on  aura   donc ,  en   prenant  deux 

mm 

points  homologues  a  ^  a\ 

.  Om.Om'  _  Oa.Oa' 

^    '  mm'       ""  ~^' 

8. 
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IB5.  Cette  «juation  donne 

Qnt'  —  Om_0a'~0ti 
Om.Om'   "    Oa.Oa'  ' 


i') 


Om 


'Oa 


Expression  la  plus  simple  dv  deux  divisions  homogra- 
phiqucs  dont  les  points  donbies  coint^ideni.  On  peut  aussi 
lirer  cette  é«[u<ilion  directemeut  d«  l'equaiiou  générale  à 
imis  termes  (7,  123). 

106.  En  écrivant  {c)  ainsi 


Om        Oa 


'  Om 


o«' 


I 


Corollaires.  — Dans  ces  deux  équations  [c  i-id]  c 
iUp]K>scr  le  point  a'  à  l'iniLii .  et  elles  dovienneni 


('•) 
(.(') 


H 


167.  Qu'on  remplace  Om'  par  (Offi  + mm'}  dam  l'é- 
quation {h),  elle  devient 


Cette  équation  se  conclut  aussi  del'équation  précédente  (5') 
où  Ton  suppose  le  segment  00'  nul. 

168.  On  peut  enc(»re  exprimer  les  deux  divisions  par 
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Véquation 

^-^  '  O//1 > — >  mm  .  — ;-  n=  o. 

a  m'  aa 

En  eflel,  prenons  Féqualion  (e)  et  ëcrivons-la  ainsi  : 

0/w     Om  _ 
I/?f     /w'/?i         ' 

ou,  en  désignant  par  T  le  point  de  la  seconde  division  situé 
à  Tinfini , 

Om  or\  /ow    or 


\m  '  W  ]   \m'mm'\ 


1 1/ 


=  1. 


Comme  le  premier  membre  est  formé  de  deux  rapports 
anharmoniques,  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  I'  à  distance  finie,  le  point  I  étant  son 
homologue  dans  la  première  division.  Ainsi  Téquation 


Om    \m  m' m 

~  m'V.W 


or 

<>u l'équation  (y),  puisque  I  et  1'  sont  deux  points  corres- 
pondants quelconques  des  deux  divisions,  exprime  deux 
divisions  homographiques  dont  les  deux  points  doubles  se 
confondent.  c.   q.  f.   n. 

169.  Cas  ou  les  deux  points  doubles  sont  a  l'infini.  — 

Dans  l'équation 

Om.Om'       Oa.Oa' 


mm  aa 


a  et  a'  sont  deux  points  correspondants ,  et  O  le  point  de 

coïncidence  des  deux  points  doubles  (165).  Si  ce  point  est 

,  ,,.   ^   .    1  Om    Om'  .  '!»•.' 

al  muni,  les  rapports  -^r— ?  --—  sont  égaux  a  1  unité,  et 

l'équation  devient 


mm  =.  aa  . 


Ainsi ,  le  segment  compris  entre  deux  points  correspondants 
quelconques  est  de  grandeur  constante;  il  s'ensuit  que 
a'/w'=a/w;    c'est-à-dire   que  deux  segments  homologues 
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(les  deux  droiie»  Mot  loujours  égaux,  ou,  en  d'auirvt 
irmu»,  (pic.  Ii>-sd4-uxdt'0tte5  50iil  divisées  on  partie»  ^alce . 
une  *  iui£,  rvspectivemeQl ,  el  dirigées  dans  le  m^iue  ivas. 
El.  «.-ocllct,  Doiu  avons  dëjà  tu  que  dans  ce  cas  les  d<^u\ 
poiuts  doubles  août  situés  à  l'ialmi  (159). 

170.  Il  i-ésuhe  de  là  que,  quaud  on  a  sur  une  même 
droite  livax  divisions  liomograpliiqucs  dout  les  poîuu  dou- 
bles cuïRcidenc ,  on  peut  eu  faire  la  perspective  ,  de  manière 
qiir  les  Bcgmenis  homologues  deviennent  cgaux  entre  eux.  11 
suSit  que  dans  la  jtcrspective  le  point  double  des  deux  divi- 
sions pfiipoaéex  passe  h  l'infini. 

tj  IV. — Propriété  du  deux  divisions  hoinograpiut/ues 
dont  les  points  doubles  sont  iinof'inaires. 
471,  Quand  deux  tUvisions  homographiffnes  formées 
sururtif  même  droilo  n'ont  pas  do  points  doubles  ^  il  l'Xiste, 
de  pitrt  t)l  d'aitirci  de  cette  draile,  un  point  d'où  ton 
voit  sous  des  angles  égaux  et  formes  dans  le  mente  sein 
lié  rotation,  tous  les  segments  compris  entre  les  points  ffc 
In  première  divifiim  cl  leurs  homologues  mspei.'tipi . 

L'houiographie  des  deux  divisions  s'exprime  par  l'équa- 
tion 

0/n.0/«'  — Ol.mm'  +  OI.OO'  =  0     (IG),  équat.  4), 
ou 

Om.Om'  +  OI.Om  —  01. 0/«' +  01.00'=  o. 
Les  deux  points  doubles  étant  imaginaires,  par  hypothèse, 
les  deux  points  O'  et  J'  souL  de  eûtes  diirércnts  par  rapport 
au  point  O  (154)  ;  par  conséquent  O'  et  1  sont  d'un  même 
coté,  et  le  produit  OI.OO'  est  positif.  Prenons  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  par  le  point  O  le  segment 

01'  =:  v'Ol-00'. 
l/équaliun  s'éci-it 
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ce  qui  donne 

tanj;OP/iî.taiigOP//i'H-  —  tangOPm  ~  tangOPw') -}-i  ^o, 

ou 

Ung  OP  m'  —  taD{;  OP  m      _  OP 
I  -+- tangOP/?ï.tantîOP//i' ~~  Ôï 

Le  premier  membre  est  égal  à 

tang  (OP  m'  —  OP  m)  —  tang  m  P ///', 
et  fe  second  à  tang  OIP  ;  on  a  donc 

angle  mPm'  =  angle  OIP  =  const. 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autrement.  Quand,  dans  deux  faisceaux  homograpbi- 
ques,  les  angles  formés  par  trois  couples  de  rayons  homo- 
logues sont  égaux  et  dans  le  même  sens  de  rotation,  il  en 
est  de  môme  des  angles  formés  par  tous  autres  rayons  ho- 
mologues. Ainsi  A,  B,  C,  D  étant  quatre  rayons  du  premier 
faisceau,  et  A',  B',  C,  D'  les  rayons  homologues  du  second 
faisceau,  si  les  trois  angles  (A,  A'),  (B,  B')  et  (C,  C)  sont 
égaux  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation ,  à  partir 
de  leurs  origines  respectives  (6) ,  le  quatrième  (D,  D')  sera 
%al  à  ceux-là  et  formé  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  efl'et,  en  faisant  tourner  le  second  faisceau  autour  du 
centre  commun ,  on  pourra  faire  coïncider  les  trois  rayons 
A',  B',  C  avec  leurs  homologues  A ,  B,  C  respectivement  ; 
et,  par  conséquent,  deux  autres  rayons  homologues  quel- 
conques D,  D'  seront  aussi  coïncidents. 
Cela  posé,  menons  par  le  point  P  déterminé,  comme 

il  a  été  dit,  parla  relation  OP  =  y/OI.OO',  la  parallèle 
P  00  à  la  droite  01.  Le  point  P  est  le  sommet  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  déterminés  par  les  deux  divisions 
proposées.  Les  rayons  PO,  Pm,  PI  et  Poo  du  premier  fais- 
ceau ont  pour  homologues  dans  le  second,  PO',  Pm',  Pcc 
ctPJ"  prolongement  de  P.V.  Iaîs  deux  anglrs  W  ac   et  oc  PJ" 
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sont  égaux  et  dans  le  même  sens,  parce  que  les  deux  points 
I  et  J'  sont  à  égale  distance  du  point  O.  L'angle  IPoo  est 
aussi  égal  à  Tangle  OPO';  «:ar  l'expression  de  OP  donne 

0P_00[ 
01  ~  OP  ' 

ce  qui  prouve  que  les  angles  OPO'  et  OIP  sont  égaux.  Or 
celui-ci  est  égal  à  IP  oo  ,  donc  les  angles  IP  oo  et  OPO'  sont 
égaux;  et  il  est  évident  que  ces  deux  angles  sont  dans  le 
même  sens.  Ainsi  les  trois  angles  que  les  trois  rayons  PO, 
PI  et  Poo  du  premier  faisceau  font  avec  leurs  homologues 
PO',  P  00  et  PJ"  respectivement,  sont  égaux  et  dans  le  même 
sens;  et  par  conséquent  Fangle  mVm\  formé  par  deux 
autres  rayons  homologues  quelconques ,  est  égal  à  ceux-là 
et  dans  le  même  sens.  c.  q.   f.  n. 

172.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  homogra- 
phiques  que  nous  considérons,  ont  pour  milieu  le  point 
O,  et  pour  carré  de  leur  distance  à  ce  point,  le  produit 

OO'.  OJ'  (\U)  ou  —  OO'.  OI  =  —  ÔP';  de  sorte  que  ces 
points  (imaginaires)  ne  dépendent  pas  de  la  grandeur  de 
l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  P  les  segments  aa\ 
bb\  etc.,  mais  seulement  de  la  position  de  ce  point.  On 
conclut  de  là  ce  théorème  singulier,  qui  aura  des  applica- 
tions : 

Si,  autour  d'un  point  P,  comme  sommet,  on  fait  tourner 
un  angle  (A,  A')  de  grandeur  constante^  ses  deux  cotés 
marqueront ,  sur  une  transv^ersale  fixe,  deux  di^ûsions 
homo graphiques  qui  auront  toujours  les  mêmes  points 
doubles  [imaginaires),  quelle  que  soif  la  grandeur  de 
V angle  (A,  A'). 

173.  'IVois  segments  sur  une  mcnie  droite,  aa\  bb\  cc\ 
déterminent  deux  divisions  homographiques  dans  lesquelles 
ft^  A,  c  seront  trois  points  de  la  preinièie.  et  a\  />',  c'  les 
iroÎN  |>oints  rorrespondantsde  la  seeonde.  (^uand  le.s  points 
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doubles  de  ces  deux  divisions  sont  imaginaires ,  il  existe , 
de  pari  et  d'autre  de  la  droite ,  un  point  P  d'où  l'on  aperçoit 
les  trois  segments  sous  des  angles  égaux  (17i  ).  Par  consë- 
(pient  on  conclut  de  ce  qui  précède  une  solution  très-simple 

de  cette  question  : 
Étant  donnés  trois  segments  aa',  bb',  ce'  sur  une  même 

droite,  trouver  un  point  cVoii  on  les  aperçoiv^e  tous  les 

trois  sous  des  angles  égaux. 

J  V.  —  Cas  particulier  des  div^isions  liomo graphiques  sur 
une  même  droite.  —  Dii^isions  en  in^olution. 

174.  Si  dans  l'équation  générale 

am.am'  -\-\.am  -\-  ^.om'  -\-  j  =.  o     (151), 

les  deux  coefficients  X  et  |ui  sont  égaux  et  de  même  signe , 
les  deux  divisions  ne  sont  plus  générales,  elles  jouissent  de 
celle  propriété  particulière,  qu'w/i  même  point  quelconque, 
considéré  comme  appartenant ^  soit  à  la  première  division, 
soit  à  la  seconde,  a  toujours  le  même  homologue. 
En  effet,  Téqualion  est  alors 

am  .am'  -f-  "/  {^am  -h  am'  ,  -h  v  1=  o. 

Les  deux  segments  am^  a' m'  y  entrent  de  la  même  manière  : 
par  conséquent ,  si  Ton  cliange  am  en  am'  {^l  réciproque- 
ment, Téqualion  subsiste:  ce  qui  prouve  que  le  point  m', 
étant  regardé  comme  appartenant  à  la  première  division, 
a  pour  homologue  dans  la  seconde  le  point  m.  Donc ,  etc. 

Réciproquement,  quand  cette  propriété  a  lieu  pour  un 
point,  quel  qu'il  soit,  les  deux  coeflicients  X  et  \l sont  égaux 
et  de  même  signe,  et,  par  suite,  la  propriété  a  lieu  pour 
tout  autre  point. 

En  effet,  soit  m  un  point  qui ,  considéré  comme  appar- 
tenant à  la  première  division,  a  pour  homologue  dans  la 
seconde  le  point  m' ,  el  <*onsidéré  comme  appartenant  à  la 


1  tire, m  retranchant  l'anede  l'antir, 

i(«ii-ci«f';-i-p(a/»'-ûm)  =  «, 

OU 

Or  le»  drtux  pniut»  m,  m'  ne  sont  pas  caïncidenis,  pJir 
«'iiiséqiirîfit  il  fanUim;  l'on  ait  i  ^fi.     c.   q.   f.  ii. 

175.  Ce»  deux  divisions  homograpliiquea ,  qui  prc- 
HMi Unit  cette  particularité,  qu'un  point  quelconqoi^  iruusi- 
dvré comme  a|ipartenaat  à  la  pieaiièrc  ou  à  la  seconde,  a 
iDUJouru  djinn  l'aiilrti  division  le  même  point  lionioluguc ,  te 
prvsenUïFont  friqui-nimeiil,  surtout  dans  la  théorie  de»  tttx- 
iion>  coaiqiurt.  ICllea  se  rattacheut  k  la  théorie  di-  Vinvoln- 
lioti  que  uou»  allooi  bientât  exi^oser,  et  nous  les  appcllcroa» 
iiioni  iH^liiKHi'  homogrniihiijiie.i  un  involution. 

^  VI.  —  faisceaux  komographiques  qui  ont  le  même 
centre.  —  Rayons  ffoub/es. 

17(1.  (m  que  nous  avons  dit  des  deux  points  doubles  de 
deux  divisions  honiographîques  superposées  doit  s'entendre 
di's  rayons  thubles  de  deux  faisceaux  homographiques  qui 
ont  le  mt'mc  centit.-. 

Il  eximo  dans  les  deux  faiiiccaux  deux  droites,  dont  eha- 
eune,  raniiidérée  t»ninie  appartenant  au  premier  faisceau, 
l'sl  diiHuJ^uut  »on  liornoKigue  dans  le  second.  Ce  sont  ces 
dt'Ux  (irai  tiM  que  nous  appelons  les  rayons  doubles  des  deux 

Ci'lii  i'hI  rvtdt'iil ,  rar  si  )  nu  moue  une  transversale  quel- 
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conque,  les  deux  faisceaux  détermineront  sur  cette  droite 
deux  divisions  homographiques  qui  auront  deux  points 
doubles  y  auxquels  correspondront  les  deux  rayons  doubles 
des  deux  faisceaux. 

En  désignant  par  E ,  F  ces  deux  rayons ,  on  peut  expri- 
mer rhomographie  par  Téquation 

sin(E,M)_    sin(E,M-) 

sin(F,  M)""    sin(F,  M')     ^        ^' 

Quand  les  deux  rayons  doubles  sont  rectangulaires,  cette 
équation  devient 

tang  (E,  M)  =  \  tang  ( E,  M'). 

177.  Supposons,  dans  l'équation  générale  de  Fart.  148, 
que  les  deux  rayons  B',  D',  qui  sont  arbitraires,  coïn- 
cident respectivement  avec  les  deux  A  et  C  -,  et  appelons  I 
et  J' les  deux  rayons  qui  correspondent ,  dans  la  première 
cl  la  seconde  division,  respectivement,  au  même  rayon  C 
considéré  comme  appartenant  successivement  à  la  seconde 
et  à  la  première  division  5  ce  qui  se  réduit  à  remplacer  D 
etC  par  I  et  J'^  l'équation  devient 

sin(A,M)    sin(A,M^)       sin(A,  J^    sin(A,M) 
sin{C,  M)  '  sin(C,  M')  ~"  sinfC,  J')  *  sin(C,  M) 
sin(A,  I)    sinfA,  M')       sin(A,  I)    sin(A,  A')__ 
""  sin  (C,  I )  '  sin^C,  M' 1  ~^  sin(C,  I)  *  sin(C,  A')  ""  ^' 

Les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  se  détermineront  par 
l'équation 

ÏMfM)]^      rsin(A,I)      sin(A,J^)'|sin;A,M)     sin(A,I)  sin(A,AO_ 
«niC,M)J       I  sin(C,I)"'~sin(C,  J'jJsin(C,  M)"^sin  (C,  1;  *sin(C,  A')""  ^" 

î  178.  Les  deux  rayons  ûxes  A,  C  sont  pris  arbitraire- 

nient^  le  second  peut  être  perpendiculaire  au  premier-,  on 
en  conclut  que  l'homographie  de  deux  faisceaux  s'exprime 
par  l'équation 

tang  (A,  M)  tang  (A,  M'  ;  —  tang  (A,  J')  tang  (A,  M 
—  taog(A,l)   tang/A,  M';  H- tang(A,  A')  tang(A,  I    ^  u. 
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lU  les  raioiu  doables  «ont  tléimninés  par  I4  Miîtraie 

UaS'iA,Ilj  — tans;A,H}[UngiA,/j+lMig(A,I)]-MM>g(A.A")unstA,l)=^ 

170.  Sofasdimut  à  la  droite  A  sa  perpcndlatliire  C ,  on 
e^rimera  rbomocraphîp  par  r«qaatïon 

oii(c,M'«)i(c,\i')-«.i;cr)«t:cM, 

—  «n  (  C  I)  ml  1 C  «■  ) -.- «.I  ;  C,  1 1  «H  (  C  A' )  =  o  ; 

C  al  une  «IroiU;  Gxk  ijoelcoDquc ;  «tic  droite,  considi^rêe 
««""f  nron  do  premier  faisceau.  ■  ptmr  honmlc^uc. 
daiu  )r  w«;oud  {aîwraa,  i'.  et  considérée  comme  ravou  du 
Moood  Cftîsceau,  a  pour  bomologue  dans  le  premier,  1; 
.V  ot,  dan*  le  M-i'oiitl  faisceau,  ibomolo^e  du  myoïi  du 
premier  faisceau  {wipetuliculain.'  â  la  droite  C 
Les  nyooA  dtMibles  se  dctemuiiHit  par  l'équaiiou 

«K'(C,  M) —lcol(C,  1)  ^-col^C  J")cot(C  Ml -f-col(C,  l'cot(C,  A')=< 

$  VU.  —  Propiiélès  de  4eux  faisceaux  homographiques 
dont  Irj  rayons  douhUs  sont  imaginaircj. 

180.  Quand  deux  faisceaux  hoiiio graphiques  de  même 
centre  n'ont  pas  de  rayons  doubles,  ou  peut  les  considérer 
comme  étant  la  perspective  de  deux  faisceaux  dans  Ics- 
tfuels  les  rayons  homologues  font  entre  eux  des  angles 
égaux  et  dirigés  dans  le  même  sens  de  rotation. 

Rn  etiét,  coupons  les  deux  faisceaux  par  une  Iransver- 
sali-  ({uctconquc  L,  nu  aura  deux  systèmi.'s  de  points  a,  b, 
c, ...,  n',  h',  c', ...,  formaut  deux  divisions  homogra- 
phiques  qui  n'auront  pas  de  points  doubles  :  par  conséquent 
on  pourra  déterminer  un  point  P  doù  l'on  verra  tous  les 
segments  aa\  hh',  ce' ,  etc.,  sous  des  angles  égaux  aVa', 
/'P6',  etc.  (171).  Qu'on  fasse  tourner  le  plan  de  ces  angles 
autour  de  la  droite  !..  de  manièi'e  à  élever  le  point  Pou  P' 
au-dessus  de  la  ligure,  et  qu'on  conçoive  la  droite  menée 
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du  centre  commun  O  des  deux  faisceaux  proposes  au  point 
P'.  n  est  clair  que  pour  un  œil  placé  en  un  point  quel- 
conque de  cette  droite  OP',  même  à  Tinfini,  les  angles 
aVa\  bVb\  etc.,  égaux  entre  eux  et  formés  dans  le  même 
sens  de  rotation,  seront  les  perspectives  des  angles  aOa\ 
iOi',  etc.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  projection  pourra  être  faite  sur  tout  autre  plan  pa- 
rallèle au  plan  (P',  L),  ce  qui  permettra  de  placer  Toeil  au 
point  P'  lui-même. 

181.  Considérons  deux  faisceaux  homographiqucs  for- 
més par  les  deux  côtés  A ,  A'  d'un  angle  de  grandeur  con- 
stante ,  tournant  autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles 
de  ces  deux  faisceaux,  qui  sont  imaginaires,  évidemment, 
se  déterminent  par  l'équation  générale  (177).  Ici  cette 
équation  se  simplifie ,  car  on  a 

angle(C,  I)  =  —  angle(A,  A');  angle(C,  J')  =:  angle  (A,  A'); 
angle  (A,  I)  =  --  angle  (C,  A');    anj;le(C,  1)  =  —  angle  (A,  A'); 

et  l'équation  devient 

sin(A,J')  —  sin(A,I)    sin(A,  M) 


rsin(A,  M)1' 
[sin(C,  M)J 


-j-  I  =  G 


sin(A,  A')  sin(C,  M) 

Or 

sin  (A,  J')  —  sin  (A,  I)  ^  sin  (AC  H-  U')  —  sin  (  AC  —  IC) 
=  sin  (AC  H-  AA')  —  sin(AC  —  AA' j  =  2cosAC.sin  AA'. 

L'équation  devient  donc 

sin  (A,  M) 


[: 


sin(C,  M] 
Les  racines  sont 


»  ^    sin  (A,  M) 

—  2COSAC      .       J,,,H-i  =o. 
sm  (C,  M) 


sin  (A,  M)  ,      ^     1     ■    ,      ^x    / 

Et  leur  produit  est  -|-  i,  quelle  que  soit  la  direction  des 
axes  fixes  A  etJC  ;  c'est-à-dire  que  si  l'on  désigne  par  E  et  F 
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les  directions  imaginaires  des  deux  rayons  doubles  des  deux 

taisceaux,  on  a 

siii(A,E)    sin  (  A,  F)  _ 

sin(C,E)'sin(C,F)~'^" 
Va,  vn  lîuppDsaDt  l'axe  C  perpendiculaire  à  A, 

lanB(A,E)tang(A,F)=  +  i. 
Il  est  à  remarquer  que  ces  expressions  des  directions  ima- 
ginaire» des  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  >  «)nl  indé- 
pendantes de  la  grandeur  de  l'angle  (A ,  A')  dont  les  deux 
eôlés  décriTcnt  les  deux  faisceaux.  Ces  résultais  trouve- 
ront leur  application  dans  la  théorie  des  toniques  planes  el 
spliériques. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE    DE    L  INVOLUTION, 


§  I.  —  Involution  de  six  points,  —  Relations  entre  ces 

points . 

182.  Défimition.  —  Quand  trois  systèmes  de  deux  points 
conjugués,  situés  eu  ligne  droite,  sont  tels,  que  quatre  de 
ces  points ,  pris  dans  les  trois  systèmes ,  aient  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  qui  leur  sont 
conjugués,  nous  dirons  que  les  six  points  sont  en  inv^o^ 
lution. 

Ainsi,  soient  a,^a'\b^  b'  et  c,  c'  les  trois  systèmes  de 
deux  points,  qui  se  correspondant  ou  sont  conjugués  deux 
à  deux,  savoir,  a  et  a',  h  et  fe',  c  et  c'^  si  le  rapport  anhar- 
monique de  quatre  de  ces  points,  tels  que  a ,  fc ,  c  et  c',  est 
^al  à  celui  des  quatre  points  conjugués  a',  h\  c'  et  c,  ces 
six  points  seront  dits  en  inv^olution. 

183.  Quand  six  points  sont  en  inv^olution  y  de  quelque 
manière  qu'on  en  prenne  quatre  y  appartenant  aux  trois 
couples  de  points  conjugués^  leur  rapport  anharmonique 
sera  toujours  égal  à  celui  de  leurs  conjugués. 

Soient  les  trois  couples  de  points  conjugués  a^  a'\  h^  h 
etc,  c'5  il  faut  démontrer  que  si  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  de  ces  points,  tels  que  a,  i,  c,  c',  est  égal  à  celui 
des  points  conjugués  a\  b\  c\  c,  il  en  sera  de  même  pour 
tout  autre  système  de  quatre  points,  pris  dans  les  trois 
couples,  comparés  à  leurs  conjugués. 

On  formera  un  autre  système  de  quatre  points  en  chan- 
geant soit  Tun  des  points  c,  r'  en  a\  ou  ft',  soit  Tun  des 
points  a ,  i  en  son  conjugué. 
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i".  Sï  l'on  change  c'  eu  a',  ou  aura  le  svsièjnea,  &,  c,  a 
compare  a  a',  b\  c',  a.  Je  dis  que  les  rapports  anharmo- 
t]ic|tics  lie  ces  deux  sjstùmes  de  quatre  polnls  sont  égaux. 
Eu  cllet,  les  deux  sysiémes 

a,   b,  c,  c-, 
«'.  A',  c',  c, 
ayant  Ururs  rapjxtrls  an  ha  rmo  niques  égaux ,  on  a 

r-c      bc  ce'      b'c' 


r-t,(rn  introHiiisanl  dans  I 
à  In  place  du  segment  c' c 


1  deux  membres  le  segment  a'* 


(tquatioii  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  b,  c^  a' ont 
leur  rapjiort  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  ctMijnguét 
a'.  //',  <■',  a. 

a".  Si  l'on  change  l'un  des  deux  points  a ,  â  en  son  con- 
jugué ,  par  exempte  b  en  fr',  on  aura  les  deux  systèmes  a,  b\ 
r .  (•'  t:\  /i'.  /•.'•'.  r:  je  dis  (.jue  leurs  l'apjinrtj  .inhanno- 
niques  sont  égaux.  En  eiret,  l'égalité  des  rapports  anhar- 
moiiïques  des  deux  systèmes  a  ,  i,  c ,  c'  et  a  ',  /'',  r',  c  s'ex- 
prime par  l'équation 


Or  on  peut  écrir*' 


r'b  '  ch  '■ 


et  sous  cette  forme,  l'équation  exprime  que  les  quatre  points 
a,  b',c,  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  a',  /*,  c\  c.  Le  théorème  est  donc  démontre. 


184.    Quand  Trois  systèmes  tie 
I ,  a'\  b,  h'  et  c,  c'  sont  en  involu 


ieux  points   conjugues 
ion  ,  il  existe  entre  ces 
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paiais  les  sept  équations  suii^anteSy  et  réciproquement  y 
(hacune  de  ces  équations  exprime  Vim^olution  et  comporte 
les  six  autres  : 

ab.ab'       a'b.a'b' 


'   w 


(h) 


ac 

,ac! 

a'c, 

.a'c'  ' 

bc 

.bd 

b'c 

b'c' 

ba 

.ba' 

"  b'a 

.b'a'' 

ca. 

ca' 

c'a, 
cb. 

c'a' 
db" 

cb. 

cb' 

ab' 

.bd 

.  ca' 

a'b. 

b'c.  c'a  y 

ab' 

.  bc. 

c'a'  — 

-a'b. 

b' d .  ca, 

ab. 

b'c' 

.ca'  = 

—  a'b' 

•  bc.c  ay 

ab. 

b'c. 

da'  = 

—  a'b' 

' .  bd .ca. 

En  effet ,  chacune  de  ces  équations  peut  s'écrire  de  manière 
i  exprimer  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  des  six 
points  est  égal  à  celui  des  quatre  points  conjugués.  Or 
cette  ^alité  a  lieu ,  puisque ,  par  hypothèse ,  les  six  points 
sont  en  involution.  Donc  les  équations  sont  vraies. 

Réciproquement,  chacune  de  ces  équations  exprime, 
en  vertu  de  cette  égalité  des  rapports  anharmoniques ,  que 
les  six  points  sont  en  involution  (182),  et,  conséquem- 
ment,  comporte  les  six  autres,  d'après  le  théorème  (183). 
Donc,  etc. 

185.  Première  remarque.  —  Chacune  des  équations  (a) 
s'écrit ,  de  deux  manières ,  sous  forme  d'égalité  de  deux  rap- 
ports anharmoniques  *,  et  chacune  des  équations  (&),  de  trois 
manières. 

Ainsi,  la  première  des  équations  (a)  s'écrit 

ab    a'b        a'b'    ab' 


•'-'  '  ad  ' 


ac     a'  c        a  c 

ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  i,  ^^  ^'  ^^^  l<îtir 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a',  b\ 

9 
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ce  qui  exprime  que  les  quatre  poiais  a,  b,  c\  a'  ont  leur 
rapportanharmoniqueégal  à  celui  de  lears  conjugués  a',  b\ 
c,  a. 

Pour  les  équations  (b),  prenons  la  seconde 


et  iiitroduisoi 
quation  pourr 


i  dans  les  dei 
s'écrire 


.  membres  le  facteur  aa',  l'é- 


i'  6  ■  rfi  " 


r'//' 


l'c  qui  exprime  que  les  quatre  poiuts  a,  b,  c ,  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a'.  A',  e',  a. 

Pareillement ,  en  iniroduisaut  le  facteur  bb'  dans  l'équa- 
tion ,  on  l'écrit  de  manière  à  exprimer  que  les  quatre  points 
a,  h,  c,  h'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de 
leurs  conjugués  o',  />',  c',  A, 

Et  enfin  si  l'on  introduit  le  facteur  ce',  l'équation  ex- 
prime que  les  quatre  points  a ,  b',  c,  c'  ont  leur  rapport 
anharmoniqueégal  à  celui  de  leurs  conjugués  a',b,c',c  {*). 

186.  Deuxième  remarque.  —  On  voit  aisément  com- 
ment se  forment  les  équations  (a)  entre  huit  segments.  Pour 
former  les  équations  [b]  entre  six  segments ,  on  prend  un 
segment  tel  que  ah;  puis  le  segment  compris  entre  le  cou- 

(•)  Quand  un  iiiLrudiiit  dam  réigiiBiion   un   t'acloiir  tri  que  cc\  ce  sont 
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jugué  b'  du  puiDt  b  cl  un  des  deux  points  du  troisiétni- 
coaple,  tel  que  b'c;  puis  le  st^ment  compris  cuire  le  con- 
juré c'  du  poinl  c,  ei  le  conjugué  n'  du  poiiil  du  pre- 
mier couple.  Le  produit  de  ces  Lrois  segmcuts  ab.b'c.c'a' 
forme  le  premier  membre  de  IVquation;  et  pour  former 
le  second  membre,  ïl  suffit  de  chaugcr  les  accents  et  le 
signe  de  ce  premier  produit,  c'est-A-dire  qu'on  ôte  les 
accents  aux  lettres  qui  en  ont,  et  qu'on  en  donne  aux 
lettres  qui  n'en  oui  pas;  on  a  ainsi  a'h' .  hc' .  ca  avec  le 
signe  — . 

187.  Quand  deux  segments  sont  placés  de  manière  que 
l'an  se  trouve  en  partie  sar  l'autre,  cl  en  partie  au  dehors, 
nous  dirons  qu'ils  empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Quand  trois  segments  âa',  bh',  ce'  sont  en  involuiiou. 
Il  titii  d'eux  empiète  sur  un  autre,  il  empiète  également 
sur  Je  troisième. 

En  effet,  si  aa'  empiète  sur  iA',  l'un  des  points  a,  a' 
sera  sur  le  sèment  Ai' lui-même,  et  l'autre  au  dehors; 
conséquemnient  les  deux  produits  ab.nb'  et  a'b.a'b'  se- 
ront de  signes  diirérenis;  donc,  d'après  la  première  des 
Àjuations  (A),  les  deux  produils  ac.ac'  et  n'c.a'c'  seront 
aussi  de  sigues  différents  ;  ce  qui  prouve  que  l'un  des  deux 
points  a,  a'  est  sur  le  segment  fc',  et  l'aulie  au  dehors, 
ou,  eo d'autres  termes,  que  le  segment  aa'  empîèic  sur  ce'. 

11  suit  de  là  naturellement  que  si  le  segment  an'  n'em- 
piète pas  sur  bb',  il  n'empiétera  pas  non  plus  sur  ic' . 

(ï  U.  —  Ciis  particuliers  tie  l'iiifolutifut  tin  six  /loirils. 

188.  L<s  quatre  points  a,a\  b  et  /''  éiHnl  donnés,  le 
point  c  peut  être  pris  arbitrairement,  et  la  position  de  soit 
conjugué  e'  se  détermine   par    l'une    de»   sept  équations 

L'indétermination  du  puiui  v  donne  lieu  â  deux  cas  par- 

9' 
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ûculkn  diD»  Irsqnel»  U-s  relations  d'involalion  oui  lî«u 
entre  cinq  poînU  seulemeut ,  au  lieu  de  six  :  c'e»l  quand  le 
point  c  est  prî»  k  l'înfim .  on  bien  quand  ce  point  ctiiaridi; 
avec  soa  oonjogaé  <-' 

I. 
189.  Sappocons  le  point  c  à  l'infini ,  et  appelons  O  li- 
pwini  nmjnçaé  c';  les  éqnatîoos  dericnnent 

[   ba.ba'  bO 

(c)  ^Oâ.OA'  =Ob.Oh\ 


aV       Oo*      ff'A 


lOA" 
f  Oa 


lot'' 


0^       Om' 


Va'       Ofc  ' 


'    ha' 


U  est  facile  de  vérifier  diFecicment  que  ohacune  de  ces 
équation»  exprime  qae  le  point  O  foi-me,  avec  les  dcuï 
coopli»  a ,  d'  et  J,  h\  une  involution  dans  lafjuelle  le  con- 
juguc^dcct;  pol.1t. ■sir,  n.ilmi.  fl  qiir  .1,3,  un,'  ck-s  .■iju.i- 
tions  coroporie  touies  les  autres.  Prenons  les  trois  équations 
de  forme  différente, 
(i)  0«.Ort'=  Oft.OA', 

(a) 


06 


"    ba  ' 


(3)  ^ 

La  première  s'écrit 


n ,  en  désignant  par  O'  le  point  situé  à  l'infini , 


^ 
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Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a,  fc,  O,  O' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
a\b\0\  O5  et,  par  conséquent,  que  les  trois  couples 
fl,  al'^  J,  V  et  O,  O'  sont  en  involution.  Il  s'ensuit  que  Ton  a 

.  O^    60__00'    b^ 

O'O    O'O 


ou, 


parce  que  les  rapports  -^7—  »  ^y-ji  sont  égaux  à  l'unité, 

Oa'  _a'b' 
Ob  '~'    ba  ' 

ce  qui  est  l'équation  (  2  ) . 

Pour  obtenir  l'équation  (3),  remplaçons  dans  Téqua- 
lion  (4)  le  segment  O'O,  facteur  commun  aux  deux  mem- 
bres ,  par  aa';  on  a 

fl'O    bO      aO'    b'O' 
a' a  '  ba        aa'     b'  a' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a ,  &,  O,  a' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a', 
h\  0\  a.  Par  conséquent ,  on  a  cette  autre  égalité 

ab^    a'b  _a^     ab' 

ou ,  parce  que  le  rapport  —j-r,  est  égal  à  l'unité , 

ab,ab'  aO 

a'  b.a'b'~  a'O' 

ce  qui  est  l'équation  (  3  ) . 

190.  jiutrenient .  On  peut  encore  déduire  les  équations 
l'une  de  l'autre  sans  se  servir  des  rapports  anharmoniques. 
L'équation  (i)  s'écrit 

On'       Oh^ 

ÔT'  "~  07/  * 


134 
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OA*— Oa'~On  — Oft'  oJ~~bâ^ 

ce  qui  GSt  l'équation  (  a  ). 

On  a  pareil! liment  -r-r-,  =  jj-  i  et,  en  multîplîaut  membre 

,  ,  .  .  Ob''  a'b.a'b'     .,   . 

a  membre  ces  deux  équations ,   irt-wr,  =  — i — tt-  Mais 

Oi.Ot'  =  Oo.Ofl'*,  Téquation  se  réduit  donc  à 

On   _   ab.ab'   _ 

ce  qui  est  l'éiiuation  (3), 

Réciproquement,  on  remonte  de  l'équatioD  (3)  à  l'équa- 
tion (i);  car  l'équation  (2)  s'écrit 

9^  —  9i  Ob'        _       Oh 

a'b'~  ba      *'"      Ob' —Oa'~  Oa —  Oh' 
d'où 

^  =  ^     011     Oa.Oa'  =  Qb.0b'. 

Pour  conclure  l't^ualion  (i)  de  l'équation  (3),  nous  di- 
rons: si  l'équation  (t)  n'avait  pas  lieu,  on  pourrait  déter- 
miner un  point  ti  satisfaisant  à  l'équation 

aa.ila'  =  tlb.ab'. 
Mais  de  cette  équation  on  conclut 
ab.ab'  ila 


on  a  donc  — — ;  =  ^r— 7)  ce  qui  prouve  que  le  point  îl  n'est 

pas  autre  que  le  point  O.   Ainsi,  l'équation  (i)   est  une 
conséquence  de  l'équation  (3),  et  par  conséquent  l'équa- 


191.   L'équation  Oa.0a'  =  Oh.Ol>'  fait  voir  que  si  les 


TRAITÉ  D£  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  i35 

deux  points  a ,  a'  sont  d^un  même  côte  du  point  O ,  auquel 
cas  les  deux  s^ments  Oa,  Oa'  sont  de  mêmie  signe ,  il  en 
est  de  même  des  deux  points  b^  b'\  et  que  si  les  deux 
points  a^a'  sont  situés  de  part  et  d^autre  du  point  O ,  il  en 
est  de  même  encore  des  deux  points  b^h'. 

D'après  cela,  si  les  deux  segments  oa',  £&' empiètent 
Tun  sur  l'autre ,  le  point  O  est  nécessairement  situé  sur  la 
partie  qui  leur  est  commune;  car  s'il  était  situé  au  delà  des 
deux  segments,  l'un  des  deux  produits  Oa.Oa',  Ob.Ob' 
serait  plus  grand  que  l'autre. 

Si  l'un  des  deux  segments  est  entièrement  sur  l'autre, 
le  point  O  est  évidemment  au  delà  des  deux. 

Enfin ,  si  les  deux  segments  n'ont  aucune  partie  com- 
mune ,  le  point  O  est  situé  entre  les  deux  ;  car  il  ne  peui 
être  sur  l'un  des  deux ,  parce  qu'alors  les  deux  produits 
n'auraient  pas  le  même  signe  \  et  il  ne  peut  être  au  delà  des 
deux  segments ,  parce  que  l'un  des  produits  serait  évidem- 
ment plus  grand  que  l'autre. 

192.  Supposons  que  les  deux  points  c,  c',  qui  forment 
avec  les  deux  systèmes  a^  a'  elb^b'  une  involution,  coïn- 
cident en  un  seul ,  que  nous  désignerons  par  e  ;  nos  sept 
équations  se  réduiront  aux  quatre  suivantes  : 

/  — j 

ab,ab'  ae 


a'b.a'h'       —' 
a  c 

—  » 
t^\  }   ha.ba'  bt 


o  e 
ab'  ,be*ea'  =  —  a'  b,b'  e.ea^ 
ab,b' e,ea'  =z  —  a^ b' ,  be.ea. 

Chacune  de  ces  équations  exprime  que  le  point  e  forme 
avei-  les  deux  svslèmes  // ,  a'  et  A,  A'  une  învolution.  dans 
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laqudle  le  conjugué  de  ce  point  coïncide  avec  ce  point  lui- 
même.  La  position  des  points  qui  jouissent  de  cette  pro- 
pri^l^  est  déterminée  par  'hacune  des  quatre  équations, 
lesquelles,  étant  du  second  degré,  donnent  deux  solutions , 
c'est-à-dire  deux  positions  du  point  e. 

193.   Le   premier   de  ces  deux    points    restant  désigné 
par  f,  appelons^ le  second;  on  aura 


ab.ab' 

"    7i  = 

Nous  donnons  le  signe  —  au  second  mcmbr»^,  parce  qu'avec 
le  signe  H-  les  deux  points  e,_/"seraient  nécessaireuieut  coïn- 
cidents; ce  qui  n'a  pas  lieu. 

On  a  de  même  77—  =  —  -^■ 

b  c  bf 

Ces  relations  prouvent  que  les  deux  points  dont  chacun 
coïncide  avec  son  conjugué,  divisent  karmoniquenient  les 
deux  segments  aa',  bb'. 

La  détermination  de  ces  deux  points  dépendant  d'une 
équation  du  second  degré,  ils  peuvent  être  imaginaires ^ 
ce  qui  a  lieu  quand  les  deux  segments  aa',  hb'  empiètent 
l'un  sur  l'autre,  comme  on  l'a  vu  dans  la  théorie  du  rap- 
port harmonique  (59). 

194.  Réciproquement  :  Si  deux  points  e,  {  divisent  har- 
moniquement  à  la  fois  deux  segments  aa',  bb',  chacun 
de  ces  points  formera  avec  les  deux  couples  a  ,  a  '  (■(  b,  b  ' 
une  involution  dtuis  laquelle  er  point  sera  lui-même  son 
•onjuguà 
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En  effet  ^  on  aura  les  deux  éqnations 

2  11  2  11        ,^_. 

tf/       ea      ea  ef       eb       eb 


d'où  l'on  déduit 

tffl       eb  \ea'       eb'  ) 


eb  —  ea  eb'  —  ea' 

ea,cb  ea' ,  eb' 

ab     _  a'b' 

ea.eb  ea' .  eb' 

OU 

ab.b'e,  ea'  =  —  a'  b' ,  bc .  ea  ; 

ce  cpii  est  Tune  des  équations  (d).  Donc,  etc. 

m. 

195.  Le  point  e  peut  être  à  l'infini;  alors  les  équa- 
tions (d)  deviennent 

ab.ab'  =  a'b.a'b', 

ba,ba'=b'a.b'a', 

ab  =z  b'a',     ab'  =  ba', 

et  le  second  point  f  se  trouve  au  milieu  de  chacun  des 
deux  segments  aa\  bb'. 

On  vérifie  aisément  que  les  deux  couples  de  points  a ,  a' 
et  i,  J'  font  une  involution  soit  avec  le  point  e  à  l'infini , 
soit  avec  le  pointy.  Car  la  première  équation,  par  exemple, 

s'écrit 

ab      aco        a'b'    a' co 

a' b  '  a' co        ab'  '  aco 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  è,  go  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
a%  a,  b\  co  .  Donc  les  deux  couples  a,  a'  et  A,  />',  et 
deux  points  coïncidents  à  l'infini ,  forment  une  involution. 
De  même  à  Tégard  du  point  /;  car,  puisque  a/  =  —  a'/'. 
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la  m^nne  ocfiiaiioD  t«  (mu(  écrire 

ai      a/  _a-l>-  y/ 

a'b'^/  ~  ab'  '  a/' 
ce  qui  prouve  qnc  I«  tjaatrc  pointa  a.  a',  &,  foal  lear 
rapport  atitunnonique  ^al  à  celui  des  cpulrc  a',  o,  /'',X; 
et  par  cotuÀjiicMt  que  les  dinix  couples  a,  a'  et  b,  h',  et 
deux  points  coïncideotsea y,  sout  eninvolnlion. 

^  111.  —  Propriétés  de  six  points  en  invoiution.  —  Point 
central.  —  Points  tioubles. 
I.  Proposition  gi'ncrale. 
196.  Quand  six  points  a,  a';  b,  I)';  e,i:'  sont  en  invty- 
lution,  fi  Pon  prend  deux  autres  points  A,  A'  formant 
nvec  tes  deux  premiers  couplas  a,  a'  et  h,  h'  une  imoiii- 
tion,   ces  deux  mêmes  points  Jonneront  aussi  une  invo- 
lution  avec  le  troisième  couple  et  l'un  des  deux  premiers. 
En  clTel,  les  trois  couples  a,  a'\  t,  b'  et  c,  c'  étant  en  invo- 
lutîon,  les  quatre  points  a,  h,  b',  c  ont  leur  rapport  an- 
harmonique  égal  à  celui  des  quatrt?  a'.   b\  b,  c';  ce  qu'on 
exprime  par  l'équation 

ab_    Çb__a^    e_V_ 
ab-  '  cb'~  a-b'  c'b' 
De  même,  les  trois  systèmes  a,  n';  A,  A';  d,  d'  éiant  en 
involution ,  od  a 

ai     db^  _a'b'     d'b' 
âb''db-~  Vb  ■  rf^  ' 
De  ces  deux  équations  se  déduit  la  suivante  : 

rb_db    _Ç^  .  'i'f'' 
W  db'~  7J'  d'b' 

laquelle  prouve  que  les  quatre  points  b,  b',  c^  d  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  &',  /',  c  ',  d'. 
Doue  les  trois  systèmes  A,  h';  c,c'  et  d,  d'  forment  une  iii- 
volulioii.  c.   Q.   F.    i>. 
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II.  Point  central. 

197.  Le  point  O  déterminé  par  la  relation 

0a.0a'  =  0b.0b' 
forme  aTec  les  deux  couples  a^  a'  et  i,  b'  une  involution 
dans  laquelle  le  conjugué  de  ce  point  est  à  Tinfini  (189). 
Donc,  d'après  le  théorème  qui  vient  d*ètre  démontré,  ce 
point  jouit  de  la  même  propriété  à  F  égard  des  deux  couples 
&,  i'  et  c,  c'y  et  satisfait,  par  conséquent,  à  Téquation 

0*.0^'  =  0c.0c'. 

On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  sont  en  im^olu- 
tion,  il  existe  toujours  un  certain  point  dont  les  distances 
à  deux  points  conjugués  quelconques  donnent  un  produit 
constant. 

Nous  appellerons  ce  point  remarquable  le  point  central 
de  Finvolution.  Ce  point  central  formant,  avec  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  points ,  une  involution  dans  la- 
quelle son  conjugué  est  à  Finfini ,  il  existe,  entre  ce  point  et 
deux  quelconques  des  trois  couples  en  involution,  toutes  les 
relations  exprimées  par  les  équations  (c,  189). 

198.  Réciproquement  :  Quand  trois  couples  de  points 
a,  a';  b,  b';  c ,  c'  sont  liés  par  les  relations 

0a,0a'=0b.0b'  =  0c.0c^y 

ces  six  points,  conjugués  deux  à  deux,  sont  en  im^olution. 
Cette  réciproque  dérive  immédiatement  de  la  proposi- 
tion directe^  car  si  le  point  c'  ne  formait  pas  avec  les  cinq 
autres  a,  a',  6,  b'  et  c  une  involution,  il  existerait  un 
autre  point  c"  qui  ferait  Finvolution,  et  l'on  aurait,  à  Fé- 
gard  du  point  O  déterminé  par  Féquation 

0a.0a'  =  0b,0b\ 

cette  seconde  relation , 

0ii.0fi'=z0c.0c"; 
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i  l'on  conclut 


Donc  les  sis  points  a,  a',  i,  A',  c,  c'  sont  en  involutioti. 

jéutiviiteiit.  Appelons  0'  le  point  situé  à  riuûni  \  l'équa- 
tion Oiï.Ort'^Ofc.OA'  prouve  (189)  que  les  trois  couples 
a,  a';  A,  b'  et  O,  O'  sont  en  îuvoIulîoD.  Pareillement,  l'é- 
quation Oa,Oa'=  Oc.Of'  exprime  que  les  trois  couples 
a,  a';  c,c  et 0,0' forment  une  învolution.  Donc,  d'après 
le  tliéorèmc  (196),  les  trois  couples  o,  «';  h.  i'et  c,  c' for- 
ment une  învolution.  c.  q.  f.  d. 
AiUrement.  L'équation  Oa  .Oa'=0ft.O6'  donne  (190) 

Qg    _   ah 

Ob'  ~  b'a'' 

L'équation  0^.0/>'  =  Oc.Oc'  donne  pareillement 
et  l'équation  Oc. Oc'=Oa.Oa', 


Multipliant  ces    ti-ois  équations  membre  à  membre .  on  a 

a/>.i>'e.c'a'  =  —  a'b\  bc' .  c«  ; 
équation  qui  prouve  que  les  six  points  a ,  a';  ft,  h'  et  c ,  c' 
sont  en  involution.  c.  q,  f,    d. 

On  peut  aussi  déduire  des  égalités  proposées,  les  éi]ua- 
lions  d'involutiou  à  huit  segments. 
Kncllet,  on  a 

Ou  ab  Ofl        ab- 
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0l'.0b-  =  0c.0c' 


CD  conclut  donc 


ah., 


l'i   a'b'  ■ 
ce  qui  est  ane  des  éqaaiions  (a)  à  huit  segmenis. 

199.  La  propriété  du  point  central  (197)  caractérise 
d'une  manîi^re  liès-aimplc  le  système  do  six  points  en  invo- 
luùon.  Toutefois  ce tti;  piopriélé  iic  me  parait  pas  être  la 
plus  propre  à  déGuir  Tiuvoluiiou  ,  parce  qu'elle  repose  sur 
la  considération  d'un  point  étranger  au  système  des  six 
points  dont  il  faut  exprimer  les  relations  mutuelles  ;  tandis 
que  ,  par  la  notion  du  rapport  anharmonique ,  on  exprime 
inunédi,atement  ces  relations,  en  ne  considérant  que  les  six 
points  eux-mêmes.  Une  autre  raison  peut  nous  porter  à 
écarter  la  déCnition  résultante  de  la  propriété  du  point 
central;  c'est  que  celte  propriété  est  rarement  celle  qui 
donne  lieu  aux  applications  de  la  lliéorie  de  l'involuiion, 
applications  qui  se  présenteront  rréquemmcnt  dans  la  re- 
cherclie  des  propriétés  des  figures  reciilignes,  et  surtout 
dans  la  théorie  des  sections  coniques 

200.  Si  sur  (Uux  segments  aa' ,  bb'  oh  décrit  deux  cir- 
conférences de  cercle  quelconques ,  leur  corde  commune 
passera  toujours  par  le  point  central  O. 

En  effet ,  soit  g  l'un  des  points  d'intersection  de  ces  deux 
circonférences  ;  je  dis  que  la  droite  Og  passe  par  leur  se- 
cond point  d'intersection;  car,  si  l'on  désigne  par  g' et  g" 
les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux  circonférences, 

Og.Og'=  Oa.On',     et     O^ , Of"  =  Ofe  O*', 
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Or 


donc 


Oa.O«'  =  0&.0^; 


c'eM-«-direqTielesdeaxpoÏDl6^',  g'coïii<ndent.  Donc,  etc. 

301 .  11  sait  de  là  que  : 

iSt'  sur  troii  tegments  en  ini/olution  on  décrit  trois  cir- 
conférences lie  cercle  passant  par  un  même  point  tjuel- 
conque,  ces  circonférences  passeront  toutes  trois  par  un 
second  point ,  et  iettr  corde  commune  passera  par  le  point 
central  de  l'involtajon. 

302.  On  coDclut  eiicore  que  : 

Ijcs  circonjérences  décrites  sur  trois  segments  en  invo- 
luiion,  pris  pour  diamètres,  passent  toutes  trois  par  deux 
mêmes  points. 

Eneliet,  les  cordes  comiiiuiies  à  ces  circonrcrenccs  prises 
deux  à  deux  .  passent  louies  trois  par  le  point  central  (SOO)  ; 
mais  elles  soulperpendiculaires  à  la  droite  sur  laquelle  sont 
situés  les  trois  segments;  done  elles  coïncident.  Donc,  etc. 

203.  Les  points  d'intersection  des  trois  circonférences 
peuvent  être  imaginaires,  ce  qui  aura  lieu  si  les  st^menta 
n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre;  on  dit  alors  qu'elles  ont 
!e  même  axe  radical. 

Ou  bien,  si  l'on  veut  spécîGer  ce  cas  par  une  propiïécé  ■ 
qui  lui  est  propre,  on  dira  que: 

Les  tangentes  menées  du  point  central  aux  trois  circon- 
férences sont  de  même  longueur. 

304.  Quand  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois 
segments  au',  bh\  ce',  comme  diamètres,  se  coupent,  les 
droites  menées  d'un  des  points  d'intersection  aux  extrémi- 
tés de  chaque  segment  sont  rectangulaires;  on  peut  donc 
dire  que  : 

Quand  lioii  segnu-.nis  en  ligne  droitr  foi 


•it  une  inyO'^Ê 
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luiion, il  existe  deua:  points  [réels  ou  imaginaires)  de  chacun 
desquels  on  voit  les  trois  segments  sous  ries  angles  droits. 

D"où  il  suit,  reciproiiueracni,  que: 

Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  comme 
pà'Ot,  les  segments  qu'il  intercepte  sur  une  droite  Jïxe, 
dans  trois  quelconques  de  ses  positions,  ont  leurs  extré- 
mités en  involution. 

111  Points  doublas. 
SOS.  Considérons  maintenaDt  les  deux  poiiilse,y^ dont 
chacun  forme  avec  les  quatre  a,  a'  et  i,  b'  uuc  iuvolution 
(te  cinq  points  dans  laquelle  ce  point  e  ou  y  coïncide  avec 
MD  conjugué  (192).  D'après  la  proposition  (19ti),  ces  deux 
points  jouissent  de  la  mémo  propriété  à  l'égard  des  deux 
tystèmes  b,  h'  et  c,  c'.  Donc  ils  divisent  harmonique- 
ment  à  la  fois  les  trois  segments  aa',  hb\  ce'.  On  a  donc 
ee  théorème  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  a,  a'j  b,  b'  et 

c'  sont  en  involution  ,  il  existe  deux  points  (réels  ou 
imaginaires]  qui  divisent  harmoniquement  les  trois  seg- 
ments aa',  bb',  ce'. 

Nous  appellerons  ces  deux  points ,  dont  la  considération 
sera  souvent  utile,  les  points  doubles  de  l'învolution. 

Il  existe,  entre  chacun  de  ces  points  et  deux  quelconques 
des  trois  couples  de  points  en  involution,  toutes  les  rela- 
tions exprimées  par  les  équations  {d,  193]  ;  et  chacune  de 
ces  équations  pourra  servir  pour  déterminer  les  deux  points 
en  qnestion. 

206,  Les  deux  points  doubles  sont  de  pari  et  d'autre 
et  à  égale  distance  du  point  central. 

En  eSet,  le  point  e  formant  une  involution  avec  les  < 
41,  a'  et  A,  b',  ona 


Oa,0a'r=O/).0/<'  =  Of, 


latrc 

J 
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el  pariûUi^menl  à  l'égard  du  point/;  donc 


=  o/. 


-0/ 


I]  l'st  clair  qu'il  faut  prendre  le  signe  — ,  puisque  avec  le 
signe -h  les  deux  points  e,J'se  confondraient.  Les  deux 
points  sont  doue  départ  et  d'autre  du  point  O,  à  égale 
distance  de  ce  point. 

La  relation  Oe  =^Oa.Oa' montreque  ces  deux  points 
seront  imaginaire.'!  quand  le  point  O  se  trouvera  sur  les 
segments  aa',  bb'\  ce  qui  a  lieu  quand  ces  deux  segments 
empiètent  l'un  sur  l'autre  (191). 

Au  contraire,  les  deux  points  doubles  sont  réels  quand 
deux  segmcDts  sont  compris  l'un  sur  l'autre ,  ou  n'ont  au- 
cune partie  commune. 

207.  Les  points  doubles  de  l'involution  à  laquelle  ap- 
partiennent  les  deux  couples  de  points  conjugués  a ,  a'  ef 
b,  ^\  forment  une  involution  de  six  points  avec  les  deux 
couples  a,  h'  et  a',  b. 

En  eQet,  on  a,  les  deux  équations 


_faJH_ 


(19Ï). 


ce  qui  exprime  que  les  trois  segments  ab',  a'  b  et  ef  sont 
en  involution. 

Autrement.  Les  deux  points  e,  ^/divisent  harmonique- 
ment  chacun  des  deux  segments  aa' ,  bb\  de  sorte  qu'on  a 


"/ 


"'/ 


bf      h-f 
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ceqai  prouTe  que  les  quatre  points  a,  a\e^f  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  h\  &, 
y,  e.  Donc  les  trois  couples  a^  b'-^  a*^  b^  ele^  f  forment 
une  inyolution.  c.  q.  f.  d. 

Ce  que  nous  disons  des  deux  segments  ab\  a!b  s'entend 
des  deux  ab^  a'V\  de  sorte  que  les  deux  points  e,/* appar- 
tiennent, comme  points  conjugués,  à  deux  involutions 
différentes,  dans  chacune  desquelles  les  quatre  autres  points 
sont  a,  a\  &,  b\  mais  accouplés  différemment. 

$  IV.  —  Construction  du  point  central^  des  deux  points 
doubles  et  du  sixième  point  d'une  involuùon. 

206.  Deux  systèmes  de  points  conjugués  a,  a'  et  6,  />' 
suffisent  pour  déterminer  le  point  central  et  les  deux  points 
doubles  d^une  invotution. 

I.  Construction  du  point  central. 

Si  les  deux  segments  aa'^  bb'  empiètent  l'un  surTautre, 
on  pourra  décrire  sur  ces  segments,  comme  diamètres, 
deux  cercles  dont  la  corde  commune  déterminera  le  point 
central. 

Si  les  deux  segments  n'empiètent  pas  Tun  sur.  Tautre, 
on  mènera  par  un  même  point  quelconque  g^  pris  au  de- 
hors de  la  droite  ab^  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respec- 
tives les  deux  segments  aa'^  bb\  Ces  deux  cercles  se  coupe- 
ront en  un  second  point  g\  et  la  droite  gg'  déterminera  sur 
ab  un  point  O  qui  sera  le  point  central  ;  car  on  aura 

0^.0^'  =  Où. Où'  =  Ob.Ob'. 
Autrement.  Le  point  O  est  déterminé  par  Téquation 

ôb-'û'    (^^)- 
Par  conséquent ,  si  Ton  mène,  par  les  points  a  et  A,  deux 

lO 
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droites  parallèles  aa  ,hS.  égales,  resptïclivcment ,  aux  deux 
segments  ah',  ha',  la  droite  aS  qui  joiadra  leurs  pxtrérailés 
détbrmiuera  le  point  O. 

Les  deux  eegmeals  a  et,  hë  seront  pris  dans  le  même 
sens,  ou  en  sens  contraire,  selon  que  les  deux  a6',  ha'  aux- 
quels ils  sont  égaux ,  serout  eux-mêmes  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraire. 

Cette  construction  est  toujours  praticable,  quelle  qut- 
soit  la  position  relative  des  deux  segments  aa',  hh'. 

909.  Seghebts  HELATirs  AL  POINT  CENTRAL.  —  De  l'ëqua- 
ab' 


llOD    ;rT^ 


06       6a' 


a  àédnh 


0« 


ab.ab' 
Kt,  en  appelant  iz,  €  1rs  milieux  des  deux  segments  aa',  bit'. 

Pareil  Icmenl 


Ces  expressions  de  aO  et  aO  permettent  de  supposer  les 
deux  points  /;,  h'  imaginaires.  Nous  donnerons  plus 
loin  (276)  une  construction  du  point  O  qui  s'applique  au 
cas  où  les  deux  points  n,  n'  sont  aussi  imaginaires. 

II.   Construction  des  denx  poinis  dniiblps, 
21(1.  ^ous  avons  vu  (203)  que  les  deux  points  doubles 


^ 
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se  peuvent  dëierminer  par  chacune  des  équations  (</,  192). 
La  première  donne 


H  8*agît  donc  de  diviser  le  segment  aa!  en  raison  donnée. 
On  mènera  par  les  points  a,  a'  deux  droites  parallèles 
flfr,  n'A',  égales  respectivement  à  '^ab.ab'  et  \Ja.'b.a'b'-^  la 
droite  qui  joindra  leurs  extrémités  marquera  le  point  e.  Et 
si  l'on  prend  a'h"  égale  à  a'k',  mais  en  sens  contraire,  Is 
droite  W  marquera  le  pointy. 

Pour  déterminer  les  longueurs  des  deux  ligiies  ah,  ah', 
il  suffira  de  décrire  sur  le  segment  bb\  comme  diamètre  , 
une  circonférence  de  cercle,  et  de  mener  par  les  pointa  a, 
a'  soit  les  tangentes  à  cette  circonférence,  soit  ses  demi- 
cordes  perpendiculaires  au  diamètre  bb' . 

Si  les  deux  segments  an',  bb'  empiètent  l'un  sur  l'autre, 
l'un  des  deux  produits  ab.ab',  a'b.a'b'  est  négatif,  et 
l'expression  de  -;- imaginaire;  la  construction  n'a  plus  lieu, 
et  les  deux  points  cherchés  sont  imaginaires. 

jlulrement.  Par  un  point  g,  pris  arbitrairement,  on 
mènera  deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux 
■egments  ab\  a'h.  Ces  deux  cert^Ies  se  couperoul  en  un 
second  point  g*.  Par  le  m^me  point  g  on  fera  passer  deux 
autres  cercles  ayant  pour  cordcd  les  deux  segments  a/»,  a'i', 
lesquels  se  couperont  en  un  autre  point  g".  Le  cercle  mené 
par  le  trois  points  g,  g',  g"  passera  par  les  deux  points 
cherchés  e  ,J. 

En  efl'et,  les  trois  segmenla  ab',  a'b  et  e/  sont  en  invo- 
Intion  (207).  11  s'ensuit  que  le  cercle  mené  par  le  point  g 
et  ayant  pour  corde  le  segment  ej\  passe  par  le  point  d'in- 
lersection  g'  des  crretes  qui  ont  pour  cordes  les  de 


a 
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ments  ab\  a'b  (301).  Pareillement  ce  cercle  passe  par  k* 
point  g".  Donc ,  etc. 

Si  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  g^  g\  g"  ne 
rencontre  pas  la  droite  ab^  les  deux  points  doubles  seront 
ùnagùiaires. 

Autrement.  Sur  les  deux  segments  ab^eia'b^  comme 
diamètres,  on  décrira  deux  circonférences,  et  sur  les  deux 
segments  ab^  a'b'  deux  autres  circonférences  ;  par  les  points 
d'intersection  de  ces  deux-ci  et  les  points  d'intersection  des 
deux  premières ,  on  fera  passer  une  circonférence,  laquelle 
déterminera  les  deux  points  e ,  /'.  Cela  résulte  de  ce  que  les 
trois  segments  a&',  a^b  et  e/*sont  en  involution,  ainsi  que 
les  trois  ab^  a!b'  et  ef. 

211.  Remarque,  — Quand  les  deux  points  doubles  sont 
imaginaires,  il  existe  une  certaine  diilérence  entre  cette 
dernière  construction  et  la  précédente.  Dans  celle-ci,  le 
cercle  qui  détermine  les  deux  points  cherchés  est  toujours 
constructible^  mais  il  peut  ne  pas  rencontrer  la  droite  aa'-^ 
ce  qui  arrive  quand  ces  points  sont  imaginaires.  Dans  la  se- 
conde construction,  le  cercle  qui  doit  déterminer  ces  deux 
points  cesse  d'être  constructible  quand  ils  sont  imaginaires. 

212.  Segmei«ts  relatifs  aux  points  dolbles.  —  Après 
qu'on  a  construit  le  point  central ,  on  peut  déterminer  les 
points  doubles  par  les  expiassions 


0<?  =  :t  ^Ofl.Oû', 

Oe=±\Oa  —aLa\ 

qui  permettent  de  supposer  les  deux  couples  de  points  a ,  a' 
et  A,  &'  imaginaires. 

La  première  donne,  en  vertu  des  expressions  de  Oa  ei 
Oa'(209),  

Or  =  ±:^ ; 
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et  par  Gonséqaent 

^      Jâb.ab'.a'b.a'b' 
'f^    ^6 • 

On  a  ae  =  oeO  —  eO,  ou,  d'après  les  expressions  de 
aO  eteO 

ab.ab'-^a'b.i^b*   .^ab.ab'.a'b.c^b' 
ae  =2 


4a€  2a6 

Les  deux  signes  ±  répondent  aux  deux  points  doubles  e ,  J'. 

Cette  expression  de  ae  montre  que  ces  deux  points  sont 
réels  quand  le  produit  ab.ah' .  a'b.a'b'  est  positif;  et  Ton 
reconnaît  aisément  que  cela  a  toujours  lieu  quand  les  deux 
s^ments  aa'^  bb'  sont  Tun  entièrement  sur  l^autre,  ou 
Tun  au  delà  de  l'autre,  et  qu'au  contraire  le  produit  est 
toujours  négatif  quand  les  deux  segments  empiètent  Tun 
sur  l'autre. 

L'expression  de  a  e  se  met  sous  la  forme  plus  simple, 


cie 


_[slab  ab'±\Ja'b.a'b')\ 

"  4a6 


On  peut  y  supposer  les  deux  points  b ,  b'  imaginaires , 
paice  que  les  produits  ab,ab\  a'b.a'b'  et  le  point  6,  mi- 
lieu du  segment  &&',  sont  toujours  réels. 

Nous  donnerons  plus  loin  (222,  coroll.  I)  une  relation 
qui  peut  servir  à  déterminer  les  deux  points  doubles  dans 
le  cas  où  les  segments  aa\  bb'  sont  tous  deux  imaginaires. 

On  a  semblablement  pour  Se  l'expression 

46a 

Nous  écrivons  zp ,  parce  qu'on  doit  avoir  entre  les  trois 
points  a,  o  et  e  la  relation  «e-l- eS  H- Sa  =  o,  qui  se 
trouve  ainsi  satisfaite- 


IpaMpMadrc  vne  forme 
fm*.w'ià-Mif:^^l>.a'i>')',  «a  ol 


OKtlNMe^pui. 

Et  <r mur  pan, 
U  «icnt  ilonc 


L'un  de»  signes  corivitmi  on  i'4)i|i<irt  —  i  ei  lanueâ 


iU-  CooiiniclioH  ilx  uxi^Mc  \nn\\\  d'une  involatioB. 
'iï3.  Soienl  o,  «'  l'I  ^^  *  >l<""v  i-ouiOfts  de  points  con- 
jugués et  c  un  cinquième  jwvim  .l'iim-  involution ,  dont  on 
veut  trouver  If  sixième  juvim  .■  ,  l**r  un  point  g  pris  z.t\à- 
tiaii-ement,  on  ffia  iw^«i  .U\  ,-i«-,>»ferL-nces  de  cercles 
ayant  pour  cordes  ^v*^H^■li^.■*  l.v"  d.-ux  segments  «a',  bb' . 
■ilos  st-  rt-ncontivi-ont  e»  «h  >«v»d  i«iint  g'i  et  U  circon- 
L-enc-e  menée  p-r  h-«  i.x^"  iH«».*  ,î.  g'  et  c  coupera  la 
d.oilefl*<^e'""»  stH-oiut  iH-ul .-  .(«i  »er»  I.- sixième  point 
,^.  riiivohition  (3*M). 
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Celle  construction  subsiste  quand  Tun  des  segments  aa\ 
bb\  ou  tous  deux  sont  imaginaires  *,  parce  que  Ton  peut 
mener,  par  un  point  donné ,  un  cercle  qui  ait  pour  points 
d'intersection  imaginaires  avec  une  droite,  deux  points 
imaginaires  déterminés  par  leurs  éléments  (88),  ainsi  que 
nous  le  verrons  dans  la  théorie  des  cercles. 

Autrement.  Après  qu'on  a  déterminé  le  point  central  O, 

on  peut  prendre 

^  ,       Oa.Oa 

Oc'  =2  — 

Oc 

Cette  formule  s^  applique  d'elle-même  au  cas  où  les  couples 
de  points  a ,  a'  et  &,  b'  sont  imaginaires. 

Nous  donnerons  plus  loin  (S76)  une  construction  géné- 
rale indépendante  du  point  central  et  dans  laquelle  on  n'a 
à  déterminer  que  des  centres  de  moyennes  harmoniques 
relatifs  à  deux  points ,  ce  qui  se  fait  par  une  même  construc- 
tion ,  soit  que  ces  points  soient  réels  ou  imaginaires  (77). 

§  V.  —  Relation  entre  six  points  en  im^olution ,  dans 
laquelle  entre  un  point  arbitraire 

214.  Lemme.  Étant  pris  sur  une  droite  trois  segments 
fixes  quelconques  aLa\  bb',  ce',  dont  les  milieux  sont  a  y 
o,  7,  et  un  point  m,  la  Jonction 

ma,ma' .  67  -H  mh ,mh' .  fa-^-  mc.mc' .  a6 

a  toujours  la  même  valew\  quel  que  soit  ce  point . 
En  effet,  soit  M  un  autre  point;  on  a 

ma  =  M  a  —  M  /?/ ,      ma'  =  fi/ia'  —  Mm; 
et 

ma,ma'  =>Ma .  Mn'  —  7.Ma.M/n  -h  Mm. 
Pareillement , 

mb.mb'  =  Mb.Mb'  —  2M^.Mm'hMml 
mr . ///(•'  =   Mr.  M ('  —  2  M  V .  M  m  -f-  M //i . 


iSi  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Multipliant  ces  trois  é(|uaiioDS  respectivemeni  par  07,  ; 


imbre,  et  observant 


c,  puis  les  ajoutant,  ntembn- 
4]ue  l'on  a  les  deux  identité 

^7  4-  7«  ^  ï6  =  o, 

M0.ev-I-Me.7a-H  Mv.aÊ  =0, 

lu  première  entre  les  trois  points  a,  ë,  y,   et  la  seconde 

rntie  les  cpiatrex,  €,  f  el  M,  on  obtient  l'équa lion 

ma,ina' ,  67  -*-mb.mb' .  fa  +  inr.mc' .  at 

^Mo.Mfl'.i?7  +Mfr  M6'.  7«4-  McMc*.  aS. 

Ce  qui  démontre  le  lemrue  ^nonré  (  •  ) . 

215.  Qitand  SIX  points  a,  a';  b,  b';  c,  c',  conjugues 
lieux  à  deux,  sont  en  involutton ,  si  l'on  prend  un  point 
m  i/ue/cuni/ue  sur  la  même  droite,  on  aura  toujours,  en 
appelant  a.  S,  y  les  milieux  des  trois  segments  aa',  bb', 
ce',  l'équation 

tians  laquelle  on  observe  la  règle  générale  des  signes, 

Eii  rdet .  d'après  le  lemnie ,  la  fouf  tion  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  a  une  valeur  constante, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  in.  Or  cetle  valeur  est 
nulle  quand  ce  point  coïncide  avec  le  point  eentrat,  parce 
que  les  trois  produits  ma. /«a',  mb.mb',  me.  me'  étant  alors 
égaux,  ia  fonction  devient 


■{^1^ 


--Ê,, 


',  ■  )  En  .upposaiu  que  les  troî»  point*  a',  b',  c'  . 
leuL  aviw  leurs  coiijuguri  a,  t,  r,  on  en  cODclulIn  r( 
ualie  (Miïnls  n,  h,  t.  m  en  ligne  droile,  savoir, 


,-.eb  =  o  dom  ik 
nhru  qiiolcoiiqiii: 
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quantité  nulle  à  cause  de  Tidentité  oeS  +  Sy  +  yasso. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Autrement.  Soient  e ,  y*  les  points  doubles  de  l'inrolur 
tien.  Ces  deux  points  divisant  harmoniquement  chacun  des 
trois  segments  aa\  bV  et  ce'  (205),  on  a  les  relations 

ma, ma' -h  me.m/=:  2/ita./it0^ 
mh.mh'  -f-  me.mf:=i  2i7i6./itOy 
mcmd  -\- me,mf=^7,mf,m0     (66). 

Multipliant  ces  équations,  respectivement,  par  6y,  ya,  oeS 
et  les  ajoutant  membre  à  membre ,  en  observant  que  Ton  a , 
conmie  ci-dessus ,  les  deux  équations 

^7"^"7*  4-a6  =  o, 
//ia.67  -h  /wê.7a  -i-  my ,ol^  =  0> 

on  obtient 

ma,ma\^y  -+-  mb,mb\ycx.  -+-  mcmd ,a^  =  o. 

C.    Q.    F*    D. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  points  i,  V  coïncident  avec  le 
point  double  e ,  et  les  deux  points  c ,  c'  avec  le  second  point 
double  y,  l'équation  devient 


(2)  ma  .ma' .ef-\-  mcfa.-^  mf .  ae  =^0. 

C'est  la  relation  entre  deux  couples  de  points  a^a'  el  e^  f 
en  rapport  harmonique ,  qui  a  déjà  été  démontrée  différem- 
ment (67). 

216.  Equation  relative  au  point  central  —  Si  dans  la 
relation  générale  (i)  on  suppose  que  le  point  c'  soit  à  l'in- 
fiii ,  auquel  cas  le  point  c  sera  le  point  central  O,  Féqua- 
tio>  devient 

(3)  ma, ma' — /?i6./7f6' -h  2  aê./wO  ==  o. 

En  ehet,  divisant  Téquation  générale  par  6y,  on  a 

•y  OL  me 

ma, ma'  -\-  mb,mb'  ^ h  ntc  .  ^—  a6  =  o. 

67  67 
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Or 

et,  le  point  c'  étant  à  Tinfini ,  y  est  aussi  à  Tinfini ,  et  Ton  a 

yoL  aj  6c  €</  €7  i 

67"~~€7"~'~    '     m?'~    '     m?""    '     mP  "  2' 

Par  conséquent  Téquation  générale  devient 

ma, ma'  —  mb.mh'  -h  2a6.iitO  =  o. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  pris  sur  une  droite  deux  segments  aa',  bb',  ainsi 
que  leur  point  central  O  déterminé  par  F  équation 

Oa.Oi^^Ob.Oh', 

et  leurs  points  milieux  a,  &,  on  ay  pour  un  point  quel- 
conque in.de  la  droite,  la  relation 

ma. ma'  —  mb,mb'  -^  aaS.mO  =  o. 

Autrement.  Soient  e,  /  les  deux  points  doubles^  leur 

milieu  est  le  point  central  O;  de  sorte  qu'on  a  les  deux 

équations 

me,mf'\-  ma,ma!  •==.  ama.mOj 

me,mf'k-mb,mb'z=i7,m^,m0     (66), 

qui ,  retranchées  Fune  de  Tautre ,  membre  à  membre ,  don 

nent 

ma, ma'  —  mb.mb'  =  2€z.m0. 

c.    Q.    F.    D. 

Corollaire.  —  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  </,  il 

vient 

ab.ab 

,4)  ___=,, e. 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  direclenionl  (209). 

217.  C.o^sTR^'CTIO^  dl  poiht  cE^TRAL.  —  La  fomuli»  l-^) 
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pcnl  serrir  pour  construire  le  point  central  d^une  involu- 
lion  décerminëe  par  deux  aq^ments  aa' ^  bb',  et  la  construc- 
tion s'applique  an  cas  où  les  deux  segments  sont  imagi- 
naires ,  comme  il  pourrait  arriver  s'ils  provenaient  des  in- 
tersections d'une  droite  par  deux  cercles  ou  deux  sections 
coniques  \  car  les  produits  ma .  ma'  et  mb .  mb'  restent  réels , 
ainsi  que  les  points  milieux  a ,  6  des  deux  segments. 

Quand  les  points  a,  a',  ou  b^  b\  sont  réels,  on  peut 
placer  le  point  m  en  l'un  de  ces  points,  et  se  servir  de  la 
formule  (4)* 

§  VI.  — Manières  d'exprimer  rim^olution  parles  éléments 
ou  les  équations  des  trois  couples  de  points. 

218.  I/équation  (i)  s'écrit 

i,maf{m€  —  my)  -^  mb,ml/(my  —  /iia)-f-  mcmc^  {ma  — m€)^o. 

Supposons  que  les  trois  couples  a,  a']  b^  b'  et  c,  c'  (réels 
ou  imaginaires)  soient  représentés ,  respectivement,  par  les 
trois  équations 

JT*  -+-  Aar    -h  B  =  o, 

or'H- A'x  -+-B'  =  o, 

x»-4-A"j:  +  B"=ro     (87), 
de  sorte  qu  on  ait 

iiia  = ,     ma.ma  =zlày    etc.; 

la  condition  d'involution  s*exprimera  par  la  relation  sui- 
vante, entre  les  six  coefficients  A,  B,  etc., 

(a)         B(A'— A")H-B'(A'^-A)H-B"(A  — A')  =  o. 

219.  Ou  peut  substituer  à  cette  relation  unique  trois 
équations  renfermant  deux  coefficients  indéterminés,  savoir» 

B  -hv— A>   =o, 
B'  +  V  ^  A'X  =  o, 

B"4-v  — A"X=:o; 
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car  ces  équations  expriment  (93)  que  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  deux  points  fixes  déterminés  par  Téquation 

Jî'-f-  olIx  -+-  v  =  o, 

lesquels  seront  les  points  doubles  de  Finvolution. 

Et ,  du  reste ,  en  éliminant  v  et  X  dans  les  trois  équa- 
tions ,  on  trouve  l'équation  (a). 

220.  Si  les  équations  des  deux  premiers  couples  de  points 

conjugués  sont 

x'-f-  Ax  -h  B  =  o, 

x>-f- A'xH-  B'  =  o, 
celle  du  troisième  couple  sera  de  la  forme 

(x»-t- Ax-hB)  -hX(x»-+-  A'x  -i-B')  =o; 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  l'équation  du  troisième 
couple  seront 

En  effet,  en  éliminant  X,  on  retrouve  Téquation  (a). 

autrement.  On  peut  démontrer  directement  que  les  trois 
équations  représentent  trois  couples  de  points  en  iuvolu- 
tion.  Appelons  a ,  a\  &,  &'  et  c ,  c'  les  distances  de  ces  points 
à  Torigine  commune  ;  on  a 

x'  H-  Ax  -h  B  =  (x  —  fl)  (x  —  û'  ), 
x>-f-  A'x  +  B'  =  (x  —  ^)  (x  —  b'  ), 

et  Téquation  du  troisième  couple  devient 

(x  —  fl)(x  —  a')  -+-  À(x  —  ^)  (x  —  b'  )  =.  Oy 
ou 

(x^a)(x—a')  __  __ 

(x— 6)(x— 6')"" 

Or.  c  et  c'  étant  les  racines  de  cette  équation ,  on  a 
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oa,  en  représentant  maintenant  par  les  mêmes  lettres 
4t,  a'^  etc.)  les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  dis- 
tances à  Torig^e  commune, 

ca,ca' ff  a^<f  a 

TSTcb'  ■"  TbTTb'' 

Cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points  sont 
en  involution.  Donc ,  etc. 

5   Vn.  —  Relations  où  entrent  les  points  milieux  des  tmis 

segments  aa\  bb\  ce'. 

1. 

221 .  //  existe  entre  trois  couples  de  points  en  ins^o^ 
lution  a,  a';  b,  b'  et  c,  c',  et  leurs  trois  points  milieux 
a,  6,  y,  les  relations 

ab,ab'       a6        a'b,a'b'       a€ 


9       — ; 7-;  —  — » 


bc.bd  _67        b'c.b'c'  _^'^ 
ba.ba!^Ti'     Ï^^TÂV^ei' 

ca.ca!        7  a        da.ca'        fa 
cb . cb'   ~"^'      c'b.c'b'  ""7^ 

Pour  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exemple, 
supposons  dans  Téquation  (i,  215)  que  le  point  fn  coïn- 
cide avec  le  point  a ,  le  premier  terme  devient  nul ,  et  l'é- 
quation se  réduit  à 

ab.ab' .  7a  -I-  acac' ,  a€  =  o; 

ou ,  parce  que  y  a  =  —  «y, 

ab.ab'       a6 

'  =  — •  C.    Q.    F.    D. 

acac        ay 

Ces  équations,  remarquables  par  leur  simplicité,  donnent 
immédiatement  les  sept  équations  fondamentales  (a  et£,  1 84). 
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EneHêl,  les  deux  preruit^res,  par  exemple,  qui  oni  le  tnèfiie 
secoEid  membi-e,  donnent  la  première  des  «^uattons  {a). 
Et  quant  aux  équations  (i),  qu'on  fasse  le  produit  des  trois 
équations  delà  première  colonne,  multipliées  membre  A 
membre ,  on  a 

ab'.  bc'.ca' 
ae'.cb'.ba'~  '' 
re  qui  est  Tune  des  équations  (  b). 
U. 
Sâ2,  On  a  entre  trois  segments  en  ûn'oluUon  aa',  bb' 
et  ce',  et  leurs  points  milieux  « ,  6,  y,  la  relation 

Lan.  S  y  +6i.ya  -f-i(caÉ  +  a6.£Y.^a=  o. 
E»  effet.,  prenons  l'ëqualion  (i,  SlEi),  et  oLserrons  que 
ma.mt^  ^  ma.  —  aa, 
elle  devient 
rat(.67-(-me.70H-ni7.aS —  (a<t.S7  +  S&.7a  +  7c.ag)  =  d; 
OU,  d'après  la  Note  relative  à  la  proposition  (214), 

aâ.67  +  fifi.ya  +  ^cafi  +  «È.êy.ya^O. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

OonoLLAiRE  I.  — Si  les  deux  points  c,  v'  eoiiicideiit  en 
l'un  des  points  doubles  e,  l'équation  devient 

aa',e<-+.ei'cn  +  oe.fi.-.«a  =0, 


bb' 


4ae. 


Cette  relation  peut  servir  pour  déterminer  les  poinis  dou- 
bles d'une  involuiion  ,  et  s'applique  au  ras  où  K-s  deux  sédi- 
ments mi'.  />^' sont  imaginaires. 


"\ 
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ComoixAiiB  n.  —  Si  a ,  S^y  représentent  les  centres  des 
moyennes  harmoniques  d'un  même  point  n ,  par  rapport 
aux  trois  segments  aa\  bV  et  cc\  on  aura  l'équation 

aa      €y       €6      7a      yc      a€       a6.67.7a 
"7"*    «a"^rZ'    «6       ""*    /17       /za.ii6  n^ 

En  effet,  en  multipliant  par  ,  on  peut  écrire  l'é- 

quation de  manière  qu'elle  ne  renferme  que  des  rapports 
anbarmoniques  ,   car  le  premier    terme ,  par  exemple , 

s'&rit  —  (— :^l  (  —  :— VUen  résulte  que  Téquation 
\na    /i6/  \na    n^j  ^  *       * 

sera  yraie  pour  toute  position  du  point  n ,  si  elle  lest  pour 

iiae  seule.  Or  l'équation  est  vraie  quand  le  point  n  est  à 

l*iiifini ,  car  elle  se  réduit  à  la  précédente  dans  laquelle 

«)  6,  7  sont  les  milieux  des  trois  segments  aa\  hV  et  ce', 

Donc  l'équation  a  lieu  pour  toute  position  du  point  n. 

§  VIII. — Belations  fUiferses , 

I. 

223.  Dans  chacune  des  équations  où  entrent  les  points 
milieux  a ,  S,  7  des  trois  segments  aa\  bb\  cc\  on  peut 
remplacer  ces  points  par  ceux  de  Tinvolution  a,  a',  etc., 
au  moyen  des  expressions 

^       ab'-ha'b       ^  bc' -h  b'c  ca'-hc^a     ,^. 

Les  formules  (221  )  deviennent 

ab,ab'  _^ab'-h  a' b 
acad        ac'  -^  a'  c 


Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  relations. 
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U. 

221.  L'involution  de  six  points  éUnt  l'égalilé  de  deux 
rapports  anharmoniques ,  ou  peut  l'cxpriiner  par  des  équa- 
tions à  trois  termes  (47).  On  trouve  que  ces  équalious 
sout  de  deux  formes  diffërentes  représentées  par  les  deux 
équations  suivantes,  qui  eupri  ment  l'égalité  des  rapports  aa- 
harmouiqucs  des  deux  séries  de  quatre  points  a,  b,c.  a' 
et  a',  b',  c',  a  : 

ab.a'c       ab' .  a' c' 


Ou  formera  toutes  les  autres  équations  semblables,  soit 
en  remplaçant  cbaque  lettre  par  sa  conjuguée  ,  soit  en  rem- 
plaçant deux  lettres  eonjuguécs  par  deux  autres  lettres  con- 
juguées, el  vice  ve.rsd. 

m. 

235.  La  formule  à  trois  termes  oii  entre  un  point  arbi- 
traire, par  laquelle  on  exprime  l'égalité  des  rapports  an- 
barmoniques  de  deux  séries  de  qtiatre  points  (48) ,  donne 
aussi  des  relations  entre  six  points  en  involution.  Prenons 
l'équation 


-bd.m 


et  supposons  que  les  points  d^  d'  coïncident  a 
c'  et  c  respectivement ,  l'équation  devient 


Elle  exprime  que  les  trois  couples  de  points  a 
c,  r'  sont  en  jnvolution. 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRKUEE.  161 

En  fkisant  coïncider  les  points  dj  d'  avec  b*  elb  respei> 
ÙYement,  on  a  cette  équation  différente, 

'-T—.bb'.  ma  -\-  -7-77  b'a.mb'  -{-  -r;  ab,mb  zzzo, 
car  cb  d  b 

Si  Ton  suppose  dans  ces  équations  le  point  m  à  l'infini ,  elles 
deviennent 

ca  cb 

ca   ,,,        cb  cb'     . 

ob'  -+-  -TT-,  h' a  -^  -r-:  ab  =z  o. 


c'a'  c'b'  r'b 

IV. 
296.  Que  dans  Téquatiou 

«64-67  H-7«  =  o      ou      -r 1 S=>) 

on  remplace  les  deux  rapports  ^»  -|  par  les  expressions 
précédentes  (221  ) ,  on  aura 

bc.bcf       acacf 


bn,ba'       ab.ab' 
ou 

ac .  ac'       bc .  bc' 


ab  = 


ab'  ba* 


On  formera  des  expressions  semblables  de  «A',  ic,  etc., 
par  la  permutation  des  lettres. 

V. 

227.   Observation  générale.  —  On  peut  supposer,  dans 


(*)  Od  peut  encore  déduire  cette  équation  de  rideiitité  entre  les  quatre 

points  a,  bf  Cf  O,  savoir, 

ab.cO  -i-  ac.Ob-{-  aO.bc  -=0, 

Ob     Oa 
d«ns  laquelle  il  suflit  i\e  remplacer  les  rapport»  ^»  jr-  par  leurs  valeurs 

S'  'è  (»«»' 

1 1 
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lOUK*  Um  formules  préc^cntrs,  qap'Icus  poînl^o 
ub  (jiw  r  r-l  c',  coincidrtit  el  foi-ment  un  point  double:  Pi 
d*!  in^nM)  k  l'égard  d'un  aecoad  couple  de  poiois  roQJu^ês. 
On  obliitnfira  sîiuï  diverses  relations  qu'il  nous  suffit  d  in- 
dii|i(i>r  BRU  Ifift  reproduire  ici. 

*î  IX.  —  liehuions  où  entrent  ifeux  poinn  arbhrmrrf. 
!MK.   Il itj lierions  l'«kjuatioii  (i,  S15),  sous  la  foi-me 


holl  n  II*  jHiint  *itui'  n  l'înlîni;  ou  rintrodolt  dans  l'équa- 
tUm,  tU  la  manivrr  suivante. 

(mm  m'iltHM'  "'i'\/'^j    ''7\      /^  nb\/inh'  ^'\/fn  ^A    ,= 

'l'filia  Ini  dtrwmn  éiaut  des  rapports  anliarmoniques ,  on  m 
conclut  qiiii  l'éqiiaiîuii  a  lieu,  quelle  que  soît  la  posiliou 
du  pcilfil  II  k  àUunct!  finie;  seulement  alors  le  point  a 
ii'i-m  plu*  le  milieu  Hu  i<i'<>ment  <■/«'.  mais  birn  Ir  point  ron- 
jnp/iii-  liiiriiioiiiqiir  du  )niiiit  "  par  rappoit  aiix  deux  points 


I.Vqii,.ti.mpr.ilsVrnrr 

(Iclli't'qiifiiiiiii  expriiiii'  doue  riiivoluiinn  de  si\  points, 
mttyin  d<'  (1t-u\  point»  iirliilraires  m  et  n. 

quatloii  Kuiv/Mile  qui  exprime  l'invnlulion  an  moyen  d'i 
seul  p.,im.nl>ili,.ir,-, 

.•b.nii'     ne.,!,'  _a6     "t 


TEAirÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  i63 

y  inlroduisant  les  points  milieux  des  trois  segments  aa\ 
hVy  ce'.  Soient  «i,  S,  et  yt  ces  trois  points,  on  aura 

noL,noLx  =  na.na\.  . .  (70), 
et  il  vient 

ma.ma  ,  — -  -f-  mb,mo.  -^  -^  mc.me  .  — ►  =:  o; 
ncf.1  //o,  nyi 

et 

ab,ab'       «6    /i6| 

■       ^^^  ^-^  •  ^— -  • 

acac'        ay    «7, 

229.  Si ,  dans  les  équations  précédentes ,  on  suppose  le 
point  m  à  l'infini ,  elles  deviennent 

67. /ta         7a. /}6         a6.iî7 

H r  =  o* 


na.na'       nh.nh*       nc.nd 

67         7a         aê 
/îa,        /lo,        /Î7, 

Ce  sont  de  nouvelles  équations  avec  un  seul  point  arbi- 
traire. 

230.  Si  dans  Téquation  générale  (228)  on  suppose  le 
point  c'  à  l'infini ,  le  point  c  devient  le  point  central  O,  et 
Ton  a  l'équation 

ma .  ma'  ^  ma .  mb'  mO 

j  67. /la  H 7 ya.,n^  -] -■ .  a^.ny  =  0; 

na,na'  nb,nb'  /tO 

OL ,  6  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa',  hh\  et  le  point  y  est  situé  de 
manière  que  le  point  O  se  trouve  le  milieu  du  segment  ny. 
Corollaire.  —  Faisant  coïncider  le  point  m  avec  a,  et 
observant  que  ny  ■=•  2  /lO ,  on  a 

ab.ab'  aO    a6 

nb,nb'  /16     cny 

231 .  Il  est  à  remai-quer  que  toutes  ces  équations  à  un  ou 
à  deux  points  arbitraires  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux 
cas  où  les  points  en  involution  sont  imaginaires;  parce  que 

II. 
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louir^s  IcB  formulps  prA^AlciiUs,  que 'Icu\  points conjl 


lels  qui 


,  coincidcnl  cl  for 


l  un  poi 


int  cloal 


de  même  à  l'égard  d'un  second  couple  de  )xiinis  conji 
On  oblieudra  aiusi  diverses  relations  iju'il  iiouk  suffil 
diquer  sans  les  reproduire  ici. 

^  IX.  — lielations  où  entrent  ileiix  points  arbitra 
"£&•.   IU'prvnoQ5  l'équation  (i,  S15),  auus  ta  foriiiB 


mb.mb' 


Soit  n  le  point  situé  à  l'infini;  ou  l'iniioduii  dans  I' 
lion ,  de  la  manière  suivante ,  J 

Tous  les  facteui's  étant  des  rapports  anharmonÎM 
conclut  que  l'équaiion  a  lieu,  quelle  que  soit^ 
du  point  II  à  dislanee  ^nic;  seulement  alors  1 
n'est  plus  le  milieu  du  segment  on',  naais  bleu  1«J 
jugué  hxirnioniquc  du  point  n  par  rapport  a\\\  t 

(.'équation  peut  sécrii'c 

Cette  équation  exprime  donc  l'iiiYolutiou  de  s 
mbyén  dt^  d**ux  points  arbilraires  w  et  n. 

Corollaire.  —  Si  le  point  rft  coïncide  avci 
quation  suivante  qui  exprime  l'involution  ,i\ 
seul  point  arbitrain, 

ab.nb'     ac.„c      _x(,     "J 
nh.nh''  l'-.nr'     '^7      n-f 

On  (loiiiir  au\  équation»  une  expression 
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le*  de«  poiai»  île  rluqur  maple  (onl  repr»mu>s  dan»  les 

«HS,  cl  pcnvcM  être  replaça  «laiH  W  aatres  pudesr/é- 

^  X.  —  Etamt  domtèt  deux  f^gmeau  aa',  bb'  ei  te  mUieu 
■j  tfmn  Imiartne.  tlèiermmer  crlta-ci. 

232.  Par  nti  point  ;;  prit  arinirûrement.  uo  fera  passer 
deux  certle»  qui  aû^t  poor  conla  re^»rctive$  los  lieux 
**y-— "■  ok',  /'/'';  îU  *r  raicoDtnuTiiit  cd  un  second  point 
^.  Par  Its  ilrax  points  ^,  g'  od  mènera  un  «ervie  <]uï  ait 
■on  craire  rar  la  pcrpradicnlairc  à  la  dnsile  ah,  élevée  par 
le  puîni  y;  cv  cerde  détcrminm ,  par  ms  inlersectiutu 
avec  la  droîie  ah,  le*  deD\  poiuU  cbcrcbé»  e.c  (!^1)- 
S*!)  ne  rencootre  pOM  cette  droilr.  ers  points  seroat  ûttagt- 
nairri. 

QajDd  les  drax  segments  aa',  bh'  nupiêtrat  l'iui  sur 
l'anlrtf .  U  roostruction  se  simplifir,  car  il  suffit  dp  décrire 
deux cittooiermfKS  tur  ces  segments  rotnm*'  diankêlres,  et 
de  mener  par  leurs  points  Ae  renconirt-  du  cerele  qtii  ait 
poor  centre  le  point  y  :  ce  cercle  détermine  sur  la  droîti'  ah 
les  deux  points  chcrcliés  c .  c' .  lesquels  .  daits  ce  cas,  sont 
toDJoors  réels. 

2^f3.  ExpiEssioxs  DL  SECjiE>T  yr.  —  i".  Soit  O  li' point 
central  de  1  intolution;  le  segment  yc  se  dêlerniiuL'ra  par 
l'équation 


qui  dérive  de  Ofl .  Ofl  ^  Or .  Or' 

Quand   les  deux   segmpuis  an' 

hh'  empiélenl  l'un   su 

l'autre,  le  produit  Oa.Oa    csi   u 

■gatif.   et  le  segment  y< 

w  irou\e  toujours  réel. 

Mais  quand  les  deux  segments 

w'.  bh'  nVmpièlent  pa 

l'un  suriautrf.  le  produit  Oa.O 

/  est  positif,  cl  alorsyt 

/ 


^ 
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est  réel  ou  imaginaire,  selon  que  Ton  a 

07>     ou     <C0a.0a\ 
Or  e  et  y*  étant  les  points  doubles  de  Tinvolution ,  on  a 

On  peut  donc  dire  que  le  segment  yc  est  réel  ou  imaginaire, 
selon  que  Oy  est  >  ou  <[0e;  c'est-à-dire  selon  que  le 
point  milieu  y  est  situé  au  delà  du  segment  ef^  ou  sur  ce 
segment,  entre  les  deux  points  doubles  e,  f.  En  effet,  les 
deax  points  cherchés  c,  c'  devant  être  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  doubles  e ,  /*,  leur  point 
milieu  y  doit  être  extérieur  au  segment  ef(Sl). 

Cette  construction  s'applique  d'elle-même  au  cas  où 
les  deux  segments  aa'  et  bb'  sont  imaginaires. 

2**.  Soit  y'  le  point  qui  forme  une  involution  avec  y  et  les 
deux  couples  a,  a'  et  &,  &^;  on  aura 

— ï 

yc  =  yy' ,  7O. 

En  effet,  on  a  Oy.Oy'  =  Oa.Oa';  donc  Texpression  pré- 
cédente de  yc  devient 

70  =  07  —  07.07'  =  07(07  — 07')=  77'.  7O. 

3®.  L'équation  (i  ,215)  fait  connaître  le  rectangle  me. nu*' 
qui  ^  avec  le  point  y,  suffit  pour  déterminer  les  deux  points 
<r,  e'.  On  simplifie  la  solution  en  prenant  pour  le  point  m  le 
point  y  lui-même  \  Téquation  devient 

—  a 

yc.ct^  z=:  ya.ya'    ^ 7 -f- 7^.7^'.  7a. 

4®.  On  peut  se  servir  de  l'équation 

OLû.^y  -h  eA.7a-h7c.a6  -h  a6.67.7a  =0     ( W5), 

dans  laquelle  tous  les  segments  sont  connus  ^  excepté  y c  que 
récjuatiou  fait  <*onnaitre. 
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Celle  équation  «'appliqua  d'elle-mènie,  ainsi  <]ue  les  pré- 
r-édpnles ,  au  cas  où  les  deox couples  de  points a,a' exb,  b' 
sonl  ioiaginaires. 

â3i.  Si  l'on  suppose  le  point  b'  à  l'infini ,  U  question 
devient  cclle-cï  : 

Etant  donnés  tleiu:  points  conjugués  a,  a'  d'une  invo- 
Uuion ,  la  point  centra!  O,  et  le  milieu  y  de  deux  autres 
pointt  conjugués,  on  demande  dm  dcterntiner  ces  points. 

On  df^rira  un  cercle  <pelconque  passant  par  les  deux 
poînU  a,  a',  tt  l'on  roèucra  par  le  point  O  une  droite  quel- 
conque rencontrant  ce  wrcle  en  deuv  points  g,  g';  puis  on 
fera  passer  par  ces  deus  points  un  cerclt'  qui  ait  son  centre 
car  U  perpendiculaire  à  la  diYiite  aa'  menée  par  le  point  y. 
Ce  cercle  détciminera  sur  aa'  les  dcus  points  cherchés 
c,  c'  (200) ,  lesquels  peuvent  êirc  imaginaires. 

Quand  le  point  O  est  situé  entre  les  deux  a,  a',  la  con- 
struction se  simplîiie.  On  décrira  une  circoufércncc  de 
cercle  sur  le  segment  aa'  comme  diamètre;  on  élèvera  par 
le  point  O  la  perpendiculaire  à  la  droite  Oa,  et  par  les 
points '11'  rcncotiirf  'ie  imic  inTpendiriilairi.'  <m  de  la  cir- 
conférence ,  ou  fera  passer  un  cercle  ayant  son  centre  en  y  ; 
il  déterminera  sur  la  droite  an'  les  deux  points  cherchés. 

235.  Observation.  —  Nous  verrons  que  la  plnpart  des 
relations  concernant  six  points  en  involution,  démontrées 
dans  ce  chapitre,  se  peuvent  appliquer  à  un  système  de 
trois  couples  de  points  non  en  ligne  droite,  savoir,  aux 
quatre  summcts  et  aux  deux  points  de  concours  des  rolés 
opposés  d'un  quadrilatère  ;  ce  qui  donnera  lïeu  à  des  pro- 
priétés nombreuses  du  quadrilatère.  Mais  la  théorie  de  lin- 
voiutiou  aura  beaucoup  d'autres  usages  qui  justifieront  l'ex- 
l/!tisîon  que  nous  avons  cm  devoir  lui  donner  U\. 


A 
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CHAPITRE  X. 


SUITE    DU    PHÉCÉDEIIT. DIVISIONS    HOMOGRÀPHIQUES    EN 

INVOLL-TION. 


236.  Etant  donnés  deux  couples  de  points  a ,  a'  et  &,  &\ 
on  peut  déterminer  une  infinité  de  couples  c,  c';  d^  d'-^  etc. , 
formant,  chactm,  une  itivolution  avec  a^  a'  et  b^  b'. 

Tous  tes  points  a,  b,  c,  d ,  e , . . . ,  et  les  points  a',  b', 
c',  d',  e', . . .  y  forment  deux  discutons  homo graphiques. 

Et  si,  dans  ces  deux  div^isions,  on  regarde  un  point  c' 
de  la  seconde  comme  appartenant  à  la  première ,  son  ho^ 
mologue  dans  la  seconde  sera  le  point  c. 

En  effet,  les  quptrc  points  a,  i,  a',  c  auront  leur  rap- 
port anbarmoniquc  égal  à  celui  des  quatre  a\  b\  a,  c'. 
Or,  dans  ces  deux  séries  de  quatre  points ,  les  trois  a ,  b^a' 
de  la  première,  et  les  trois  a',  b\  a  de  la  seconde  sont 
fixes;  donc  les  deux  points  variables  c^c'  forment  deux 
divisions  homographiques  (100).  Mais  les  trois  systèmes 
aj  a'%  b^  b^  et  c^  c'  étant  en  involution,  les  quatre  points 
a,  bj  a\  c  ont  leur  rapport  anbarmoniquc  égal  à  .celui 
des  quatre  a'^  b\  a,  c^  ce  qui  prouve  que  le  point  c\ 
r^ardé  comme  appartenant  à  la  première  division ,  a  pour 
homologue  dans  la  secoiidr  division  le  point  c.  Donc,  etc. 

Autrement.  On  peut  démontrer  le  théorème  très-sim- 
plement en  se  servant  du  point  central  :  car  on  aura 

0£ï.O«'=:Oc.Oc'  =  const.; 

donc  les  deux  points  c ,  c'  forment  deux  divisions  homo- 
graphiques (121). 

Maïs  réciualioii  subsiblr  quand  ou  y  cliaiige  r  en  c  vi  c' 


^ 
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car  ces  équations  expriment  (9li)  que  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
il  deux  points  fixes  déterminés  par  l'équation 

.r'-t- alj-4-ï=:  O, 

lesquels  serant  les  points  doubles  de  l'involulton. 

Et,  du  reste,  en  éliminant  v  et  A  dans  les  trois  équa- 
tions, on  trouve  l'équatïou  (a). 

220.  Si  les  équations  des  deux  premiers  couples  de  points 
conjugués  sont 


celle  du  troisième  couple  sera  de  la  forme 

(^'  -h  kx -hB)-h\{j:'+  \'x +  &')  =  <>; 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  l'équatiou  du  troisième 


«1,1.. 


A."  = 


-A') 


B'i 


Eu  effet,  en  éliminant  A,  on  retrouve  l'équation  (a). 

j4uiretTwnt.  On  jieut  démontrcTdlrrt'temenl:  que  les  trois 

équations  représentent  trois  couples  de  points  en   in\olu- 

lion.  Appelons  a ,  a',  h,  b'  et  c ,  c'  tes  distances  de  ces  points 

à  l'origine  commune;  on  a 

X-  +  kx  -(-  B  ={x  —  a){x  —  a'  ], 
x'  -i-  k'-z  +  &  =  [x  ^  b][x  —  b'), 

et  l'équation  du  troisième  couple  devient 

(x -»)(«-«■)+ i  (x  -  4)  (x_  4' )  =  o, 


i' 


--J'J- 


(x -*■)(.. 
'  étant  les  racines  de  celte  équation,  on  a 


('■ 
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oa,  en  représentant  maintenant  par  les  mêmes  lettres 
a,  a\y  etc.,  les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  dis* 
tances  i  l'origine  commune, 

ca,ca' (f  a.(f  a 

7b77b'  ~  TbTTb'' 

Cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points  sont 
en  inyolution.  Donc,  etc. 

§  Vn.  —  Relations  où  entrent  les  points  milieux  des  trois 

segments  cka\  hh\  ce*. 


221 .  //  existe  entre  trois  couples  de  points  en  im^o^ 
lution  a,  a'^  b,  b'  et  c,  c^,  et  leurs  trois  points  milieux 
ce,  S,  y ^  les  relations 

ab.ab' a€       a'b.t^b' a€ 

acac'       wf        a'ca'd       ay 

be.bif  _67        b'cb'c*  _%'^ 
ba^ba'^^oi'      b' a . b' a' "  Tk^ 

ca.ca!   7a       </a.c*a'        7a 

Pour  démontrer  ces  équations,  la  première,  par  exemple, 
supposons  dans  Féquation  (i,  215)  que  le  point  m  coïn- 
cide avec  le  point  a ,  le  premier  terme  devient  nul ,  et  l'é- 
quation se  réduit  à 

ab . ab' .  'fOL-^ac.ac\  a 6  =  o ; 

ou ,  parce  que  y  a  =  —  «y, 

ab.ab*       a6 

j  =  — •  C.    Q.    F.    D. 

ac.ac        ay 

Ces  équations,  remarquables  par  leur  simplicité,  donnent 
immédiatement  les  sept  équations  fondamentales  (a  et  & ,  1 84) . 


I^ptûil^  b  ptvmî^re division,  qnicorrecpood  i  rinâni 
4e  1>  «eorade ,  esl  drtnTDÎné  pu- al  =:  —  tu  ellifpoi&t  J' de 
Is  «CBOode  dÎTifiioa ,  ciim-tpODdantâriofitnd^  la  première. 
fmr  h'i':^  —  1.  La  condiiion  pour  <jm  «s  deox  poïnb 
«tBÔdenl  s'oprîme  par  râputkou 


Telle  est  la  conditioD  pour  quf  li>>  dcu\  divisions  soieul 
eiiinvolutioD. 

2H.  Si .  dans  réfjuatioii  qui  oxprimclcsdivisîons  homo- 
graphiques,  les  deux  points  variables  m.  ni'  sont  rappor- 
tés à  la  mcoie  ou  auv  mirnit-s  origines ,  alors  il  faut,  cl  il 
suffit,  pour  que  les  deux  divisions  soient  en  invtiiution, 
que  l'équation  soit  symétrique  par  rapport  à  ces  deux 
|Hiinis.  parce  qu'alors  on  pourra  changer  I  un  dans  1  autre, 
rc  qui  iwl  la  pi-opriélé  caractéristique  de  I  involution. 

V.'vM  niitsi  qu'on  voit   iinmédiaienieui  que  chacune  des 
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éqnadoiis 

em  em* 

0/lt.Olll'=   Vy 


am.am'  -f7  \ [am  H-  am*  )  -4-  v  =  o , 

exprime  deux  divisions  homographiques  en  involution. 

242.  Cas  particulier  ou  l'un  des  points  doubles  est  a 
L'nmNi.  — Nous  avons  vu  (125)  que  quand  deux  divisions 
bomographiques  ont  un  point  double  a  Tinfini ,  elles  s'ex- 
priment par  l'équation 

On  peut  écrire 

am  H->.am'=:  (v  -h)..a^'). 

Et  sons  cette  forme ,  on  voit  que  les  deux  divisions  seront 
en  involution  si  X  est  égal  à  i  \  car  on  pourra  changer  m  en 
m'  et  réciproquement,  et  Féquation  ne  changera  pas. 
Ainsi  Téquation 

am  H-  h*  m'  ^=,^ 

exprime  deux  divisions  en  involution  qui  ont  un  point 
double  situé  à  l'inGni. 

L'autre  point  double  f  est  le  milieu  de  chaque  segment 
•compris  entre  deux  points  conjugués,  puisque  les  deux 
points  doubles  divisent  harmoniquement  ces  segments. 


CHAPITRE  XI. 

SUITE    DES    PRÉCÉDENTS.  — r*16CE*ï\    EH    IKVOLtlTlON. 


§  1.  —  Faisceau  de  six  dmîtes  en  ùn'olution. 

243.  Dèfimitiow.  —  Nous  dirons  que  six  droites  issues 
il'un  même  poïut  cl  conjuguées  deux  à  deuv  sont  en  ùivo- 
liition,  ou  forment  nu  yàwePBM  RM  insolation,  quand  (juntre 
droites,  prises  dans  les  trois  couples,  ont  Icm-  rapport  au- 
harmoniquc  égal  à  celui  di-s  quatre  droites  conjuguées. 

Il  est  évident  que  ce  faisceau  de  sîv  droites  jouit  de  la 
propriété  de  rencontrer  toute  transversale  en  sis  points  en 
involiition  ;  et  que  toutes  les  relations  concernant  ces  points 
(■t  dans  lesquelles  n'entrent  que  des  rapports  anbarmo- 
oîques,  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux  six  droites. 

De  cette  remarque,  aussi  biun  que  de  la  déllnîtion  mâme 
Am  faisceau  en  involution,  on  conclut  îramédialement  que 
les  six  droites  ont  entre  les  sinus  de  leurs  angles  les  rela- 
tions à  huit  et  à  si\  facteurs ,  telles  que 

siojjMtJ_sinj  A^B'  )  _  sinf  A',Blsin(A'.B') 

SHrrÂ7C)~sin~(ÂrC')  ^  sin  (A',  C)  sin  (A',  C  \  ' 

in  (A,  B)  sin  { B',  C)  sin  (C,  A'  )  =  —  sin  (A',  B')  sin  (B,  C  j  siti  (  C,  A'  ; 

cl  que  chacune  de  ces  équations,  qui  sont  au  nombre  de 

sept,  comporte  les  autres  ci  sullil  pourdéiinlr  l'iniolulion 

des  six  droites. 

244.  Aux  deux  points  tioubles  considérés  dans  l  involu- 
tion  d'un  système  de  points,  correspondent  ici  deux  rayons 
doubles,  lesquels  peuvent  âtre  imaginaires.  Ces  deux  rayons 
jouissent  de  la  propriété  de  former  un  faisceau  hartnonit|uc 
avec  dcu\  ravons  ronjufîués  quelconques. 


A 
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Mais  il  n'existe  pas  de  rayon  correspondant  au  point  ce/i- 
tral  de  rinvolution  de  six  points,  et  Ton  en  conçoit  bien  la 
raison  ;  car  ce  qui  distingue  le  point  central ,  c'est  que  son 
conjugué  est  situé  à  Tinfini  et  disparaît  de  l'équation;  et  à 
ces  deux  points  correspondent,  dans  un  faisceau,  deux 
rayons  conjugués  qui  n'ont  rien  de  distinctîf  et  dont  aucun 
ne  peut  disparaître  de  l'équation. 

Toutefois  il  existe  toujours  deux  droites  rectangtilaires 
telles ,  que ,  en  désignant  Tune  d'elles  par  O ,  l'on  a 

iMg  (0,  A)  tang<0,  A'  )  =  tang  (0,  B)  tang  (0,  B'  )  =  tang  (O,  C )  rang  (O,  C  )  ; 

équations  analogues  à  celles  du  point  central.  Ces  équa- 
tions seront  démontrées  plus  loin  (252,  3^). 

245.  L'équation  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
m  (215)  ne  se  compose  pas  de  rapports  anbarmoniques, 
de  sorte  qu'elle  n'a  pas  lieu  entre  les  sinus  des  angles  d'un 
faisceau  en  involution.  Mais  l'équation  qui  contient  deux 
points  arbitraires  m  et  n  (228)  s'applique  aux  sinus  des 
angles  de  six  droites  en  involution. 

Ainsi ,  Ton  aura  l'équation 

n(M,A)sin(M,A')  .    .^    .   .    ,^     ,      sin(M,B)sin(M,B')  .    ,^  .,   .    ,       v 
n(N,A)sin(N,AO^"^^-'^""-^-^^  -^sin  (N,  B)sin(N,B- )""  (^'  '^  "'^^^^  «> 

sin(M,C)sin(M,C')    .    .^      ...      ^. 

-^sin^N,C)sin(N7ë)""^^'^^^^°(-'^>=" 

Les  deux  rayons  M,  N  sont  pris  arbitrairement,  a  est  le 
rayon  conjugué  harmonique  du  rayon  N  par  rapport  aux 
deux  A  et  A',  et  ainsi  des  deux  autres  o,  y. 

Si  l'on  prend  les  deux  rayons  M,  N  rectangulaires,  il 
viendra 

sin(Ç,  7)  sin  f  N,  a)  sin(7,  6)  sin  (N,  6) 

tang(N,  A)  tang(N,  A')  "^  tang(N,  B)  tang(N,  B') 

sin  (a,  6)  sin  (N,  7) 


tang  (N,C)  tang  (N,C') 


o. 


ij&  TtAOt.  B€  GÈOMtma  SLPÉMEUmL 

\a^màle  àéterminer*  sur  La  Uanncrsalr  deux  poinU  «ui- 
japM>;  d  le*  rajoo*  cnran  4  codinn  poiots  »cn>ai,dam 
h»ArB%  ftitfCmx  m  inicjiitiaa,  dnix  rajoiu  roDjuçaés. 
Moi»  ik  toni  »  angle  droti;  le  tbêoràneestikitie  dàiuMiré. 

290.  D  râtJte  de  là  qoe  «',  i^^m  iteux  Jaùteaux  en  m- 
tmtèiliim ,  iLmx  raroitM  de  Ttai  toitt  perpendiculaires,  res- 
pùetivetatmi ,  à  lean  conjaguéi,  il  ex  est  Je  même  Je  tous 
let  autres  tayons. 

U  ai  brident  tjue  (Um  ce  ca>  partîcnber  de  dem  fais- 
craiiK  m  iovolatioa ,  les  rafODs  doubles  sont  biuginaires . 

2H.  /^niJ  i/nLT  faisceaux  tiomagraplu^ite}  en  invo- 
ttuion,  û  existe  toujoott  Jeux  raraat  fiomoiogues  ègaie- 
mxnt  intlinês  sur  un  rajron  Jonnê,  et  il  n'en  eriste  i/ue 
Jeux. 

Rn  pRet,  une  droite  transversale  perpeDdiculaïn.-  au 
njna  donné,  rmrnnlre  let  rayons  homolopm  des  deux 
(uMvaux  en  des  points  d,  a';  &,  Â:  elc,  qui  rormcnl  deux 
diviiionten  involation,  et  le  n-jotx  donné  en  un  point  y. 
Or  il  CTMt4-  un  «rslèmi-dedctix  points  conjofnés  c.  <■'.  el  un 
seni,  dont  ce  point  7  est  li-  milieu,  cl  il  osi  clair  que  les 
rayons  des  deux  faisceaux  aboutissant  à  ces  deux  points 
c ,  c'  satisfont  â  la  condition  d'être  égalemeni  inclinés  sur 
le  rayon  donné.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  ?«ous  venons  de  dire  qu  un  point  7  n'est  le 
milieu  (pje  d'un  seul  segment  ce'  formé  par  deux  points 
conjugués;  toutefois,  dans  un  cas  particulier  de  l'involu- 
tion,  ce  point  pcut(Hre  le  milieu  de  tous  les  segments  (195). 
Alors  la  droite  proposée  sera  la  bissectrice  de  tous  les  angles 
formés  par  deux  rayons  conjuîiiiés.  C'est  un  cas  particu- 
lier des  faisceaux  en  invoiution. 
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^  III.  —  Manières  d* exprimer  que  deux  faisceaux  hottiO'- 

graphiques  sont  en  ini^olution, 

253.  Le  caractère  des  faisceaux  homographiques  en  in  - 
solution  y  c'est  que  chaque  rayon ,  considéré  comme  appar- 
tenant à  l'un  ou  à  Tautrc  des  deux  faisceaux ,  a  toujours  le 
même  conjugué  (248).  Pour  que  deux  faisceaux  soient  en 
involution,  il  suffit  que  cette  condition  ait  lieu  pour  un 
rayon  donné  quelconque;  car  alors  elle  aura  lieu  pour  tous 
les  autres.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition  ana- 
logue ,  relative  aux  divisions  homographiques  en  învolu- 
tion  (237)  ;  et  d'ailleurs,  la  démonstration  de  cette  pro- 
position s'applique  d^ elle-même  au  cas  actuel. 

Sî  les  deux  rayons  variables  entrent  d'une  manière  sy- 
''^trique  dans  l'équation  qui  détermine  l'homographie 
^«C8  deux  faisceaux,  la  condition  d'involution  est  évidem- 
inent  satisfaite,  de  même  que  dans  les  divisions  homogra- 
paicjiies(24'l).  D'après  cela,  on  reconnaît  que  chacune  des 
«filiations  suivantes  exprime  que  les  deux  rayons  variables 
M,  M'  forment  deux  faisceaux  en  involution  : 


i». 


sin(E,M)  __        sin(E,M') 


sin(F,  M)  sin(F,l\r)' 

**  ^l  P  sont  les  deux  rayons  doubles  de  l'involution. 

20^  siii  (A,  M)sin  (A,  M') 

sin(A',M)sin(A',M')  ~    ' 

^^  A'  sont  deux  rayons  conjugués  quelconques. 
^"^  tang  (O,  M)  .  tang  (O,  M')  rrr  X  ; 

^st  l'un  des  deux  rayons  conjugués  rectangulaires  qui 

*^^*tent  toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (249). 

^eite  équation  provient  de  la  précédente ,  dans  laquelle 
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Ia({uelte  déterminera  sur  la  iransversalt-  deux  poiuts  con- 
jugues; et  les  rayons  menés  à  ces  deux  points  seront,  dans 
les  deux  faisceaux  en  involution,  deux  rayons  eoujugués. 
Mais  ilssontà  angle  droit;  le  théorème  est  doue  démontré, 

250,  Il  résulte  de  là  que  si,  dans  Jeux  Jaùceaux  en  in- 
volution ,  fletix  rayons  de  l'un  sont  perpendiculaires ,  res- 
pectivemeni ,  à  leuis  conjugués,  il  en  est  de  même  de  tous 
les  autres  rayons. 

Ll  est  évident  que  dans  ce  cas  particulier  de  deux  fais- 
ri'sux  en  învolutioD ,  les  rayons  doubles  sout  imaginaires. 

25i .  Dans  detu:  Jhisceaux  homograpfàques  en  invo- 
lution ,  il  existe  toujours  deux  rayons  homologues  égale- 
ment inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'en  existe  que 
deux. 

En  elTet,  une  droite  transversale  perpendicuiaii-e  au 
rayon  donné ,  rencontre  les  rayons  homologues  des  deux 
faiseeaux  en  des  points  a,a'-^b,  b'\  cln,,  qui  forment  deux 
divisions  en  învolution ,  et  le  rayon  donné  en  un  point  y. 
Or  il  existe  un  système  de  deux  poinis  conjugués  c,  c',  etwi 
seul,  dont  ce  point  ■/  est  Ir  milieu,  et  il  est  clair  que  les 
rayons  des  deux  faisceaux  aboutissant  à  ces  deux  points 
c,  c'  satisfont  à  la  condition  d'être  également  inclinés  sur 
le  rayon  donné.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  Nous  venons  de  dii-e  qu'un  point  y  n'est  le 
milieu  que  d'un  seul  segment  ce'  formé  par  deux  points 
conjugués;  toutefois,  dans  un  cas  particulier  de  Tinvolu- 
tion,  ce  point  peulètre  le  milieu  de  tons  les  segments  (195). 
Alors  la  droite  proposée  sera  la  bissectrice  de  tous  les  angles 
formés  par  deux  rayons  conjugués.  C'est  un  cas  particu- 
lier des  faisceaux  en  involution. 
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§111.  —  Manières  d'exprimer  que  deux  faisceaux  holo- 
graphiques sont  en  involution . 

252.  Le  caractère  des  faisceaux  homographiques  en  1/7- 
volulion  y  c'est  que  chaque  rayon ,  considéré  comme  appar- 
tenant à  l'un  ou  à  Tautre  des  deux  faisceaux ,  a  toujours  le 
même  conjugué  (248).  Pour  que  deux  faisceaux  soient  en 
involutlon,  il  suffit  que  cette  condition  ait  lieu  pour  un 
rayon  donné  quelconque 5  car  alors  elle  aura  lieu  pour  tous 
les  autres.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition  ana- 
logue ,  relative  aux  divisions  homographiques  en  involu- 
tion  (237)  ;  et  d'ailleurs,  la  démonstration  de  cette  pro- 
position s'applique  d'elle-même  au  cas  actuel. 

Si  les  deux  rayons  variables  entrent  d'une  manière  sy- 
métrique dans  l'équation  qui  détermine  l'homographie 
des  deux  faisceaux,  la  condition  d'involution  est  évidem- 
ment satisfaite,  de  même  que  dans  les  divisions  homogra- 
phiques (241).  D'après  cela,  on  reconnaît  que  chacune  des 
équations  suivantes  exprime  que  les  deux  rayons  variables 
M,  M'  forment  deux  faisceaux  en  involution  : 

sin(E,M)  __  _  sin(E,M^)^ 
'***  sin(F,  M)  ~        sin  (F,  M')^ 

E  et  F  sont  les  deux  rayons  doubles  de  rinvolution. 

sin  (A,  M)  sin  (A,  M^)  __     ^ 
^^'  sin(A',M)sin(ASM')  ""    ' 

A  et  A'  sont  deux  rayons  conjugués  quelconques. 
3r.  tang  (O,  M)  .  tang  (O,  M')  zrr  >  ; 

O  est  l'un  des  deux  rayons  conjugués  rectangulaires  qui 

existent  toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (249). 

Cette  équation  provient  de  la  précédente,  dans  laquelle 
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on  suppose  que  A  et  A'  sont  ces  deux  rayons  conjugués 
rectangulaires. 

On  conclut  de  là  cette  propriété  importante  d*un  faisceau 
de  six  droites  en  involution,  savoir,  que  A,  A'^  B,  B'  et 
C,  C  étant  ces  six  droites,  conjuguées  deux  à  deux,  il 
existe  deux  rayons  O  dont  chacun  donne  Heu  aux  équations 

Uiig(0,A)tang(0,  A')z=Ung(0,B)Ung(0,B')=tang{0,C)ung(0,  C), 
comme  nous  l'avons  annoncé  précédemment  (244). 

/„  '_  _     .  '  -  v 

^'  lang(A,M)       tang(A',  M'} 

A  et  A'  sont  deux  rayons  homologues  quelconques. 
On  peut  écrire 

lang{B,M)-i-  Ung(C',  M')  =  >, 

pourvu  que  B  et  C  soient  deux  rayons  perpendiculaires 
respectivement  à  deux  rayons  homologues  tels  que  A  et  A^ 
5^.  Enfin  on  a  Téquation 

lang(A ,  M)  Ung  (A ,  M' ) -h > [rang (A ,  M ) -h  rang(A ,  M')] -h  V  =  o, 

dans  laquelle  A  est  une  droite  quelconque. 

252  bis.  D'après  la  condition  d'involution  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  (252),  on  conclut,  en  vertu  du 
théorème  (147),  que  :  Deux  faisceaux  homographiques 
quelconques  peuvent  toujours  être  placés  de  manière  à 
former  deux  faisceaux  en  inuolution.  Propriété  analogue 
à  celle  de  deux  divisions  homographiques  (238). 

Et  il  résulte  de  là ,  d'après  la  proposition  (249) ,  que  : 
Quand  deux  faisceaux  sont  homographiques ,  il  existe 
toujours  dans  l'un  deux  rayons  rectangulaires ,  dont  les 
homologues ^  dans  l'autre ^  sont  aussi  rectangulaires ,  et  il 
n'existe  quun  tel  système  de  deux  rayons. 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  179 


CHAPITRE  XII. 


DES    DEUX    POINTS    QUI    DIVISENT   HARMONIQUEMENT    DEUX 

SEGMENTS    DONNÉS. 


253.  La  construction  des  deux  points  e  ^  J\  conjugués 
harmoniques  à  la  fois  par  rapport  à  deux  couples  de  points 
a,  a'  et  i,  i',  et  celle  de  leur  point  milieu  ont  été  données 
précédemment  (208-212  ).  Les  propriétés  de  ces  points  se 
trouvent  aussi ,  comme  cas  particuliers ,  parmi  celles  de 
l'involution.  Toutefois,  comme  nous  aurons  souvent  à  con- 
sidérer, principalement  dans  la  théorie  des  sections  co- 
niques, un  pareil  système  de  trois  couples  de  points,  réels 
ou  imaginaires ,  nous  allons  reproduire  et  grouper  ici  les 
diverses  formules  qui  s'y  rapportent. 

L 

25 i.  Relations  entre  le  point  milieu  O  des  deux  points 
c^  i  et  les  quatre  points  a  ^  â'  et  b,  b'. 

Oa.Oa'=zOb  Ob'. 

Oa  _^ab'        Oa  _  ab 
07;"""  Z^''      Ô'P~~V^'' 
nb.ab'  aO  ba.ba'  bO 


-r-A  5 


a'b,a'h'       a'O        b'a,b'a'       b' O 

ab.ob'         ,  ^        ba.ba' 
aO  =  -     -r  ^      bO=  -   . 

_ab.ab'  -{-a'b.a'b'     \ ç.  _  ba.ba'  -^^  b'a.b'a' 

ma .  ma'  —  mb , mb'  -{-  9.  a^,mO=z  o. 
('cite  dernière  relation,  où  m  rsl  un  point  arbitraire,  pourra 

12. 
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servir  pour  déterminer  It-  i>oiiil  O  quand  les  deux  coapic* 
dv  points  a,  a'  et  è,  h'  seranl  imaginaires. 
U. 
255,  Exprtttiions  du  segnient  Oe. 


Oc  =  z!=V^Oa'-a» 


Ceti«  demicre  expression  doi 


ijcb.ab-.a'b.tt'b' 


ef. 


>lab.aV  .a'h.a'b- 


m. 


256-  Relations  entre  un  de.r  deux  points  c,  f  et  tct  quatre 
I,  a',  b,  b'. 

ab.ab'    ae  ba.ba'  br 

M>  eb' ab'  ra.eb    _        ub 


aa'       ab       ab'         bb'       ba       ba' 

Ces  deux  dernières  équationG  déiivenl  de  la  première  des 
équations  (224),  dans  laquelle  ou  suppose  que  les  deux 
points  c,  c'  se  confondent  avec  le  point  double  e. 

{)jab.ab'±.\ja'b.a-b')'        .         {'Jb^Tb^'^Zslb- a.b'a'J 

"= 4^^ '    ''= -^T, 


'(v'n*'.  nb-^^yl»b.n'b')' 


'\ 
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IV. 

257.  Relations  entre  les  deux  points  e^  f  et  les  quatre 
a,  a',  b,  b'. 

Les  deux  points  e,  f  forment  une  învolution  avec  les 
deux  couples  a,  i'  et  a',  b  (207)  5  et  pareillement  avec  les 
deux  couples  a,  &  et  a\  b'. 

De  là  résultent  de  nombreuses  relations  d'involution 
entre  les  six  points ,  que  l'on  formera  sans  difficulté. 

V. 

258.  Relations  où  entrent  un  ou  deux  points  arbi" 
traires, 

ma,ma! ,  €<?-+-  mb  ,mb' ,  ca  -h  me  .  a6  r=  o, 
a,  6  étant  les  milieux  des  deux  segments  aa',  bb\ 

ma. ma'  mh.mh'  _        we        . 

;-  o,e./îa,  H -. T-T-  eai.  /îo,  H «lOi  •  /i^  =  0, 

na,na  no,  no'  ~^ 

ne 

fff,  6]  étant  les  points  conjugués  harmoniques  du  point  n 
par  rapport  aux  deux  segments  aa\  bb\ 
Si  le  point  m  est  pris  à  Tinfini ,  il  vient 

6,<?.  /la,        ecii,  /i6|        a, 6, 

H =  0. 


na,na'         nb.nb'         ne 
Celte  équation  et  la  précédente  se  mettent  sous  la  forme 

ma, ma  mb.mb'  me 

.  b,^  H .  ca,  H .  a,6,  =  O, 

na  /î  6  ne 

6i^        eoLx        a|6, 

h-^H =  0. 

na.        n^         ne 

Ai,  Si  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  aa ',/;&',  et  a ,  S  les  milieux  de  ces 
deux  segments. 
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CHAPITRE  Xin. 

■BOPOSmONS  aSl.tTIVBS   i  deux  Divisions  BOItOGKlPBIQEEâ 
FORMÉ!»   fluB    VUE    MÊME   DROITE,    BT    &    l'mV(ll.lTIO^ . 


!j  I. —  IHvLfion-1  hoinograiihiijHr.t  .\nr  unr  in^me  droite,  — 
Consintclion  liet,  deux  fioirirt  douhfp.^  pI  de  leur  point 

i 

359.  Soif.nl  a,  b,  I-,.  .  i-t  a',  b',  c',.-  '«-'  /'omis,  res- 
pectivement homologues,  dv  detur  divisions  homogra- 
phiijiifs  formées  sur  iint>  même  droite;  les  deux  points 
doubles  seront  en  inwolulion  avec  chaque  système  de  deux 
coufiles  du  points  tels  t/iie  a,  b'  cl  a',  b. 

En  eÛét,  »oienI  e,  f  les  deux  poïiiU  doubles  des  deux 
divisions;  les  quaire  points  a,  h,  e,  f  de  la  première  dî- 

quatrc  points  correspondants  /i',  h',  i-,  f  lii^  la  seconde 
division.  On  peut  changer  l'oi-drc  de  ceux-ci,  et  dire  (^ue 
les  quatre  points  ii,  b,  e,  f  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  ^al  à  celui  des  quatre  points  //,  a',  j\  e.  Ce  qui 
prouve  que  les  trois  segments  ab\  a' h,  cf  sont  en  involu- 
tion  (182).  Donc,  etc. 

260.  Il  suit  de  là  que  les  circonférences  décrites  sitr  les 
(rois  segments  ah',  ba'  et  ef,  comme  diamèircs.  passent 
toutes  trois  pur  ileux  mêmes  points  (202). 

Et  que  :  Les  troit  circonférences  de  cercles  menées  par 
un  même  point  et  ayant  pour  cordes  respectives  les  trois 
scg'nents  ah\  ba',  ef,  passent  toutes  trois  par  un  second 
point  commun  (201). 
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II.  Constniction  du  point  milieu  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  dont  on  connaît  trois  couples  de 
points  correspondants. 

261.  Soient  a^  a'\  b^b'  et  c,  c'  les  trois  couples  de 
points  correspondants  des  deux  divisions,  et  e,  /"  leurs 
points  doubles  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Les  quatre  points  a  ^  b^  c  ^  e  de  la  première  division  ont 
leur  rapport  anliarmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
a',  h' .  c',  c  de  la  scîconde  division ,  de  sorte  que  l'on  a 


ca     en       ea'     en 


rh  '  ch        eh'  '  e'  // 

ou 

en .  eh'       m    c'  n' 


eh.ca'        ib'e'h' 

Or  nous  venons  de  voir  que  les  trois  segments  ab\  a' h  et 
e/^sont  en  involution;  il  s'ensuit  qu'en  appelant  a,,  Si  et 
O  leurs  milieux  ,  on  a 

en.  eh'       Oa,        ^^.^ 

et  par  conséquent 

Oa,        en     e' a' 
OT.  ~  7h  '  71P' 

Oa, 

Celte  expressioti  du  rapport      --  fait  connaitre  la  position 

du  point  O,  qui  est  le  point  cherché. 

On  ramène  l'expression  —  ;  -^-^  à  un   simple  rapport  de 

deux  lignes,  au  moyen  du  théorème  de  Ptolémée  sur  les 
segments  qu'une*  transversale  fait  sur  les  deux  <*ôtés  d'iui 
triangle.  (Chap.  \1X,  ^  I.) 
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111,  CoD»tru(.'lion  ilrv  deux  (Hnnu  doubles ,  ijuanil  on  coniiJiîl  Ifiir 
[loint  milieti. 

362.  Après  avoii'  détcruiiné  le  point  milieu  O  des  Jcox 
points  doubles  r,  /,  ou  peut  détermiDcr  leur  itistanc«  b  ce 
point  |Ktr  rûquatton  «ai«>nte,  d'après  le  tbéorème  (215) 
appliqua  aux  trois  H-gments  i-ii  itiTolution  ah',  a'b  el  cf^ 

Ort.Oi'.Ç.O-^OÉ.On'-  Oa,  —  Ô7 


On-O*'— i.O*  0« 


IV.  Conitiriiclian  de* 


MX  points  lionblr» , 


2(U.  if  th(Jori-me(2o9)  doiUi€  lieu  à  uit(->  <ïnuS(ructiou 
liès-aimpic des  deux  points  doubles. 

Par  un  point  g  pris  arbitraiiemeiit,  on  fera  passer  deux 
eirconfé renées  de  cercles  qui  aient  pour  cordes,  respecti- 
vcmcnt,  les  deux  segments  ai',  «'i;  ces  ci rcoufé renées  se 
eouperont  en  un  point  g' .  Par  le  même  point  g.  on  fera 
passer  deux  autres  circonférences  ayant  pour  rordes,  res- 
pect î  vêtu  enl ,  les  deux  segments  ac',  a'c,  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autie  point  g". 

La  ciiTonférence  de  cercle  menée  par  les  trois  points 
g,  g\  g"  déterminera  sur  la  droite  ab  les  deux  points 
doubles  cherchés;  car  ces  deux  poinis  seront  en  iuvolu- 
tioti,  d'ime  part  avec  les  deux  couples  n,  h'  et  n',  A,  et 
d'autre  part  avec  les  deux  couples  «.  c'  et  n'.  c  (201). 

(Iitie  construction  se  prête  à  ions  les  cas  que  peuveni 
piésiMUer  les  Uots  couples  de  points  a.  n'\  h,  h'  cl  c,  c' . 
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Elle  se  simplifie  si  deux  de  ces  points ,  tels  que  h  et  c' ^  sont 
à  l'infini  (♦). 

^autrement.  On  décrira  des  circonférences  sur  les  quatre 
segments  ab'^  ba\  ac  et  ca\  comme  diamètres ,  et,  par  les 
points  d'intersection  des  deux  premières  et  les  points  d'in- 
tersection des  deux  autres,  on  fera  passer  une  circonfé- 
rence de  cercle ,  laquelle  déterminera  sur  la  droite  abc  les 
deux  points  cherchés  (202). 

Cette  seconde  construction  se  prête ,  comme  la  précé- 
dente, à  tous  les  cas  que  peut  présenter  la  question,  relati- 
rement  aux  positions  des  trois  couples  de  points  a,  a'5  i,  b' 
et  c,  c'. 

264.  Supposons  que  le  point  Z»  soit  à  Tinfini,  ainsi  que 
le  point  c',  et  désignons  par  J'  et  I  leurs  homologues  h'  et  c 
dans  la  seconde  et  la  première  division,  respectivement;  de 
sorte  que  les  deux  divisions  homographiques  seront  expri- 
mées par  l'équation  Xni ,y m' ■=i\a .V a'  (120).  La  circon- 
férence décrite  sur  le  segment  infini  a'è,  comme  diamètre, 
sera  la  droite  menée  par  a'  pei'pendiculai rement  à  la  ligne 
ab  \  et  de  même  de  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le 
segment  infini  ac' ,  De  là  résulte  cette  construction  : 

Sur  a'I  comme  diamètre  (/z^.  i^i) ,  on  décrira  une  cir- 
conférence de  cercle ,  et  Ton  élèvera  par  le  point  a  une  per- 
pendiculaire qui  la  rencontrera  en  un  pointa;  puis  sur 
aV  comme  diamètre,  on  décrira  une  seconde  circonférence 
de  cercle,  et  Ton  élèvera  la  perpendiculaire  a  a!  qui  la  ren- 
contrera en  5j'.  Par  les  deux  points  a  ,  a'  on  fera  passer  une 
circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  droite  aa'\  elle  mar- 
quera sur  cette  droite  les  deux  points  cherchés. 

Le  centre  de  cette  circonférence,  étant  le  milieu  de  ces 


(  *)  Si  le  point  A,  par  exomplo,  est  à  t'infini,   la  circonférence  qui  doit 
passer  par  les  trois  points  ^.  /i',  h  devient  une  lif^iie  droite,  Bavoir^  ^o'. 
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dvux  poinls,  fsst  roDDU  ù^non',- c'trst  l«  milieu  (lu  scgrnciK 
IJ'(I52|:  il  uifEra  donc  de  cotisiruire  un  seul  dn  dicliX 
poioU  et ,  a'  pour  (t^tenniain-  U  ctreonféreace. 

Si  l'on  |irend  pour  le  point  a  le  mîliini  même;  (la  scg- 
incnl  IJ,  le  rayon  de  la  cireoiiférenre  seraa«'=  "^iia' .  aî'- 
Ainsi  celle  expression ,  à  laquelle  nous  sommes  parvenu  par 
uue  autre  voie  (  loi),  résulte  ici  de  la  t-onslruclioa  ^4- 
ti.îrde. 

SUS.  (!as  od  l'vh  des  poiiits  soiules  est  Doxst. — Si 
l'un  des  points  doubles,  r.  esi  douDé.  les  deux  couples  de 
^loiuis  homologues  a,  a'  et  b,  h'  suSiront  pour  di'lurmiufr 
le  sfieond  point  double  /.  Sur  les  deux  segmeiils  tib',  a'  b, 
euntme  diamètres,  on  diV-Hra  doux  circoiiféreiiccs:  ei  par 
leur»  points  d'inlerscciion  et  le  piùnt  r  on  en  fera  passeï 
mil'  iruisiiinic,  qui  déterminera  le  point/  (2(W|. 


266.  Quand  deiu:  dissions  homograp/uques  sont  for- 
mées fur  imi-  même  di-oile ,  ihaf/iie  point  a  de  cct/e droite, 
considéré  comme  appartenant  à  In  première  division,  a  son 
homologue  a  '  dans  la  seconde ,  et  considéré  comme  nppnr- 
tenant  à  la  seconde  division  .  n  son  homologue  A  dans  la 
première. 

Les  deux  points  a.'  et  A  forment  deux  divisions  boino- 
graphiques;  ef  ct-s  deuT  divisions  ont  les  mcmei  points 
doubles  que  les  deux  divisions  proposées. 

En  elFet .  i"  les  deux  divisions  formées  par  le  poini  a'  ei 
le  point  A  sonl  homographïques  entre  elles  ,  comme  étant 
homographiques  à  une  troisième  formée  par  le  point  a. 
a"  Si  le  point  a  est  un  point  double  des  deux  divisions  pro- 
posées, les  deux  points  a'  et  A  coïncident  l'un  et  lautre 
avec  ce  point,  et  par  conséquent  coïncident  entre  cu\ 
Donc  ce  point  est  un  point  double  des  deux  divisions  for- 
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mëes  par  les  deux  points  variables  a'  et  Â.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Donc ,  etc . 

267.  Quand  deux  divisions  homo graphiques  sont  for^ 
mées  sur  une  mente  droite,  si  Von  prend  les  homologues 
a'  et  A  d'un  point  a  de  cette  droite^  comme  dans  la  pro^ 
position  précédente  y  le  conjugué  harmonique  du  point 
a  par  rapport  aux  deux  A  et  sl'  sera  le  même  que  par 
rapport  aux  deux  points  doubles  des  divisions  homogra- 
phiques» 

En  eflfet,  les  deux  divisions  honiographiques  s'expriment 
par  l'équation 

am,am'  —  aV ,  am  —  nl.am'  ^-  al.aa^  =  o     (*^2)' 

ou  (aJ'.  ak)     (155) 

Pour  déterminer  les  deux  points  doubles  e,  /*,  il  faut  faire 
coïncider  m'  avec  m  ;  l'équation  devient ,  en  écrivant  e  à  la 
place  de  m, 

ae — [aV -^  al)ae -\-a\.aa' z=iO, 

ou  («J'.  ak) 
On  a  donc 

ae  +  qf  =  al  4-  «  J', 

et 

ae.nf  ^=.  a\.  aa'  =.  nV .  a  k, 

d'où 

I  I  I  I 


ac        af       aa         a  A 


Soit  a  le  point  conjugué  harmonique  du  point  a  par  rap- 
port aux  deux  a',  A ,  on  aura 


^=h-^^.     (Ci)- 


a  Cf.       aa         a  A 

Donc 

2  i         I 

a  X       ae       af 
Ce  qui  prouve  que  le  point  x  est  le  conjugué  harmonique 
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tlu  point  a  par  rapport  aux  Jeux  poinl»  douMi's  c,  /.  Lu 

thi'orcinc  est  doue  démoiilré. 

268.  ConOLLAïKE  1.  —  Puisque  11-  point  a  cl  son  conjugué 
Itaroionîque  or  par  rapport  à  ses  deux  homologues  a' et  A 
divisent  harmoiiiquemimt  le  segment  Bxe  ef,  il  s'ensuit  que 
cex  dçitx  points  a  rt  a  Jonitent  r/eitx  divisions  homogi-a- 
phitjues  en  ini^/nlion  (241). 

200.  Corollaire  H.  —  Étant  données  deux  tUyisions 
homographitjues  sur  une  droite,   on  Jumanile  du  tléler- 


rle. 


■Q'tjugue  harniontqu 


:  d'u, 


point  par  rapport  aiu: 


L 


dutia:  poitits  donhles,  inconnus,  des  deux  divisions. 

Soit  n  le  point  donné;  on  délorminera  ses  deux  ho uo- 
Iogui!s  a'  et  A,  puis  sou  conjugué  harmonique  a  par  rapport 
»  ces  d«ux  points;  a  sera  le  point  eherché. 

Cette  questlou  aura  quelques  applications ,  par  exemple 
pour  trouver  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  co- 
nique dont  cinq  points  seulement  sont  connus. 

370.  CoKOLLAïKE  III. — Nouvelle  construction  des  points 
donhles  de.  di'tir  divisions  hoinofiraphi'jues.  —  On  prendra 
un  point  a  et  le  point  cr  qui  lui  correspond  comme  ci-dessus  ; 
et  de  même,  un  point  h  et  le  point  correspondant  ë.  On 
cherchera  les  deux  points  e,  J  qui  divisent  harmoniquc- 
ment  les  deux  segments  aa:,  ha  (233);  ce  seront  les  deux 
points  doubles  cherchés. 


;  II. 


■roi,o 


rlalîv 


-.  à  llnmlul 


I. 


271 


Étant  donnéx  sur  une  miroite  lieux  couples  tie  seg- 
a  ,  bb'  et  AA',  lîH',  on  ilemande  */e  déterminer  un 
segment  ce'  ijui  soit  en  infofuliott  tout  à  In  j'ois  avec  les 
deux  premiers  segments  aa',  bb'  et  avec  les  deux  autres 
AA',  BB'. 
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Que  sur  les  quatre  segments  aa\  ii',  A  A'  et  BB',  conune 
diamètres^  on  décrive  des  circonférences  de  cercle,  la  cir- 
conférence qui  passera  par  les  points  d'intersection  des 
deux  premières  et  les  points  d'intersection  des  deux  autres 
déterminera  le  segment  cherché  ce'  (202).  Si  la  circonfé- 
rence n'est  pas  constructible  ,  le  segment  sera  imaginaire. 

Autrement.  Que  par  un  point  g  pris  arbitrairement  on 
mène  deux  circonférences,  passant,  la  première  par  les 
deux  points  a  et  a\  et  la  seconde  par  les  deux  h  et  i';  elles 
se  couperont  en  un  point  g^'. 

Que  par  le  même  point  g  on  mène  pareillement  deux 
circonférences ,  passant,  la  première  par  les  deux  points  A 
et  A',  et  la  seconde  par  les  deux  B  et  B',  lesquelles  se  cou- 
peront en  un  autre  point  g" , 

La  circonférence  menée  par  les  trois  points  ^,  g\  g" 
déterminera  sur  la  droite  aa'  le  segment  cherché,  réel  ou 
imaginaire. 

Autrement.  Soit  y  le  point  milieu  du  segment  cherché 
ce';  O  le  point  central  de  Tinvolution  déterminée  par  les 
deux  segments  aa\  hb':,  fl  le  point  rentrai  de  l'involution 
déterminée  par  les  denx  segments  AA',  BB',  et  o)  le  point 
milieu  des  deux  O ,  îi;  on  aura  la  relation 

qui  fait  connaître  la  position  du  point  y. 
En  efl'et ,  on  a 

0a.0n'  =  0c.0c'     ot     ilA.a  A'=r  P-r.ilc'. 

De  sorte  que  l'équation  revient  à  celle-ci , 

2  W7.O11  =  Oc.  Oc'  —  iic.£ïc\ 

Ce  qui  est  une  identité  entre  deux  couples  de  points  quel- 
conques c,  c'  et  O,  îï,  et  leurs  points  milieux  y  et  w,  la- 
quelle se  démontre  aisément  5   car  il  suffit  d'y  remplacer 

Oc. Oc'  par  (Ôy  —  yc  )  et  îîc.flc'  par  (îïy  —  yc  ). 
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Lrpotnt^,  milÎLti  du  M^inroi  cbcrcb^cr-',  étui  i 
détermina,  on  etHUiahnciïM!|pia)t  lai-mêHw  pw Faae  dqi 
relitîoai  T 

7r  =  07  —  0«.0«', 
ye=:uy  — lià.ak'. 
CoiegmaitscraUMijonnr^l  t\le»àcaxaa',  hh' ,  aafiitmt 
l'an  Mir  l'iuire,  pênie  qu'alors  h  produit  OaOa'  eM  o^r- 
gatirdOI);  vl  de  même ,  m  )««  dtius  segnumu  AA',  BB'ew 
piitent  i'no  inr  l'autre.  MaU  il  pourra  i^tre  imaginaire  dam 
lAcaauùjil  iMtlcQx  K^ment»  ^iit' .  bb'  aï  les  deux  AA',  Bïf 
n'cnipinUmi  l'un  sur  Tautiv. 

Obfervaiion.  —  Ce  problème  aura  plusieurs  applick- 
lîotu,  particulièrt!m<-iit  aux  Avnx  cpiL^stïons  suivantes  : 

Étant  lionnes  Haux  systàites  de  eiùuuèires  conjuguh  , 
d'une  tccthn  conùfua,  déterminer  les  a.irci  principaux  d* 
ia  courbe. 

Ètaiït  lionnéi  deux  systèmes  fU  dianifflns  conjugua 
d'unt  conique,  et  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués, 
d'une  auliv  coniqur,  détfmtinnr  le  fyftème  de  diamètre* 
conjugués  communs,  en  din-clton,  aux  deux  courbes. 

272.  Cas  PAnTici:LiEns.  —  Cliacun  des  quatre  segments 
aa\  etc.,  peut  être  nul.  S'ils  sont  nuls  tous  les  quatre  à  la 
fois  ,  la  ({uestioii  devient  celle-ci  :  Trouver  les  deux  points 
ifiii difisint  barmoniquemtnt  deux  segments  ab,  AI5, 

11. 
27^,  Éliinl  données  deux  droites  dn'iséei  homograpbi- 
t/uenunt,  lis  rayons  nunès  d'un  point  Jixe  aux  points 
de  divisitm  Jorment  deux  J'aiscinux  homo  graphiques  :  rt 
'il'on  demande  que  res  deux  J aiscenux  soient  en  involu- 
lion  ,  leur  somuu-t  ile^ra  être  place  sur  la  droite  qui  joint 
lu  points  des  deux  difisions.  dont  tes  homologues  coin- 
■  id-ni  au  point  di-  renconfri-  ili-  rp<  droites. 


1 
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En  effet,  soit  S  ce  point  de  rencontre ,  et  a  et  b'  sur  les 
deux  droites ,  respectivement ,  les  deux  points  en  question , 
de  sorte  que  a  corresponde,  sur  la  première ,  au  point  S  de 
la  seconde,  et  £',  sur  la  seconde ,  au  point  S  de  la  première. 
Le  sommet  O  des  deux  faisceaux  étant  pris  sur  la  droite  ah\ 
cette  droite,  considérée  comme  rayon,  soit  du  premier 
faisceau,  soit  du  second ,  aura  toujours  pour  homologue  la 
même  droite  OS.  Ce  qui  prouve  (248)  que  les  deux  fais- 
ceaux sont  en  involulion . 

274.  Étant  rionnés  deux  faisceaux  liomo graphiques 
dont  les  centres  ne  sont  pas  coïncidents ^  on  peut  les  cou- 
per  par  une  droite ,  de  manière  à  avoir  sur  cette  droite 
deux  d^'uisions  en  im^olution  ; 

Une  infinité  de  droites  satisfont  à  la  question  ;  elles 
passent  toutes  par  un  certain  point  déterminé. 

Soient  O  et  O'  les  centres  des  deux  faisceaux  et  ft  le  point 
de  rencontre  des  rayons  qui ,  dans  le  premier  et  le  second 
faisceau,  respectivement,  sont  les  homologues  des  deux  qui 
coïncident  suivant  la  droite  00'.  Toute  transversale  menée 
par  ce  point  ft  satisfera  à  la  question^  c'est-à-dire  qu'elle 
rencontrera  les  deux  faisceaux  en  deux  séries  de  points  qui 
formeront  deux  divisions  homographiques  en  involution. 
En  effet,  cette  transversale  rencontre  la  droite  00'  en  un 
point  qui ,  considéré  comme  appartenant  soit  à  la  première 
série,  soit  à  la  seconde,  aura  toujours  pour  homologue  le 
même  point  îi   Donc,  etc. 

m. 

275.  Quand  trois  couples  de  points  a  ,  a';  b ,  b'  e^  c ,  c  ' 
sont  en  in%^olution ,  si  Von  prend  les  points  a ,  6  conjugués 
harmoniques  du  point  c  par  rapport  aux  deux  segments 
aa',  bb'  respectii^ement ;  puis  les  points  a,,  6,  conjugués 
harmoniques  des  deux  oc .  c  ^  respecfii'emenf ,  par  rapport 


M  <fan  p«MB  «tecûm  (  74) .  rt 
■  W<fa^  c^  M  e,  on  MUTA 


1 


rÇ    «'- 


■  k «■■jB^iiÉ*  hKrwaaif{Dr  lis  pointe  par  rappart  ras 
r.  m^  Ot  miB  tahnuM  kamimiMte  eain;  Im  deux 


et.fà 


-'rny 


et  «.  «'•'aprine  par  rfi|Mliiiu 


r'a 


R<-lranchant  ces  deux    équations   membre  ii  membre,  vl 
ob«crtanl  ()U(^  puisque-  c'est  le  eouju^ué  liarniouique  liu 

,  .  cS,  c'a, 

tteux  5|,  Cl-  on  a  -—  =; , 


point  '■  par  rapport 
Iviiis  k-s  lerraes  ■  moi 


i  deiiN 


rb.ch' 


ietit .  et  il  reste 


n(ji(i  (At  lin'- (les  é({uaiio>is  d'irivolution  (  I8i).  Donc,  eic. 
(!oiifij,t,*iTip,.  —  Si  I','  point  c  est  à  I  infini,  son  conjugué 
<  '  cfiirif  l'Ii-ra  avec  le  milieu  du  segment  (i,  c,,  et  sera  le 
|>iiii)l  I III 1 1 ul  i\i:  l'iiivolution  déterminée  par  les  deux  se^- 
liii'iila  «/;',  hh' . 
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276.  Dans  ce  thëorème  et  son  corollaire  les  deux  couples 
"de  points  a,  a'  et  h^  h'  peuvent  être  imaginaires,  puisque 
Ton  ne  considère ,  par  rapport  à  eux ,  que  des  relations  har^ 
moniqoes.  Il  s'ensuit  que  les  deux  propositions  peuvent 
servir  â  construire  le  point  centrai  et  le  conjugué  d'un 
point  donné,  dans  une  involution  déterminée  par  deux 
couples  de  points  imaginaires.  Ces  questions  auront  une 
application  utile  dans  la  théorie  des  coniques. 

IV. 

277.  Etant  donnés  deux  couples  de  points  a ,  a'  ef  b,  b' 
sur  une  même  droite,  et  étant  pris  le  point  c  conjugué 
harmonique  du  point  b  par  rapport  aux  deux  a ,  a',  e/.  /e 
point  c'  conjugué  harmonique  de  h'  par  rapport,  aux  deux 
mêmes  a,  a'^  les  trois  segments  diai\  bb'  et  ce*  sont  en  in- 
volution. 

En  eflet,  on  a,  par  hypothèse, 

ac  a!  c  ac'  a'tf 

Et,  en  multipliant  membre  à  membre, 


ac .  ac  a'  c  ,a'  c' 


ab.ab'       a' b  ,a' b' 

Équation  qui  exprime  que  les  trois  segments  aa\  hh'  et 
ce*  sont  en  involution  (184).  c.  q.  f.  p. 

On  peut  encore  dire  que  :  Quand  trois  couples  de  points 
a ,  a';  b,  b'  e^  c ,  c'  sont  en  inv^olution,  si  les  deux  points  h 
et  c  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
a ,  a',  les  deux  W  et  c'  seront  aussi  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  mêmes  a ,  a'. 

V. 

278.   Quand  deux  couples  de  points  a  ,  a'  ^/  b,  b'  sont 

i3 
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en  rappott  harmonique,  si  /'on  prend  sur  fa  même  tlroita 
un  point  nrbitrairo  n  H  xes  conjugués  harmoniques  c  et  c' 
par  rapport  aux  ehax  segments  aa'  et  bb',  respectivement, 
les  trois  coup/fis  de  points  a  ,  a';  b,  b'  cf  c,  c'  sei-ont  en  in- 
voluiion . 

En  dlei.  W»  deux  jMiinisa,  a'  divisent  harmoniqucmeut 
tbacun  des  deux  scgmems  hb'  et  t'n;  par  eoDséquont  ces 
points  sont  les  points  doubles  de  l'iiivolution  dctermînëe 
jjar  les  deux  segnients  (205).  11  s'ensuit  que  les  trois  seg- 
ments aa',  Im  eib'c  sont  cil  Involution  (207),  i-t  que  l'on  a 
ba_.  ba'  _  bb' . 

Paceillt^ment  les  trois  segments  iia'.  h'ti  et  hc  simt  en  in- 
volulioo,  et  l'on  » 


(184). 


s  deuY  équations  membre  n  membre ,  on  e 


ba.ba-   _ 

h'n.h'n-  ~ 

Or  t'  étant  le  conjugué  li 
aux  deux  points  h.  b\  i 


inique  du  point  n  par  rapport 


L'équation  devient  doiir 


re  qui  prouve  que  1rs  trois  couples  «,  «';  h,  A'  et  c,  c'  sont 
en  involution. 

('onoLLAiBR.  —  Si  le  point  n  est  le  milieu  du  segment 

séque'nt  le  point  r'  sera   le  point  centrât  do  t'involuiion 
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détermiiiée  par  les  deux  segments  aa! ^  bV ,  On  conclut  de 
là  que  : 

Quand  deux  couples  de  points  a  ^  a'  et  b,  b'  sont  en 
rapport  harmonique  ^ 

i^.  Le  point  conjugué  harmonique  du  milieu  du  seg" 
ment  slsl'  par  rapport  aux  deux  points  b,  b',  coïncide  asfec 
le  conjugué  harmonique  du  milieu  du  segment  bb'  par 
rapport  aux  deux  points  a ,  a'-, 

a®.  Ce  point  est  le  point  central  de  Finuolution  dèter- 
minée  par  les  deux  couples  a,  a';  b,  b'. 

C'est-à-dire  que,  ce  point  étant  représenté  par  O,  on  a 

Où  Ofl'  —  O^.O^'. 

Autrement.  Les  deux  couples  de  points  a,  a'  et  i,  b' 
étant  en  rapport  harmonique,  on  a  la  relation 

ma. ma'       mb  mb'  mc.m<: 


=  2Tr-^    {7*)- 


na.na'         nb.nb'  ne.  ne' 

Or,  en  appelant  y  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  deux  points  c,  c',  on  a 

On  peut  donc  écrire 

ma.  ma'  mb.mb'  me.  me' 


ync.t/y  H 7 — Yi  "^  •  7^*  — '  f^l^c'^  » 


na.na'  nb.nb'  ne.  ne' 

OU 

ma, ma'   ,  mb.mb'  ,       me. me'     , 

-r  c'y. ne  H -, rr  ye .nc  -\ j  ee' .  ny  =z  o. 

na.na  nb.nb  ne.  ne 

Et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  de  points 
a  y  a*\  i,  V  et  c,  c'  sont  en  involution  (228).  c.  q.  f.  d. 
Autrement.  Il  est  clair  que  le  théorème  sera  vrai  pour 
toute  position  du  point  n ,  s'il  Fest  pour  une,  par  exemple, 
quand  le  point  n  est  à  l'infini,  parce  qu'il  n'entre  dans  les 
relations  entre  les  dirtérents  points  que  des  rapports  anbar- 
nioniques.  Or,  quand  le  point  n  est  à  Tinfini ,  les  points  c 

i3. 


ii^i        nànt  m  UKOiiimiir  supériecke- 

m  a'  aitM  U*  niilkiix  «,  £  du  deux  M-gmcnls  m*',  &&';  il 
*iillii  <I«É*-  tii-  pn>ii*cr  ijue  le»  eroi»  segments  aa',  hb'  «  «6 
t»nM-nl  unn  învoloiïon. 

PrMir  <-ola,  faisOD»  osa^  des  formules  (221).  Soil  i  k 
utilitni  du  wf;ment  ac.  L'involuiion  aura  lieu  si  rtm  s   -^h 

Or  \v  premiitr  membre  est  ^al  à  —  i ,  puisque  les  deux 
■pymtiiiU  aa',  bb'  sont  en  rapport  bai-mouiqui-  (69) ,  et  le 
te&md  mcrabi-e  «ai  auwï  égal  A  —  i,  parce  que  s  est  le 
BlilU'U  du  Mt!gmi:til  «€.  Dutic,  eic. 

Oouoi.i.itinE.  —  I.r»  trois  dcmi-nrconférrnces  décrites  sur 
los  »i-gitu»U*  rtrt',  A/''  et  «S,  comme  diamètres,  passent  par 
un  niAuir  pnînl  (3t)2)^  et  les  droites  mcuëcs  de  ce  point 
ftuv  tltaiN  ff,  £  sont  k  tm^v.  droit.  Or  ces  droites  sont  les 
rnyuii*  de»  deux  première»  eirconférenoes;  on  en  conclut 
doue  i|Ui!  ;  Qunml  ilmu:  .xt^gmenfs  aa',  bb'  sont  en  rapport 
harmonique,  /m  ciivon/énnces  (fécrites  sur  ces  ileitx  seg~ 
meiUx  comme  ttùiut^tivs  se  rou/wnl  A  angle  rlroù. 

-■tulii;r,.-n'-  (^)ii;irid  Ii-  |«>ii>i  "  -liaiii;!-  de  posiiion,  rc 
iHiint  l'i  le  ]Miiiil  I'  foritienl  den\  di\isions  honiograpliiques , 

puisque  \\\n  a  toujours  ,^^  —  ,  -■  Ue  même  à  IVgard  du 
|Hiiut  t(  el  du  |H)iut  I'',  Donc  les  deux  points  c  et  c'  forment 
dtiu\  divisions  li(>uuif:rapbi(|ues.  <^a»d  le  point  n  est  en  n . 
)o  jHiiut  c  est  lui-int^uu'  en  (i,  et  le  point  c'  en  a'.  Ainsi  a 
et  **'  M>ut  deu\  p^ùnis  homologues  des  deux  divisions  lii>- 
uu>((iapttiques  fi>ru«'-*'S  [»ar  les  deux  piùuts  c  et  c  ,  11  en  est 
*U'  tui^iue  de»  dvu\  [wiints  h  et  h'.  Mais  quaud  le  point  n 
est  eu  14  ,  le  |M>iul  i- e»l  lui-oit'me  en  n.  et  le  pointe  ena. 
IKiue  le  (H.>tul  ■<,  i\>n.'ù<té(v  et^iume  apparteoant  j  la  pre- 
wièu- ou  À  la  >»xt«idc  division,  j,  daii:>  les^Iiuv  ras,  pour 
tHtUUkt^i^ue  11-   jH'iul  .1  ,    lie  qui   pii>u»e  que   les  deux   ili\i- 


\ 
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sioBs  sont  en  involulion  (237).  Donc  les  trois  couples  de 
points  a,  a';  &,  b'  et  c,  c'  sont  en  involution. 

G.    Q.    F.    D. 

279.  Trois  droites  issues  d'un  même  point  font,  deux 
à  deux,  trois  angles  :  si  l'on  considère  les  bissectrices  de 
ces  angles  et  celles  de  leurs  suppléments,  les  trois  droites 
formeront  une  immolation  soit  twec  les  bissectrices  des  trois 
suppléments,  soit  ax^ec  les  bissectrices  de  deux  angles  et 
la  bissectrice  du  supplément  du  troisième  angle. 

En  effet,  soient  Â,  B,  C  les  trois  droites;  Â^,  B',  C  les 
bissectrices  des  trois  angles  (B,C),  (C,  A),  (A,  B),  et 
A^,  B^,  Q"  les  bissectrices  des  supplc^ments  de  ces  angles. 
On  a 

sin  (A%  C)  _  __         sJD  ( B^  A )  _  _         sin(CS  B)  _  _ 
«în(A',  B)""       ''     sin(B',  C)~"       ''     sin(C',  A)""       '' 

sin(A^C)  __  sin(B%A)  _  sin(CB)  _ 

sin(A",B)""  '•  sin{B",  C)  ~  ''  sin(C',  A)  ""  '* 

Et  par  conséquent 

sin(A,B^O.sin(B,  C^^),sin(C,  A^^) 
$m{A",B).sin(B",C).sin(C%A) 
et 

sin(A,  B^).sin(B,  C^).sin(C,  A^) 

sm(A',  B).sm(B',  C).sm(C",  A) 


—  «, 


équations  qui   prouvent   les   deux    învolutions    en    ques* 
tion  (243).  Donc,  etc. 

280.  Quand  deux  divisions,  sur  deux  droites,  sont  ho- 
mographiques  à  une  troisième,  elles  sont  homo graphiques 
entre  elles  (*). 

En  effet,  quatre  points  a",  b"^  c'\  d"  de  la  troisième di- 


(*}  Nous  plaçons  ici,  on  terminant  notre  première  section,  cette  propo- 
sition qui  a  été  omiae  dans  le  chapitre  VI. 
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visiuii  ont  leur  rapfwri  aiiliarmuiiique  ^al,  d'une  pan,  à 
celui  des  quatre  points  correspondants  a,  6,  c,  d  àe\a  pre- 
micre  division,  et,  d'autre  part,  â  celui  des  quatre  poinu 
correspond  au  ts  a',  l>',  c',  d'  dans  la  seconde  division.  Donc 
les  deux  séries  de  quatre  [wiiils  « ,  h,  c ,  d  et  o',  6',  c',  li' 
ont  leurs  rapports  acLai  moniquos  égaux.  Donc  la  première 
<'l  la  M'C'OQlic  division  soûl  homographiques.        c.   q.    r.   t. 

11  suit  de  l.i  que,  si  plusieurs  divisions  sont  liooiugri- 
pliiqurs  deUK  à  deux,  prises  eonsécuti^cment,  dtuix  quel- 
conques sout  homographiques  entre  elles. 

Il  est  évident  que  ce  que  nous  disons  des  divisions  ho- 
mographiques doit  s'eiilendre  aussi  des  faisceaux  homogra- 
phiques. 

Ces  propositious  auront  de  nombreuses  applicatious , 
notamment  dans  le  chapitre  XV,  où  nous  résoudrons  par 
une  même  conslruclion  un  grand  nombre  de  question* 
Irès-divi-rses. 


X 


DEUXIÈME  SECTION. 

PROPRIÉTÉS  DES    FIGURES    RECTILIGNES.  —  APPLICATION 

DES   THÉORIES   PRÉCÉDENTES. 


CHAPITRE  XIV. 

PROBLÈME    DE    LA    SECTION    DÉTERMINÉE. 


I. 

281 .  Le  problème  de  la  section  déterminée ,  ainsi  appelé 
par  Apollonius,  est  le  suivant: 

Étant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite,  on  de- 
mande de  déterminer  sur  cette  droite  un  cinquième  point 
tel,  que  le  produit  de  ses  distances  à  deux  des  quatre 
points  donnés,  soit  au  produit  de  ses  distances  aux  deux 
autres,  dans  une  raison  donnée. 

Soient  a^  a\  b  et  &'  les  quatre  points  donnés,  X  la  rai- 
son; il  s'agit  de  déterminer  un  point  m  tel ,  que  Ton  ait 

ani.a'  m 

bm.b'm 

Cette  question  en  comporte  trois  autres  comme  cas  parti- 
culiers; car  on  peut  supposer  que  Tun  des  quatre  points  soit 
à  Tinfini,  on  que  deux  points  conjugués  a^  a\  ou  A,  b'y 
coïncident  en  un  seul.  Les  trois  cas  qui  résultent  de  ces  hy- 
pothèses s'expriment  par  les  équations 


a  m,  a  m' 


bm 


—  ^     \    n 


-X   r»  •  I  n  •        .•        *im.am'  .•      i-       ■ 

*'  Pour  consiarrcr  roqualion  — =  >  comnrn'  un  ras  particulier  n*» 

hm 
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am 


bm.bm' 
am 


bm 
Ce  problème  de  la  section  déterminée  faisait  partie  des 
matières  que  les  Anciens  comprenaient  sous  le  titre  d'^» 
naljse  géométrique,  Apollonius  Tavait  traité  dans  un  ou- 
vrage en  deux  livres,  qui  contenait  quatre-vingt-trois  pro- 
positions. Cet  ouvrage  ne  nous  est  pas  parvenu  j  toutefois 
des  lemmes  qui  s'y  rapportent,  insérés  par  Pappus  dans  le 
septième  livre  de  ses  Collections  mathématiques ,  ont  per- 
mis à  plusieurs  géomètres ,  dans  les  deux  derniers  siècles , 
de  le  rétablir  dans  le  style  ancien.  Si  tous  ne  Tout  pas  fait 
avec  la  prolixité  d'Apollonius  et  de  R.  Simson  qui  passe 
pour  avoir  bien  rétabli  la  marche  et  la  méthode  de  Tauteur 
grec ,  tous  cependant  ne  Tonl  résolu  qu'à  l'aide  de  diverses 
propositions  qui  font  dépendre  la  question  générale  de  ses 
cas  particuliers.  Et  c'est  encore  ainsi  qu'a  procédé,  dans 
ces  derniers  temps,  J.  Lestie,  dans  son  Analyse  géomé- 
trique. De  sorte  qu'il  n'existe  pas,  en  géométrie,  de  solu- 
tion immédiate  de  la  question.  Je  dis  en  géométrie,  car, 
par  la  voie  analytique,  en  rapportant  tous  les  points  à  une 
origine  commune,  on  a  sur-le-champ  une  équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  résolvent  la  question  d'une 
manière  générale. 

celle  relative  à  quatre  poinli ,  - — -r~?  =  ^  >   ®"  peul,  <la«»*  ccllo-ci,  rem- 

placer  la  raison  /  par  lo  l'apport  de  deux  segments  tels  que  hk  ^  t»'  k\  k  cl 
A'  étant  deux  points  pris  sur  la  même  droite  que  les  quatre  n,  a',  &,  2r'; 
alors  Téquation  est 

am.a'm         hk  am.a  m  If' m 

I    ^t~~TTT-'*      **"      — ï —  **    rr;-.  i 

hm  b  m        h  h  hm  h  * 

tt  SI  l'on  HuppOM)  l(>  point  h'  à  riulini ,  elle  drviciil 

itnt  .a' m 

—     —  ^_  f'A  --  * 

but 
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CoDime  la  plupart  des  problèmes  de  géométrie  qui  ad- 
melient  deux  solutions ^  celui-ci  a  des  cas  d'impossibilité; 
ce  qui  conduit  à  une  question  de  limite  ou  de  maximum, 

savoir,  de  tromper  le  point  m  qui  rend  le  rapport  y — -p — 

maximum  ou  minimum.  Cette  question  n'a  pas  échappé  à 
Apollonius,  qui  excellait  dans  ce  genre  de  problèmes  ardus, 
et  Fermât  l'a  prise,  à  raison  de  sa  difficulté,  comme 
exemple  de  sa  méthode  de  maximis  et  minimis. 

Les  théories  précédentes  procurent  deux  solutions  immé- 
diates et  extrêmement  simples  de  ce  problème  de  la  section 
déterminée  \  Tune  dérive  de  Tinvolution ,  et  l'autre  delà 
division  homographique. 

La  première  s'applique  même  au  cas  où  F  un  des  deux 
couples  de  points  conjugués  a,  a'  et  6,  &',  ou  tous  les  deux, 
seraient  imaginaires. 

II.  Première  solution. 
282.  L'équation  à  laquelle  il  faut  satisfaire, 

am  a'  m 


bm .  b'  m 


=  X, 


donne  lieu,  évidemment,  à  deux  points  m,  m' ,  La  théorie 
de  Tinvolution  l'indique  aussi ,  car  un  premier  point  m 
étant  déterminé,  le  point  m',  qui ,  avec  celui-là  et  les  deux 
couples  a  y  a'  et  b^  l>\  forme  une  involution ,  satisfera  aussi 
aux  conditions  du  problème,  puisqu'on  aura 

am  ,a'  m am' .  a'  m'     /  -  «  «  \ 

bm.b'm"  bm'.b'm'     ^        ^' 

am' .  a'  m'        ^ 
Cl ,  par  conséquent ,  ^^^,    ^, ^^^,  =  /. 

D'après  cela,  soit  \i  le  milieu  des  deux  points  cherchés 
m,  m',  et  a,  c  ceux  des  deux  segments  a«',  bb'-^  on  aura 

bm  .b  m       ou. 
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Cette  n-Uiion  (ait  connaître  le  poiui  milieu  p;  et  la  dêtcr- 
mibatioii  tics  deux  points  m  ,  m'  est  une  question  de  la  théo- 
rie du  lin  volntion  •,  tpie  dous  avons  résolue  de  bien  des  mi- 
uières  (232).  Nou»  en  dirons  peu  do  chose  iei. 

CoBSTiiticTion,  —  Par  un  point  g  prisarLitraii-emetit,  ou 
fera  passer  deux  circonférent^s  ile  cercles  ayant  pour  cord*?» 
respectives  le»  deux  segments  aa',  bh'\  cl  par  le  même 
point  g  et  le  second  point  d'intersection  des  deux  cîreon- 
fércnies ,  on  en  fera  passer  une  troisième  ayant  son  centre 
sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  aa\  éU-vée  par  te  point 
ft.  Celle  eircoitrérenee  déterminera  «ir  la  droite  aa'  les 
deux  points  ehen-liés  m,  m'. 

j4utioiiiint.  On  cherchera  1b  point  O  déterminé  par  l'é- 
quation 

Oa.Oa"  =  0b.0h\ 

{mis  lo  point  ^'  déterminé  par 

O<T.0n'  =  0ii,Ou': 
et  1  on  aura  _ 

P"/=  .riu'.jiO     (235,  2».  . 
C*s  DE  TBOis   POINTS  a,  a,  h. — ]|  l'aut  déterminer  un 
point  m  tel ,  que  l'on  ait 

Deux  points  m,  ni'  satisferont  à  ta  question.  Ces  deux 
points  formeront  une  involuiion  avec  les  deux  a ,  a'  et  l<- 
point  b  considéré  comme  point  centrai.  Car  on  aura 


hin 
équnliiiji  d  ii 


IS!I). 


"  h'n 


\. 
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U  s'ensuit  que  le  milieu  (â  des  deux  points  cherchés  m ,  m 
se  détermine  immédiatement  par  l'expression  a  |ul=  7X  (216, 
équat.  4)- 

CoirsTRucTioif  DES  DEUX  POINTS  m ,  m'.  —  On  décrit  une 
circonférence  de  cercle  quelconque  passant  par  les  deux 
points  a,  a',  et  Ton  mène  par  le  point  b  une  corde  qui  la 
rencontre  en  deux  points  gy  g^'  Par  ces  deux  points,  on 
fait  passer  une  circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  aa\  élevée  par  le  point  jcji*,  cette  cir- 
conférence détermine  les  deux  points  cherchés  m ,  m'. 

jâiUrement,  On  construit  le  point  fx'  par  la  relation 
ba,ba'=  bfjL.bfi^  et  Ton  a 

p/w  =r  |xpt'.  fAÔ      (233,2®.). 

III.  Seconde  solution. 

zoo.   récrivons  I  équation  -. y,—  =  A  ainsi  : 

^  bm   B  m 

a  m  b' m 

-7—  —  À.  -j—' 
bm  a  m 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  les  points  cherchés 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques 
exprimées  par  Téquation 

am b'  m' 

bm  '  a!  m' 

a  cl  b  sont  deux  points  de  la  première  division  et  6',  a' 
leurs  homologues  respectifs  dans  la  seconde  (115). 

Nous  déterminerons  les  deux  points  doubles  par  la  con- 
struction (154) ,  où  Ton  se  sert  des  points  à  rinfini. 

Supposant  m'  à  l'infini ,  on  a  j-  =  X;  et  supposant  m  à 
Tinfini .  ^7—  =  /..  Soit   u.  lo   milieu  dos  drux  points  1,  J'; 


«M 
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oDdëu-r 

mille  le 

po'miu'parl 

l'équation 

eir<;i>atl54) 

^  = 
V 

'■^- 

ftm  =«1 

.'.,)■(•). 

Ct»PS  TLOIS 

I'Qi>TSO,a'. 

,  t.  — L'équation  — 

*'â-ri( 

om__ 

1,~, 

^=' 


et  tnotiln-  que  les  jwiDis  cherchés  scroDl  les  points  iloublen 
de  deux  divisions  honiographiques  exprimées  par  l'équation 


dans  lesquelles  les  deux  points  a  et  b  de  la  première  divi- 
sion ont  pour  conjugués,  dans  la  seconde,  l'infini  et  le 
point  «'(119). 

D'après  cela ,  le  point  1  est  en  a ,  et  le  point  J'  se  déler- 

ir.inf  par  J'éffuaiioT)  a'.V ^=  1.  On  prend  !c  milieu  w  du  seg- 
ment a  J':  puis  on  détermine  le  point  fi'  par  l'équation 

^  =  1  ™ 

et  les  points  cherchés  par  l'expression 

28i.  Quand  les  deux  points  a ,  a'  se  confondent^  les 
deux  solutions  relatives  soit  au  cas  de  quatre  poinU  ,  soit  à 
celui  de  trois  points,  s'appliquent  d'elles-mêmes. 
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IV    Conditions  d*iropossibiliié.  —  Limites  de  ^. 

285.  Cas  de  quatre  points  a^  a',  &,  b'.  —  Quand  les 
deux  segments  aa',  hV  empiètent  Tunsur  Tautrc,  les  deux 
points  m^m'  sont  toujours  réels  (232).  Maïs  lorsque  les 
deux  s^;ments  présentent  une  autre  disposition ,  ces  deux 
points  peuvent  être  imaginaires  ;  ce  qui  a  lien  si  leur  point 
milieu  fi  se  trouve  entre  les  deux  points  tf,y*qui  divi- 
sent hamumiquement  chacun  des  deux  segments  aa'  et 
hV  (233).  C^est  là  la  seule  condition  d'impossibilité  de  la 
question.  Voyons  ce  qu'il  en  résulte,  relativement  au  signe 
et  à  la  valeur  numérique  du  rapport  )..  Nous  considére- 
rons successivement  les  deux  cas  que  peut  présenter  la  po- 
sition relative  des  deux  segments  aa\bb' . 

i^.  L'un  des  segments  est  entièrement  situé  sur  l'autre. 
Alors  leurs  points  milieux  a,  6  sont  au  delà  du  segment 
ey  (57),  et  tous  deux  du  même  côté,  à  droite  ou  à  gauche.  Or 
le  point  fx,  par  hypothèse,  est  situé  sur  le  segment  lui-même; 

il  en  résulte  que  le  rapport  ^  égal  à  X,  est  positif,  et  que 
sa  valeur  immérique  est  comprise  entre  celles  des  deux 
rapports  —s»  75*  Telles  sont  les  deux  conditions  d'impossi- 
bilité du  problème. 

Si  X  est  égal  à  lun  des  deux  rapports,  les  deux  points  m 
et  ni'  se  confondent  en  l'un  des  points  c,  J\  et  les  deux 
solutions  se  réduisent  à  une  seule. 

2^.  Les  deux  segments  sont  situés  Tun  au  dehors  de 
Tautre.  Alors  leurs  milieux  a ,  S ,  qui  se  trouvent  toujours 
au  delà  du  segment  ef^  sont  de  côtés  différents  :  et,  puisque 
le  point  /z,  par  hypothèse,  se  trouve  sur  le  segment  lui- 
même,  il  en  résulte  que  le  rapport  ^  est  négatif,  et  que 

sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  celles  des  deux  rap- 
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ports  -~i  et  y^-  Ce   sniit   \h   les  deux  ooudilioiis  d'impossi- 

hUité. 

Quaad  i.  est  égal  à  l'uu  des  deux  rapports,  les  deux  so- 
lutions sont  récites ,  mais  se  réduisent  à  une  seule,  comme 
prévcdcminent. 

II  résulte  de  cette  discussion ,  qm;  l'on  p«ul  evprimer 
d'unr  maaièi-c  générale  \va  deux  ronditious  d'impossibilité 
du  problème,   savoir,  i"  que  le  cocificieiit  ).  soîl  de  même 


/-. 


signe  que  les  deux  rapports  '    >  ■'— i  et  a"  que  sa  valeur  nu- 
mérique soit  comprise  ciili-e  celles  de  ces  deux  rapports. 

ÎVous  avons  \u  (SIS)  que  les  expressions  des  deux  rap- 
pomî|,  ^sont 


i^^bC. 


-M-"'!»-)' 


286.  C/ia  DE  THOis  FOntTs  a,  a',  b.  —  Quand  le  point  b 
est  situé  sur  le  segment  an',  les  deux  points  rlieirliés  m, 
m'  sont  toujours  réels.  <^uand  le  point  h  est  situé  au  dehors 
de  ce  segment,  les  deux  points  <.',  f,  qui  le  divisent Larnio- 
niqiicmetil  et  ont  pour  milieu  le  point  /',  sont  réels,  cl  il 
faut,  pour  que  les  deux  points  cherchés  m,  m'  soient  réels, 
que  leur  point  milieu  fi  soit  au  dehors  du  segment  pf.  De 
sotte  que  la  question  sera  impossible,  si  le  point  p,  déter- 
miné parafera  |i,  tombe  entre  les  doux  pointse,/; 

On  exprime  ecite  condition  en  disant  que  le  segment  au 
est  compris  entre  les  deuxae,  af.W  est  clair  qu'alors  les 
trois  segments  sont  de  même  signe.  Ainsi  l'on  peut  dire 
que:  la  question  est  impossible  quand.  ^  étant  de  même 
signe  que  les  segments  ae,  «y,  sa  valeur  absolue  est  eom- 


A 
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ces  dcax  segments  sont    - 


— f 
aa 


=rr      'M). 


V.  ObserratioD  relttÎTe  aux  signes  des  segments  et  du  rapport  ) . 
—  Procédé  des  anciens  géomètres.  —  Question  de  maximum  ou 
minimum. 

287.  Nous  n'avons  fait  aucune  hypolhèsi»  sur  le  sîgni* 
de  la  constante  X,  qui  peut  être  positive  ou  négative  :  la 

position  du  point  /x  déterminé  par  la  relation  ^  =r  / ,  ou 

ua  =  7  X,  dépend  de  ce  signe  ;  par  conséquent  les  deux  solu- 
tions qui  conviennent  à  un  signe  sont  dillérentes  des  deux 
qui  conviennent  au  signe  contraire.  De  sorte  que  sî  le  signe 
de  X  n*cst  pas  déterminé  dans  l'énoncé  de  la  question ,  celle- 
ci  admettra  quatre  solutions. 

Quant  aux  signes  dei  segments  :  dans  le  cas  d(?  quatre 

points ,  ou  1  on  a  1  équation  t — -, — ;  =  ^'  i  le  sens  dans  le- 
quel oïl  comptera  les  segments  positifs  est  indiflércnt. 
même  quand  deux  |)oints  a,,  a'  ou  b^  h'  coïncident  en  un 
seul. 

Mais  pour  le  cas  de  trois  points),  exprimé  par  Téquation 

— j =  i ,  il  n'en  est  pas  de  même  :  on  doit  indiquer  dans 

quel  sens  se  compleront  les  s^mcnts  positifs;  et  si  ensuite 
on  veut  les  compter  dans  le  sens  contraire,  on  aura  deux 
nouvelles  solutions.  De  sorte  que  si  Ténoncé  de  la  question 
laisse  ce  sens  indéterminé,  on  doit  considérer  qu'il  y  a 
quatre  solutions.  Toutefois  ces  quatre  solutions  sont  les 
mêmes  que  les  quatre  dues  n  Tindétermination  du  signe 
de  la  constante.  Car,  si  un  point  m  satisfait  à  Féquation 

=  /,  dans  Thypothèsc  que  les  segments  positifs  sont 


am .  am' 
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«amples  A  ili-oile  et  que  la  ronatuute  est  positive ,  ce  ptiim 
ronvïcndra  encore,  si  l'on  compte  les  segments  posilifs  vers 
la  gauche,  cl  r[u'on  supjwse  la  coastanie  négaiîve. 

Ainsi ,  dans  les  deux  cas,  de  quatre  ou  de  trois  poîats, 
la  question  admet  généralement  quatre  solutions ,  quand  on 
ne  doniicde  sigues  ni  n  la  direction  des  segments,  ni  à  la 
constante. 

Les  Anciens  regardaient  la  constante  toujours  comme  po- 
sitive, et  ue  donnaient  pas  de  signes  aux  segments;  ce- 
pendant ils  ue  trouvaient,  généralement,  qu'une  solution. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  ils  auraient  dû  en  trou- 
ver deux  dans  le  casdequatri'  points,  el  quatre  dans  le  cas 
de  trois  points. 

Il  y  a  là  un  fait  mathêmatiqtie  qui  mérite  d'être  remar- 
qué et  que  Ion  en  recherche  la  cause.  C'est  que  les  An- 
ciens, qui  probablrment  s'étaient  aperçus  de  I.i  multipli- 
cité des  solutions,  et  qui  cependant  ne  pouvaient  pas  les 
comprendj-e  sous  un  principe  unique,  parce  que  la  notion 
des  «ignés  pour  exprimer  la  direction  des  segments  leur 
manquait,  iniroduiaaieni  dans  les  données  de  la  question 
nue  cniidilicin  qui  suppléait  ;i  1  iis.iye  dt^s  sip;nrs.  Ils  dési- 
gnaient, comme  condition  du  problème,  la  région  dans  la- 
quelle devait  se  trouver  le  point  cherché.  On  peut  s'assurer 
que  cette  condition  conduisait,  pour  une  même  valeur  nu- 
mérique de  la  constante,  aux  quatre  solutions  répondant 
aux  signes  ■+-  et  — ■  Mais  cet  examen,  qui  est  nécessaire 
pour  se  bien  rendre  compte  de  ce  qu'était  la  géométrie  des 
(jrecs,  el  des  difficultés  auxquelles  donnait  lieu  la  non- 
admission  des  quantités  négatives,  serait  ici  superflu. 

288.  Question  de  maximum  ou  minimum. — L'indica- 
lion  de  la  région  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point 
cherché  m ,  donne  lieu  à  une  question  de  maximum  ou  mi- 
nimum. 

En  cilel,   prenons  le  cas  de  quatre  poinis  exprimé  par 
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1%  ,  •  MA  •  ^i^  ^  1  1  1  Ê         ' 

équation     ,      =  A,  et  supposons  que  le  segment  ho  soit 

compris  entièrement  sur  aa\  et  qu'on  demande  que  le 
point  cherché  m  soit  situé  à  droite  du  segment  aa'  (fig-  32  ). 
Le  point  fA  sera ,  ou  à  gauche  du  point  a ,  ou  à  droite  du 

point  y.  Or  si  le  point  u  est  à  gauche  de  a,  le  rapport  ^ 

égal  à  X  est  toujours  <^  i ,  et  augmente  quand  fx  s^éloigne , 
jusqu'à  devenir  égal  à  Tunité  quand  [i.  est  à  Tiiifini.  Puis  si 
Ton  suppose  que  ^t.  revienne  de  l'înfîni  à  droite  du  point/*, 

le  rapport  ^  augmente  au  fur  et  à  mesure  que  [i  s^approche 

du  point  S-,  mais  [i  ne  peut  pas  franchir  le  point  f^  parce 
que,  en  deçà  de  y  sur  le  segment  ef^  il  donnerait  des  points 
m,  m' imaginaires,  Donc  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse 

donner  au  rapport  ^  ou  i,  est  celle  qui  fait  coïncider  ju 

avec  y,  et  celte  valeur  est 

/a  __  aa' 

7ê  ""  [ijah' .  a' b -^  ^blZ'Vy  ' 

Alors  le  point  cherché  m  est  situé  lui-même  en  j\ 

Mais  si  l'on  veut  que  le  point  ni  soit  sur  le  segment  bb\ 

le  point  jui  sera  à  droite  de  £ ,  et  le  rapport  ^  sera  minimum 

quand  fi  coïncidera  avec  e ,  auquel  cas  le  point  cherché  m 
se  trouvera  lui-même  en  e,  et  le  rapport  X  aura  pour  va- 
leur : 


eoL 


aa' 


e^'^[\lab'    a'b  —  s/ab.a'b'Y' 

Supposons  maintenant  que  le  segment  bb'  soit  situé  au 
delà  de  aa^  ifig'  33) ,  et  qu'on  demande  que  le  point  m  soit 
sur  l'un  des  deux  segments ,  sur  hb'  par  exemple.  Alors  le 

point  y.  sera  à  gauche  de  S.  Le  rapport  ^  diminue,  abs- 

'4 
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traction  faite  de  sou  ^igiit:  ^,  quand  u  s'éloigne  de  ë.  Or 
fi  ne  pt'Ut  pas  franchir  le  poiniy,  parce  (jiif  !»■  point  clier- 
chë  m  deviendrait  imaginaire;  doue  la  pluH  i;rande  valeur 
rpi'on  puisse  dûnner  au  rapport  i.  est  celle  qui  fait  eoi"!!- 
ridtrr  le  poînî  u  en    /'.  Cette  valeur  ma^iniunt  es! 

-fji-  — 


-^ab.a^yy 


b 


Si  l'nu  demande  que  le  point  nt  soîi  au  dehors  des  deux 
at^rnenifl  o«',  AA',  le  point  fi  sera  lui-mf-me  au  dehors  dti 
M^mi^nl  ac,  ot  te  rapport  X  pourra  avoir  une  vnlenr  quel- 
conque.   l)e  sorte  qu'il  n'y  a  pas  aloi-s   de   question    de 


289.  Ainsi  le  problènu-  tie  la  scctiort  déterminée  donne, 
lieu  k  trois  cas  de  maximum  <iu  mînimiun ,  quand  on  ia- 
diquo  dans  quelle  région ,  par  rapport  aux  deux  segtncnis 
art'  et  l>i>' .  doit  ae  trouver  le  point  cherché. 

Ces  questions  d'impossibilité  et  de  limite  ne  nous  ont  of- 
fert aucune  difficulté,  parce  que  nous  y  avons  înlnxiuît  la 
niiliiin  du  poim  u,  inllicn  .les  drii\  |mliits  ihinlies  m.  m'. 


et  celle  de  lexpression 

déterminer  immédiaien: 
Mais,  à  défaut  de 

nant  diroeicmeni  sui 

de  la  cunstaui 
U  posiiion  du 
miim  ou  mini 
fort  bien  réso 
déteiniiné  les 

evpi'essiiiiis  dci 
données. 


égale  au   rapport   '/. ,  qui   sert  à 

Il  le  point  |U. 
.■  moyen  de  siilution,  c  est  eu  raison- 

nl  SUI'  Pexpression  plus  compliquée  -- — '-p- 

:  /,  quoi»  a  dû  cbercber,  dans  chaque  cas, 
point  m,  ses  limites,  et  les  valeurs  maiii- 
uium  de  i.  Ces  questions  dillicilcs  ont  été 
lues  par  Apollonius,  qui  a  non -seulement 
points  limites  r .  f.  m.iis  est   parvenu  aux 

lappoils     ,-^  ^.  K-lIrs  que   fk.us  les  a^ous 


A. 
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La  l'echerchcde  ces  expressions  oHrait  surtout  de  grandes 
difficultés  qui  ont  exigé  toutes  les  ressources  du  géomètre. 
Car  Apollonius  ne  connaissant  pas  les  différentes  relations 
analytiques  de  Tinvolution  dont  nous  avons  fait  usage,  c'est 
au  moyen  de  figures,  et  par  des  considérations  de  pure  géo- 
métrie, différentes  dans  les  trois  cas,  qu'il  est  parvenu  à  la 
détermination  des  valeurs  en  question  (*).  Ce  sont  ses 
propres  solutions,  conservées  par  Pappus,  que  les  géo- 
mètres modernes  ont  reproduites. 

On  peut  voir,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  ce 
problème  de  la  section  détenninéc  était,  dans  la  géométrie 
ancienne,  et  est  resté  jusqu'ici  une  question  fort  compli- 
quée, résolue  longuement  et  péniblement.  11  faut  se  livrer 
à  une  étude  approfondie  des  lemmes  de  Pappus  qui  s'y 
rapportent  et  de  l'ouvrage  de  R .  Simson ,  pour  bien  con- 
naître et  apprécier  ses  difficultés  et  la  marche  suivie  par 
Apollonius  dans  les  83  propositions  dont  son  ouvrage  se 
composait. 

(*)  Les  trois  questions  de  maximum  on  minimum,  dans  Pordrc  dans 
lequel  nous  les  avons  trnilros,  font  le  sujol  des  proposilioiis  G^ .  Tu  et  (Kl 
du  sopiième  livre  de  l'appus,  et  05,  69,  Gî  de  R.  Simson. 

Dans  les  deux  prnDiors  cas,  les  valenr^  maximum  ou  minimum  du  rap- 
port /,  Irouvées  par  Apollonius ,  sont  r<'Iles  que  nous  avons  données;  et 
c''est  pardes  i>ropriéles  du  cercle,  difterciiles  <lans  les  deux  cas ,  que  r:iuteur 
y  est  parvenu.  Mais  dans  le  troisième  <:as,  qui  forme  le  second  du  f,oo~ 
mètre  (yrec,  ss  mêtho<Ie  est  encore  différeuie;  il  )  ««mploie  une  fif;ure  com- 
posée de  trianffles  et  assez  compliquée,  ri  IVxpre>sion  du  rapport  maxi- 
mum diflFère  «les  premières;  elle  est 

(  }/nh'    a' h  -I-  ^ah.a'li'Y 

l)n  vérifie  sans  difficulté  que  cette  expression  est  itienlique  à  la  nôtre,  eu 
vertu  de  la  relation  au  bh' -— ah . n' h' -  oW  .a  b  entre  les  quatre  points 
«,«',  h,  b'. 

J.  Leslie ,  epii  a  consacré  huit  proposition-^  :i  ce  pndiléme  .  n''a  traité  qu'un 
des  trois  cas  tie  limites  ou  d  impossibilité  i  celui  <)ui  fait  le  sujet  de  la  pro- 
position (il  de  l*appus  <'t  r>y  de  Simsou  ;  sans  laisser  entrevoir  au  lecteur  Jes 
autres  cas   ^Voii  Gtunuttical  Anah  ù%.  Kdinburgh,  1821,  in-8*^,  p   (iy-îSB  ) 

.4. 
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CHAPITRE  XV. 


QUESTION»   DONT  1.1 

DES    l'OIJVTS    nOLBLES   Dl 

tvv.  im:  même  droite. 


i  LÀ  CÛSSTBVCTIO» 

S  auMOiinAPiiiQUES 


L 


^  I.  —  Exposé  tfti  la  méfhorie. 

290.  Il  existe  un  grand  uotobre  de  questions  qu'on  peut  j 
rnmener  à  la  i^nslruction  des  pomls  doubles  de  dvu\  divi- 
sions homographiques  :  de  sorlv  qnr  ci.'fi  questions,  qui ,  en 
analyse,  dépendent  d'équations  du  seeond  di-gre  ou  d'ëqua- 
lioD»  de  dt'gr^  supérieur  qui  se  ramènent  au  second,  se  ré- 
solvait toutes  par  une  construction  unirorine ,  quoicju  elles 
puissent  n'avoir  en  appnrence  nneun  lien  de  similitude; 
et  cette  construction  est  toujours  trés-sîtnple ,  mëmedanc 
le  cas  où ,  par  les  méthodes  ordinaires,  on  éprouverait  des 

raciues  qu'on  ne  pourrait  éviter  dans  la  mise  en  équation 
du  problème. 

Los  deux  divisions  homogiaphiques,  dans  chaque  ques- 
tion, sont  (léterrainces  par  irois  couples  de  points  corres- 
pondants. Les  deux  points  de  chaque  couple  sont  douoés 
par  une  sorte  de  construction  d'essai,  qui  n'est  la  bonne 
que  quand  les  deux  points  qu'elle  délermine  se  trouvent 
coïncidents.  Celte  méthode  a  de  ranalogi<^  avec  les  règles 
Ae.  fausse  position  en  arithmétique,  et  cette  analogie  est 
réelle;  car,  quoique  fondée  sur  une  construction  géomé- 
trique, la  méthode  s'applique  .i  la  résolution  d'nn  sys- 
tème d'équations  du  second  ou  du  premier  degré  :  et .  pour 
celles-ci,  la  construction,   traduite  en  analvse.  donne  les 


X 
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mêmes  expressions  des  racines ,  que  les  règles  àc  fausse  posi- 
tion que  l'on  connaît  ('*'). 

A  raison  de  la  diversité  et  de  Té  tendue  de  ses  applica- 
tions, cette  méthode  peut  mériter  ici  une  attention  particu- 
lière; car  ce  qui  manque  en  géométrie,  ce  sont  des  mé- 
thodes générales  et  uniformes,  propres,  chacune,  à  un 
grand  nombre  de  questions,  comme  il  en  existe  en  analyse. 

La  méthode  dont  il  s'agit  satisfait  complètement  à  cette 
condition. 

Au  nombre  des  questions  auxquelles  elle  s'applique,  se 
trouvent,  parmi  les  plus  faciles,  celles  qui  ont  fait  le  sujet 
des  trois  ouvrages  d*Apollonius,  intitulés  :  de  la  Section  de 
raison^  de  la  Section  de  V espace,  et  de  la  Section  dètcr-^ 
minée.  Chacune  de  ces  questions  exigeait  un  grand  nombre 
de  propasitions.  Pappus  rapporte  qu'il  s'en  trouvait  dans 
le  livre  de  la  Section  de  raison  181^  dans  celui  de  la  Sec- 
tion de  V espace  124,  et  dans  celui  de  la  Section  détermi- 
née 83.  C'est  que  la  solution  ne  se  faisait  jamais  directe- 
ment pour  le  cas  le  plus  général  de  la  question  •,  on  procédait 
par  cas  particuliers,  en  s'clovant  des  plus  simples  à  de  plus 
composés;  la  solution  de  chaipie  cas  reposait  toujours  sur 
la  solution  des  cas  précédents.  Outre  cela,  chaque  problème 
donnait  lieu  à  autant  de  questions  différentes  qu^il  y  avait 
de  variétés  dans  les  positions  relatives  des  diverses  parties 
de  la  figure.  Dans  les  deux  siècles  derniers ,  où  ces  pro- 
blèmes ont  occupé  d'éminents  géomètres  dont  plusieurs  ont 
cherché  à  rétablir  les  trois  ouvrages  d'Apollonius,  c'est 
cette  marche  longue  et  pénible  qu'ils  ont  encore  suivie; 
et,  bien  qu'ils  aient  cherché  à  renfermer  la  solution  de  cha- 
cun de  ces  problèmes  dans  le  plus  petit  nombre  possible  de 
propositions,  il  en  a  toujours  fallu  plusieurs  pour  s'élever 


(•)  On  sait  que  celle  mcihoilo  ileb, /a ussr s  positions  oat  fori  ancienne.  Elle 
notit  est  venue  des  Arabes,  qui  la  tenaient  des  Indiens. 

•4* 
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lies  cas  parrictilit-rs  »  la  c[ui.>filîoii  gt'-iii-rali-.  Aitisi ,  J.  I.fslii:, 
ilans  son  Analyse  gêonictriqiw,  consarir  à  la  S(,*rtion  de  rai- 
son i|uatn.-  iimposiliniift  (prop.  i-4  ■!"  sc^'ond  livre),  à  la 
Section  de  l'papace  six  (prop.  5-io).ct  à  la  Section  tl^lrrmï- 
née  huit  (prop.  11-18);  ce  qui  fait  dÎK^iiiit  propositions, 
tandis  qiu'  par  notre  méthode  une  solution  unique  snflit 
pour  Ica  trois  questions  considén^s  dans  leur  énoncé  le 
plu«  géui^rBl. 

La  seconde  solution  (]ue  nous  avons  donni^'e  du  pi-oblimc 
de  la  Section  ilè'vrminée  (283),  est  fondée  snr  cette  m^ 
thode ,  Lt  pourrait  suffire  pour  en  montrer  lea  usages.  Maïs 
nous  alloua  en  présenter  diverses  aiilres  applications,  en 
rhoïsissnnt  principalement  les  questions  qui ,  sous  des  énon- 
eésgénéraox,  comportent  un  Rrand  nombre  de  rorollaire» 
et  (le  ipienlions  particulières. 

§  II.  —  QHP.tfionf  où  l'on  ronsiJèrp  dviix  tiivisiona  homv 
grtiphitjiœs  sur  Hoiix  droites. — Prohfèmct  tie  ta  Sfctton 
lie  raison  et  tie  la  Section  fie  l'csfmce. 

Î9l,  Deux  divisions  hnmograi)liiqin.'s  siii  deux  dii.iies  donnent 
lieu  à  deux  (genres  de  ([ucsiions  diffcrentrs  :  d.ins  iis  unes  on  se 
proposera  de  déterminer  detix  points  lioiiioli>{;iies  satisfaisant  >'i 
certaines  conditions:  cl  dans  les  antres,  de  déterminer  déni  ser- 
ments homologues  saii$r.iisant  anssi  ^'1  des  ciindiiions  données. 

Ces  ipiestions  [jouveni  se  présenter  sous  des  Tormes  iiès-di- 
ïerses;  nous  n'en  donnerons  ici  que  quelques  exemples,  le  inmie 
de  solution  étanl  tonjoin's  le  même. 

I. 

«911.  Hiaril  -/.,«««..  .«-  ,l,„x  ,lrM,-s  A[.,  III.'  ilri,.,  ili-'^nn.^ 
/ioinogni/iAii/Uf\,  "ii  ilimaiide  ih-  minir,  par  ilriix  poiim  floiini-< 
P,  P',  </<'•  iln/ilfi  nbnuti.tiiiiir  ïi  ilciijc  p'iints  liomnl/igiia  il,  a'  du 
deux  divhioiis,  nfaisiial  riltn-  clin  un  iiiigir  df  grnnilriii-  ilonnri-. 

On  prendra  .nrbiiraircment  le  )(oint  11  {fig.  34  )  sur  la  premiri-c 
droite  Al. ,  et  l'on  déterminera  sur  la  seconde  RI.'  le  ]iiiint  liomo- 


X 
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logue  a'  de  la  seconde  division  ;  puis  on  mènera  la  droite  P'  a\  et , 
par  le  point  P,  une  droite  faisant  avec  Va'  un  angle  égal  à  Tangle 
donné;  cette  droite  rencontrera  AL  en  un  point  t! .  Les  deux 
points  a  et  a'  formeront  deux  divisions  horaographiques.  En  eiTet , 
les  deux  rayons  P'a'  et  Pa',  qui  font  entre  eux  un  angle  de  gran- 
deur constante,  forment  deux  faisceaux  homographiques(  14^), 
et  par  conséquent  leurs  traces  a!  et  a'  sur  les  deux  droites  EL'  et 
AL  y  respectivement,  forment  deux  divisions  homograpliiques; 
mais  a*  et  a  forment  aussi  deux  divisions  homographiques  par 
hypothèse;  donc  les  deux  points  a  et  y!  forment  deux  divisions 
homographiques  (280).  Et  il  est  évident  que  chacun  des  deux 
points  doubles  de  ces  divisions  fournit  une  solution  de  la  question. 
Comme  on  peut  mener  par  le  point  P  deux  droites  faisant  avec 
Va'  un  angle  égal  à  un  angle  donné,  sauf  le  cas  où  c«t  angle  est 
droit,  la  question  aura,  en  général ,  quatre  solutions,  et  deux  seu- 
lement quand  Fangle  donné  sera  droit. 

S9S.  Trois  couples  de  points  tels  que  ^i  et  a'  suffiront  pour 
déterminer  les  deux  points  doubles  cherchés.  Or  quand  on  prend 
sur  la  droite  AL  un  point  a  et  qu'on  détermine  le  point  a!  con- 
formément à  rhypothèse,  et  le  rayon  Pa'  iàisant  avec  Va' 
Tangle  donné,  on  peut  considérer  qu^on  fait  une  construction 
rT essai  ({MX  réussirait  si  le  rayon  Pa'  coïncidait  avec  Pa,  mais  qui 
donne,  en  général,  une  erreur  marquée  par  le  segment  a  cl' y  qui 
devrait  être  nul;  et  c'est  au  moyen  de  trois  erreurs  semblables 
données  par  trois  constructions  d'essai  quelconques,  que  Ton  ré- 
sout la  question.  Il  y  a  donc  une  certaine  analogie ,  comme  nous 
Tarons  dit,  entre  cette  méthode  générale  et  les  règles  arithmé- 
tiques Aq  fausse  position . 

Mais  on  conçoit  qu'ici  Ton  devra  faire  choix  des  <lonnées  parti- 
culières qui  sont  propres  à  simplifier  extrêmement ,  comme  nous 
l'avons  vu  (  154  ) ,  la  construction  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques,  construction  qui  constitue  la  solution 
générale  du  problème. 

894.  On  {>eut  donner  à  la  ({ueslion  un  énoncé  plus  étendu,  en 
df.*niandant  (jue  les  deux  droites  menées  par  les  deux  points  fixes , 
au  lieu  de  faire  entre  elles  simpleuient  un  angle  de  (;randeur  cou- 
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stitnle,  soient  deux  ra;i.>ns  tioniologues  de  ileiiï  Tiiisceauii  liomo- 

^rapKiiiun  doDni-ti. 

S9B-  Le  problëKif ,  niOiiiL-  ntliiii  ^i  l'énoucc  sous  lequel  nou» 
favons  considéré,  est  susceptible  d'un  grand  nombre  d'applica- 
tions, tant  à  cause  des  dilTéreiiies  manières  de  fornter,  gêomciri- 
({ueineni  ou  par  des  «xpressions  analytiques,  les  deux  divisions 
homographiques  sur  les  droites  AL ,  BL',  qu'à  raison  des  cas  par- 
ticuliers uuxfiuels  il  donne  lieu  ;  car  on  peut  supposer  que  les  detia 
points  fixes  P,  P'  se  eonTondent  en  un  seul  ;  que  l'angle  donné  soii 
nul ,  cl  que  les  deux  divisions  hoiuographiques  soient  fornié^  sur 
une  même  droite. 

Il  est  inutile  d'examiner  ici  les  nombreuses  questions  qui 
naissent  de  ces  diverses  hypothèses.  Touteroîs  il  en  est  trois  qui 
méritunt  d'être  distinguées  ;  ce  sont  celles  de  la  Section  tir  raison . 
de  la  Section  de  l'espace  et  do  la  Seninn  déterminée.  Les  deux  pre- 
mières se  présentent  naturellement  comme  cas  particuliers  de  la 
question  générale ,  si  l'on  y  suppose  les  den»  pôles  P,  P'  coïnci- 
dents en  un  même  point ,  el  l'angle  donne  nul.  Pour  la  troisième 
il  faut  supposer,  en  outre,  que  les  deux  divisions  homc^aphiques 
soient  formées  sur  une  même  droite.  Mais  la  solution  étant  pré- 
cisément la  seconde  des  deux  que  nous  avons  données  précédem- 
ment, en  traitant  directement  la  question,  nous  n'aurons  pas  ï  y 
revenir  ici. 

496.  Etant  données  deux  droites  AL ,  BL',  on  demande  de  me- 
ner par  un  point  f  une  transversale  qui  Jhrme  sur  ces  deii.r  droites, 
il  partir  de  dcH.r  points  fixes  A,  B,  dcnx  si-^meiils  \a ,  Bn'  i/iri 
soient  entre,  eux  dans  une  raison  donnée  1. 

Concevons  sur  les  deux  dmilest^g.  î5)  deux  points  variables 
a ,  a'  liés  entre  eux  par  la  relation 


ils  lurmeront  ili'ux  ilivi^ionn  lioniograpluqui 
question  sera  de  mener  par  le  point  p  une   II 
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contre  les  deoic  droites  en  deux  jioints  homologues  de  ces  divi- 

sions.  Ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  question  générale^ (S91fi). 

Nous  dirons  donc  que,  le  point  a  étant  pris  arbitrairement  sur 

la  droite  AL,  et  le  point  a'  déterminé  par  la  relation  -—  =  X,  si 

ron  mène  le  rayon  ^a!  qui  rencontre  la  droite  AL  en  un  point  a', 
ce  point  et  le  premier  a  formeront  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  fourniront  les  deux  solutions  de  la  ques- 
tion. 

D*après  cela,  voici  comment  on  construira  ces  points  en  se  ser- 
vant des  points  I  et  J'  qui  dans  les  deux  divisions  correspondent  ù 
rinfini(IM). 

Pour  le  point  I  (position  de  a  quand  a'  est  à  Finfini),  on  mènera 
par  le  point  p  (Jig.  36)  la  parallèle  à  AL ,  laquelle  rencontrera  BL' 

AI 

en  r,  et  Ton  prendra  — -^  =  a.  Le  point  J'  (position  de  a'  quand  a 

BI 

est  à  rinfini  )  se  détermine  immédiatement  par  la  droite  p  J'  pa- 
rallèle à  BL\  Soit  O  le  milieu  du  segment  IJ';  il  faut  considérer 
ce  point  comme  une  position  du  point  a  et  chercher  la  position 
correspondante  de  od .  Pour  cela ,  on  déterminera  sur  BL'  le  point 

AO 
û'  par  la  relation     -- ,  =  a;  et  Ton  mènera  la  droite  pn'  qui  ren- 

Bil 

contre  AL  en  0'. 

Enfin  on  prendra,  de  pari  et  d'autre  du  point  O,  les  points  e,  f 

déterminés  par  la  rclaiion 


Les  deux  droites  p<?,  oy  satisferont  à  la  question;  c'est-à-dire 
qu'elles  rencontreront  la  droite  EL'  en  deux  points  c\f'  tels,  que 
Ton  aura 

Ar  A/        . 

297.     ObSERVATI(»N  RELATIVE    AUX  SIGNES    DES  SEGMENTS.    Pour 

faire  r.sa^^e  de  la  rrlalion  -,  :=  >. ,  il  faut  donner  dos  signes  aux 
segments  romptos  sur  les  deux  droites  à  partir  des  deux  points 
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lixcs  A  el  li;  rarautrvmciit,  h  un  ptiinl  n  curresjiondruitMil  <k-ii\ 
poiubt  a'  silués  de  part  et  d'aiilrc  tic  lorigiiie  B.  De  soiie  i[in^  si 
le  Mms  des  segments  n'csl  pus  preurrit,  le  problème,  au  lien  de 
dea\  soiiiijons,  en  adineltra  ([iialre.  T.es  Anciens  stippif'-aient  à  (-el 
usogr  des  si(;nes  en  indiqnani  <le  ([ueU  eûtes  devaient  »e  trouver  les 
poitiu  clicrrhés ,  ainsi  que  nons  l'nvoQs  dit  au  sujet  du  problème 
delà  sertinn  détcrminèe(llBT). 

lU.  l'rablAïKu  d«  la  Seolion  Je  V-rspif,. 

MB.  Klant  donnât  deu-z  dreiKt  AL ,  BI.'  sur  /csi/iie/lcs  sont 
itnux polnti  fixi'i  K  ft  D,  ait  demanda  de  menirpar  un  point  p  une 
transpenale  qui  /orme  tw  les  deii.r.  dnùtei  deux  irgmeuti  &a,  B  «' 
dont  le  f/nulail  ait  une  valeur  donnée  ». 

Si  l'nn  prend  «iir  lot  doux  droil«s  (Ji^.  3";  )  deux  putnb  a,  <i' 
iiBlisrdi»ant  11  la  relation 


rct  point»  fonneiit  d«nx  divisions  ))oaiugr3plii(|ues(  lïl  );  c\  il 
«'agit  de  mener  par  le  point  p  une  droite  passant  par  àv\t\  points 
ii(»tuulu|;ue*  d«»  deux  dlvûiuus. 

La  ilroito  pa'  rencontre  AL  en  >',  et  les  deux  points  a,  a' 
Foritienl  deux  divisions  hoiMOi;raphi({urs  dont  les  points  doubles 
fournisM'nt  les  solutions  di'  ta  (juestiun. 

1.U  droitt'  p  11  maripie  sur  AL  le  puitU  J'.  Putir  le  point  I ,  un 
nièni'pr  piu'.dlèli'  rt  AL,  qui  marque  sur  BL'  le  point  I',  et  l'on 
di'tt-ruiint-le  puiiit  1  par  la  rel.ition  Al .  BI'  =  >.  On  prend  k-  milieu 
O du  sf-tmeni  IJ',  «•  i  sur  RL'  le  point  il'  déterminé  par  AO .  Un'  =  v; 
h  droite  Qii'  maiipic  sur  AI.  te  point  O'.  Kniin.  on  prend  ,  de  part 
et  d'autiv  du  point  O  , 

ll,=  0/  =  vlJo"   OJ' 


1..-! 


^>lvi'iit  la  <piestiim 


nTlt.  !.■  nrobltriiv 


>  X 
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dm'tet  hei  U  {ûg,  38)y  déterminer  dctix  segments  homologues 
f  «i  soient  vus  de  deux  points  donnés,  sons  des  angles  donnés. 

Soient  a,  a'  et  b^  b'  deux  couples  de  points  homologues  des 
deox  divisions  ;  il  faut  déterminer  ces  quatre  points  de  manièn* 
que  les  deux  segments  au  et  a'  b^  soient  vus,  res|)ectivement ,  de 
deux  points  P,  P'  sous  des  angles  donnés  ^  et  4«'.  Concevons 
qu'ajant  pris  un  point  a  sur  la  droite  L ,  on  forme  Pangle aPb égal 
ii^,et  soient  a'^  6'  les  deux  |>oints  de  la  seconde  division  qui  cor- 
respondent aux  deux  a,  ^  de  la  première.  Que  Ton  forme  l'angle 
ff'P'6'  égal  à  4»',  et  que  Ton  fasse  glisser  le  point  a  sur   la  droite 
L;  les  deux  points  b*,  6'  formeront  deux  divisions  homograplii- 
ques  dont  les  points  doubles  détermineront,  évidemment,  deux 
solutions  de  la  question. 

L*angle  fl'P'€'  peut  être  formé  à  droite  ou  à  gauche  de  P'/i',  ce 
qui  donne  deux  systèmes  différents  de  solutions;  en  tout  quatre 
solutions,  lesquelles  se  réduisent  à  deux  quand  Tungle  ^'  est  droit. 
On  peut  aussi  former  Tangle  n]?  b  ii  droite  ou  h  gauche  de  Va  ; 
mais  les  quatre  solutions  relatives  à  la  seconde  manière  sont  les 
mêmes  que  les  premières.  Car  en  changeant  les  lettres  des  deuv 
côtés  de  chacun  des  angles  /i  P/> ,  a'V  1/  dans  chacune  des  quatre 
solutions,  c'est-à-dire  en  donnant  la  lettre  a  au  côté  P^  et  la  lettre 
b  au  eùlé  Pa  ,  et  de  même  pour  l'angle  a'  P'  //,  on  aura  les  quatre 
nouvelles  solutions,  qui,  par  conséquent,  seront  les  mêmes  que 
les  premières. 

300.  On  peut  demander  que  les  deux  segments  ab^  a' b'  soient 
de  longueurs  données;  la  solution  dérive  des  mêmes  consid**- 
rations. 

§111. —  Questions   oti   Von   considère   deux  systèines   de 

deux  di\'isions  honiograp/iif/ues. 

301.  Étant  données  deux  divisions  homogra/dufjucs  sur  deux  dff>i- 
tes  AL,  A'L',  et  deux  autres  divisions  liomo^rnphiques  sur  deux 
autres  droites  BM  ,  B'  M',  on  demande  de  mener  par  un  point  donné 
P,  deux  transversales  qui  reneontient  les  deux  premières  droites  y 
respectivement,  en  deux  points  de  division  homologues ,  et  les  deux 
autres  droites  y  pareillement  en  deux  points  de  division  homologues . 


lauTft  DR  r.û>NF.TiiiF_  surtuccwt. 

ammê  *  rt  *■  ;>J-  3;»)  dnri  p..ma  fc  laaiwgwu  des  •k«ft  rfi- 

*B»NB>  uM-  In  druilr*  AL,  4'L';  i^'on  ww  b  ilnilF  Pm  qvi 
•rwuotrr  U  tlinih-  BM  rn  A.  rt  fott  £*  le  ponM  hawokipie  Mtr 
»V  l^  Jntih-  Pi'  nmmntrr  la  tlnnie  A'L'  m  bb  poini  s*. 
Niil  ai*cini-nl  igno  k«  lieax  pomH  «*.  a'  foriDral  tlnn 
k  hunuicnpliiqun  iliiiu   bs  [luinu  doablrs  inolvntt  b 


QUI,  (tu  prui  in|ipo»ur  qur  In  Jmx  dmitn  AL.  A'  L'  rvin- 
iftllBHi  viMtriubk,  aitni  <iuc  les  dru <  BV.  B' H'.  Alors  on  nn 
thiw\(il<ii>i<>n*l)"n)n(;raphiquninr  une  m'oie  drohc  AL,  etdeai 
tiMrt*itl<'ni<>ltii  liumOfr>|ilriqtit:4Mir  nnrsmmile  dniite  BM. 

IV<  ilnut  ilruitrs  Al.,  BM  pcutral  mfftw  sr  ooofoodre  en  une 
m>tkt%  tir  «iirh!  iid'un  aiira  deux  spinues  dr  dntx  dîvbâoas  lie 
Wl||t*idt)>|iic*  «ur  '•>v  ni^e  dmîti-,  rt  la  i]ti«sDoa  sera  de  dr- 
fcllflilirf  itrii*  pcnnts  (|ui  toirni  iM>iiio)a(;iio  à  la  fois  dai»  In 
^it\  ^miétv*  diviftioR»  vi  dans  t<a  deux  antres. 

V4*  liunlioim  «uni  «uïceptibln  d'a[i|»lic4l>on3  riv^^livenn 
Hum  vn  tnimeifmnt  une  «eult-. 

MU.  tlM"!  't"'""'f  df'^  dmlfei  AL,  BH,  mi  dimaade  île 
HfHyr  tutt  an  futint  V  deux  trattst-rtaUi  fai  îittcrrrpmt  tnr  Irt 
lA  H  t  liinHfà,  ileu-x  ii-gmfnli  de  /o/igitrurs  données  À  rt  p. 

b  |ircinicrt-  (Iroiti-  un  sejjmint  aa'  éjtal  à  1,  el 
user  |n>iir  lut  donntr  dirrtreules  positions,  I« 
'  fiiniitriTil  dent  ilivisions  liamo^raphiqnes ;  et 
mnit  ////'  rgal  ù  ft  sur  lu  secondi;  droite,  di-tt-r- 
itis  lioni<>^ra[ihi([iie3.   De  sorte  <]ue  le  problème 


l  *.«!.' 


.  (.<- 


'.Itt      A.<    )i'- 


ndcr   (lue  les  deux  segtner 


leni,  sous  des  angles  donnt 


,L,  L'((ig.4o),  o/.. 


ii'iil  un  jioint  (I  sur  la  pre 
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L, et  qu'on  forme  sur  les  deux  rayons  Pa ,  P^/i  les  deux  angles 
«Ptf'y  a 9' a"  égaux,  respectivement,  aux  deux  angles  donnés 
il,  q!;  leurs  seconds  côtés  rencontreront  la  droite  L'  en  deux 
points  a',  a".  Quand  le  point  a  glissera  sur  la  droite  L,  ces  deux 
points  formeront  deux  divisions  homographiqnes ,  et  chacun  des 
deox  points  doubles  de  ces  divisions  donnera  une  solution  de  la 
question. 

Si  le  sens  dans  lequel  on  doit  former  les  deux  angles  £ï ,  iV  sur 
les  rayons  Pa,  Va  n*est  pas  indiqué,  la  question  admettra  huit 
solutions. 

506.  Cas  particuliers.  —  I.  L\in  des  angles  peut  être  nul  ;  alors 
on  demande  de  placer  entre  deux  droites  une  corde  passant  par 
un  point  donné,  et  qui  soit  vue  d'un  autre  point  sous  un  angle 
donné. 

n.  Au  lieu  de  demander  que  la  corde  aa^  soit  vue  du  point  P 
sons  un  angle  n ,  on  peut  demander  que  sa  projection  sur  un  axe 
soit  de  grandeur  donnée.  Et  de  même  à  l'égard  de  Tangle  n'. 

Les  deux  droites  peuvent  coïncider.  Alors  on  résout  les  ques- 
tions suivantes  : 

m.  Déterminvr  sur  une  droite  un  srgmcnt  qui  soit  vu  fie  deux 
points  donnés  sous  des  angles  donnés. 

IV.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  de  longueur  donnée , 
qui  soit  vu  d'un  point  donné  sons  un  angle  donné. 

Toutes  ces  questions  se  résolvent  par  une  même  construction 
toujours  très- si  ni  pie. 

307.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  {Jrg  40  ^^^  rectangle 
mnp<]  égal ,  en  surface ,  à  un  carré  donné. 

Qu'on  mène  mr  parallèle  à  AB,  on  forme  le  parallélogramme 
innAr  équivalent  au  rectangle  mnpq^  ou  au  carré  donné.  Nous 
supposerons  donc  que  c'est  ce  parallélogramme  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Concevons  un  autre  parallélogramme  M/i'A/de  même  sur- 
face ;  ses  deux  côtés  M/?',  M/  rencontrent  le  côté  BC  du  triangle 
en  deux  points/?,  a'  qui  formeront  deux  divisions  homographiques 
quand  on  fera  varier  ce  parallélogramme.  En  effet,  puisqu'il  a 
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Uiujdiir»  mi>mi.-siiriiicc,  on» 

An'    A  r' ^  const  =;  ï. 

Donr  les  lieux  points  n' et  r"  funnent,  siir  les  deux  côtes  AB,  AC, 
deux  divisions  liomugruphitjucs  (  ISI  ).  Or  les  points  n'  et  a  far- 
inent deux  divisions  liomograpbîcjues,  ainsi  que  les  points  r'  et  a'. 
Donc  les  deux  points  a  i-I  a'  forment  deux  divisions  honiogra- 
pliiqufs(380).  Il  est  évident  que  le  point  cherché  m  est  un  point 
■loulile  lie  ces  deux  divisions.  D'après  cela ,  on  déterminera  les 
deux  points  m  qui  satbfont  h  la  question  ,  de  la  manière  suivante  : 
Les  deux  points  1  et  J'  des  deux  divisions  seront  en  R  et  C.  Par  le 
milieu  0  de  fiC,  on  mènera  On'  parallèle  h  AB;  on  prendra  le 
point  r"  déterminé  par  la  relation  An",  Ar"=  >.  L.i  parallèle 
il  AC,  nieuée  par  r",  déterminera  sur  BC  le  point  O'.  On  prendra 
Oni  ^  v'OO'.  OJ'.  Le  point  m  sera  le  soinini;!  du  parullclograinnie 
drmandé.  Il  existera  au-dessous  du  point  0  un  second  point  m 
ijni  sera  le  sommet  d'un  second  parallélugramme  satisfaisant  éga- 
lement/■  lu  question. 

308.  Êioiir  tttinné  un  polygonr  île  a  côt^n  et  n  painlt  piaeéi 
arbitrairement,  on  demande  d'inKrire  dan»  le liitfy^twe itu autre 
pnlygone  tloni  lea  n  rAt-s  paitrnt  par  ces  n  pninlt. 

Soit  ABCDE(/°.  42)  le  polysionc  donné,  el  P,Q,  R,S,T  les 
points  par  lesquels  doivent  passer  les  entés  consécutifs  du  [polygone 

cherché  abc 

Nous  allons  déterminer  le  sommet  a  du  polygone  demandé ,  qui 

se  trouve  sur  le  côté  AE. 

Qu'on  prenne  arbitrairement  sur  AE  un  point  Cl,  et  qu'en  me- 
nant aPqui   rencontre  AB  en   b,  puis 

en  c.  etc. ,  on  forme  ainsi  un  polygone 

dernier  coté  Te  rencontre  le  côté  AE  en  n 

Ces  deux  |>oints  a,  a'  forment, 

mographiques  dont  les  points  doubles  seroi 

polygones  satisfaisant  à  la  question. 

Hemarqiir,  —  Onpe^tdi^e<]lu^lcpolygoI 

inscrit  au  polygone  donné  ABCDE,  et  cii 

polygone  PQRST  du  même  nombre  de  cûié 


éQ  qui 

encmtre  BC 

d'essid  ah 

'.  .  .,  dont  le 

point  a' différent  dcn. 

ni,  deux 

divisions  ho- 

nt  les  som 

n.ts  de  deux 

equelo 

construit  est 

J    un   second 
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309.  Etant  donnés  trois  points  p,  P,  Q  (  fig.  43  )  rf/  deux  droites 
L,  L',  on  demande  de  faire  passer  par  les  trois  points  les  côtés  d'un 
triangle  ABC  qui  ait  ses  deux  sommets  A ,  B  sur  les  droites  L ,  L' 
et  dont  l'angle  en  C  soit  égal  à  un  angle  donné. 

Soit  menée  par  le  |>oint  p  une  droite  rencontrant  les  deux  L ,  L' 
en  a  et  b\  qu^on  mène  P^ ,  puis  (^a'  faisant  avec  P^  l'angle  c  égal 
à  l'angle  donné.  Les  deux  points  a  et  a'  formeront  deux  divi- 
sions homographiques  dont  chacun  des  points  doubles  sera  une 
solution  de  la  question. 

310.  On  résoudra  de  même  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  n  points  quelconques  et  [n  —  i  )  droites  aussi  quel- 
conques ,  on  demande  déformer  un  polygone  de  n  c&tés ,  tel^  que 
ses  côtés  passent  par  les  n  points ,  que  ses  sommets ,  moins  un , 
soient  situés  sur  les{n  —  i )  droites ,  et  que  l'angle  au  dernier  som^ 
met  soit  de  grandeur  donnée. 

Ce  problème  comprend  le  suivant  : 

Un  rayon  de  lumière  partant  d'un  point  fixe  et  se  réfléchissant 
successivement  sur  plusieurs  droites ,  déterminer  la  direction  que 
doit  prendre  le  rayon  initial  pour  que  le  dernier  rayon  réfléchi  le 
coupe  sous  un  angle  donné. 

511.  Obsen'fitions.  —  Dans  les  questions  précédentes  nous 
avons  toujours  considéré  des  divisions  homographiques;  mais  on 
conçoit  qu'on  pourrait  aussi  ramener  les  questions  à  la  considéra- 
tion de  faisceaux  homographiques,  soit  dans  leur  énoncé,  soit 
dans  feur  solution  ,  laquelle  dépendrait  alors  de  la  recherche  des 
rayons  doublas  de  deux  faisceaux  ayant  le  même  centre.  Il  est 
inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  genre  de  questions.  La  mé- 
thode sera  toujours  la  même. 

Le  petit  nombre  de  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre 
par  celte  méthode  générale  se  rapporte  aux  figures  rectilignes, 
parce  que  ce  sont  les  seules  dont  nous  devions  nous  occuper  ici  ; 
mais  la  théorie  des  sections  coniques  donnera  lieu  à  de  très-utiles 
applications  de  la  méthode. 
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li  VI,  —  liéiolulton  d'un  système  d'équations  du  pivmier 
ou  du  second  degré. 


SI».  Considérons  nn  système  d'pijuaiinns  <1< 
nier  dt^-n-  rt  de  la  forme 


Supposons  qu'il  j  ail  x',  uu  lieu  de  j',  dans  In  dernière  êqualiua. 
Cela  posi' ,  si  l'on  donne  h  x  une  valoir  arbitraire  dans  la  pre- 
mière é(]na>ion ,  il  s'ensuivra  des  valeurs  correspondantes  des  va- 
riables ji  s,. . .,  <'t  pour  3^'  dans  la  dernière  oijnation,  une  valeur 
difTêrente  de  crlle  attribuée  îi  x.  Il  faudrait,  pour  ijue  wlle-ci  fût 
nne  racine  des  équations ,  qu'elle  rendit  la  dernière  équation  iden- 
tique, c'est-à-dire  qu'il  en  résultât  la  même  valeur  pour  j-'. 

D'aprés  cela ,  supposons  que  les  variables  x,y,..  ,  repré- 
sentent les  distances  d'autant  de  points  X,  ¥, . . .,  situés  sur  une 
même  droite,  à  une  ori^ne  commune.  La  première  équation  expri- 
mera que  deux  points  variables  X,  Y  furment  deux  divisions 
homograpliiques(lSJt);  la  seconde,  que  les  deux  points  Y  et  Z 
forment  aussi  deux  divisions  bomographiques;  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  la  dernière  qui  exprime  que  les  deux  points  V  et  X'  forment 
aussi  deux  divisions  honio^-rapliiques.  Il  résulte  de  cette  série  de 
divisions  homographi(|ues ,  que  les  deux  points  extrêmes  X  et  X' 
formerit  ensemble  deux  divisions  Immoi^rapliiques  [  V\0)  ;  et  il  est 
évident  (pic  le  point  double  de  ces  deux  divisions,  qui  correspond 
à  deux  valeurs  égales  de  x  et  y,  fournira  la  racine  en  x  des  éqiia- 
tions  proposées.  Les  deux  divisions  n'auront  qu'un  point  double , 
parce  que  ,  d'après  la  forme  des  équations,  ce  sont  des  divisions 
semblables  dont  le  second  point  double  est  à  l'infini  (IB7). 

La  résolution  des  équations  se  réduit  donc  k  construire  le  point 
double  de  deux  divisions  bomographiqucs  semblables-;  ce  qu'on 
fera  au  moyen  de  deux  systèmes  de  points  homologues  (  ISIt). 


X 
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Soit  donc  a  une  valeur  arbitraire  donuée  à  x  dans  la  preiiitL-ri.- 
équation,  et  d'  la  valeur  résultante  de  x  dans  la  dernière  équation  ; 
et  pareillement  b  et  b'  deux  autres  valeurs  correspondantes  de  x. 
A  partir  d'une  origine  A,  on  portera  sur  une  n)cme  droite  les  sei;- 
L  ments  Aa,  A  a',  AS,  A6'  égaux,  respectivement,  aux  quatre  notn- 
hres a,  a',b,  b',  et  l'on  déterminera  le  point  e  par  l'éqnalion 


(Aa  —  Aa')~(Ae  — AS') 


Ai(Ae'  — AS)  — Ae(Att'  — Aa) 
'  (AS'  — AG)— (A«'  — Aa) 


Or  (A  a'  —  A  a  ) ,  c'est-à-dire  la  difTérence  entre  la  valeur  a  at- 
tribuée à  X  dans  la  première  équation  et  la  valeur  a'  de  x  dans 
la  dernière  équation  ,  peut  être  considérée  comme  l'erreur  relative 
1  la  valeur  d'essai  a  \  et  de  même  (A  S'  —  AC  )  sera  l'erreur  rela- 
tive à  la  seconde  valeur  d'essai  b  :  désignant  ces  deux  erreurs  pnr  ( 


C>M  la  formule  ronoue  dans  la  règle  de/uusse  position.' 

Semartiue.  —  Il  est  clair  que  ce  mode  de  solution  s'applique  â 
d»  équations  quelconques  du  premier  degré  entre  un  pareil  nom- 
bre d'inconnues,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  chacune  des  équa- 
tions ne  contienne,  comme  ci-dessus,  que  deux  inconnues.  Car 
<m  pourra  toujours,  par  voie  d'iiddîlinn ,  ramener  les  cquaiions 
pmpoiL-es  4  la  forme  ilos  précédi'nics. 
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II.  Kfnalulion  J'une  p'jiialioii  du  second  degré. 
XIS.   L'cqiiatiun  du  si-cond  ilegrc  à  une  « 


i»i(lre 


r  les  niéaies  considrralioDs,  e'nt-â-dire  pu ' 
toiiiis  doubles  de  deux  divisions  homogn- 


et  l'on  regardera  x 
points  m,  m'  à  ui 
l'équation  e.tprinit 
homographiques. 


l'oinine  rcprcsentanl  les  ilisinnces  de  dens 
■iyine  commune  sui  une  di-oile  indéfinie; 
ne  ces  deux  points  forment  deux  divi«ODi 
\  points  doubles  de  ces  deux  divisions  dé- 
Ak  réqiiBlion  proposée ,  lesquelles  seroal 
les  distanoes  des  deux  points  doubles  à  l'origine.  Celle  construc- 
tion conduit  à  l'expression  connue  des  racines  de  l'êqualion  ;  maH 
il  est  inutile  de  nous  arn-tcr  à  ces  détails. 

111.  Rooluliiin  di>  dRul  l'iinAliaiii  t  deni  iiK^imiiuci. 
S14.  Soient  les  deux  équations 

(i)  J!y-\-\j:-^y.y  +»^o. 

Ecrivons  dans  la  seconde  x  an  lieu  de  x\  im  aura 
(3)  _>-y-Hi'r  +  /x'  +  v'  =  o. 

Si  l'on  regarde  i,  y,  x'  comme  les  distances  de  irois  points  m, 
m' ,  m"  à  une  origine  commune,  la  première  équation  expriment 
que  les  deux  points  m,  m'  nppartiennent  ik  deux  divisions  hoiao- 
grtiphiqnes ,  et  l'équation  (3]  que  les  deux  m'  et  m"  forment  Hiisai 
deux  divistoRS  homograpbii]U(:s.  Il  s'ensuit  que  les  divisions  for- 
mées par  les  deux  points  m  et  m"  sont  homof;ra pli iq lies  entre  elle»^  | 
l't  il  e»l  éviilt^t  que  les  points  doubles  de  ci-s  deux  divisionsdé»  ■ 
l'inconnno  X,  qui  satisfont  aux  équa- . 
roposécs  :  relies  de  rinronniu'ï  s'ensuivrouL  naturellement. 
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Voici  commenl  on  appliquera   ce  mode  df  sulutùin  ^t'oane- 

On  donnera  â  x,  dans  la  première  équaiion,  une  valeur  arbi- 
traire a,  et  l'on  en  LODclura  la  valeur  correspondante  de  y,  qui, 
mise  dans  la  seconde  équation,  dunnera  une  valeur  a'  de  x.  Pareil- 
lement, k  une  antre  valeur  b  lic  x  dans  la  première  équation,  cor- 
respondra une  valeur  b'  dans  la  seconde  équalinn;  et  enfin  on 
formera  de  même  un  troisième  couple  de  valeiii'â  c ,  c'  de  *. 

On  prendra  sur  une  mï-rne  diMite ,  â  partir  d'une  ori^ne  A  des 
segments  Aa,  A  a',  AS,  AS'.Ay,  A-/'  égaux  resjiective  nient  aux 
noEiibresi,  a',  b,  b',  c,  c',  et  Ion  cherchera  les  points  doubles  e, 
y  des  deux  divisions  humo^jraphiques  déterminées  par  les  deux 
séries  de  trois  points  a,  S,  y  cl  j',  S',  ■/'.  Les  deux  segments  Ac  , 
Ay' seront  les  racines  en  x  des  deux  équations  proposées. 

On  pourra  déterininer  ces  dcn»  points  doubles  par  la  construt- 
don  générale  (2fi3).  Mais  on  la  simplijie,  comme  nous  avoDS 


vn  (  184  ),  en  prenant  a  et  b'  intinis ,  1 


'  Représentons, 


dans  cette  hypothèse,  a'parj',  t  p 
o':  les  racines  cherchées  seront 


IV.   Kosolulion  (l'un  'lombrv  qiialfonqou  d>r|iiation6. 

SIS,  Celte  méthode  s'applique  fi  un  nombre  quelconque  d'é 
quatîons  de  la  forme  des  précédente» ,  et  c'est  dans  ce  ras  surlou 
<]i)'elle  peut  âtre  utile.  Soient  n  équatiims  entr 
tt  if-'i  de  la  forme 


■  dans  le  cas  de  deuï  équations  seule- 
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latnt,  si  l'on  regarde  les  variables  j-,  >■,  »,...,  comme  exprimant 
dm  legments  comptés  sur  uoe  atirae  droite  à  partir  d'une  origine 
comniDiie,  chamne  des  n  équadont  exprimera  deux  diTÛioiu  bo- 
mDgiaphiqne).  Par  coniéquent ,  les  valeurs  arbitraire»  données  i  x 
dan*  la  première  équation,  et  les  valean  qui  en  résnlterontponrx 
dans  la  dernière  éqaatioD,  déterminenHit  deux  dtràîoDB  bomogra- 
phiqoea  dont  le*  pointa  doubles  correspondront  aux  denx  racînei 
en  X  qui  satisfont  anx  équations. 

816.  Remarque.  —  En  combinant  les  équations  par  voie  d'addi- 
tion, on  pourra  en  remplacer  une  partie  par  d'autres,  équiva- 
lentes, où  les  variable*  seront  mêlées  et  k  trouveront  pins  de 
deux  dans  une  même  équation.  La  méthode  s'appliquera  à  en 
nonvdies  éqnaôons;  et,  en  général,  elle  s'appliquera  à  ub  Sys- 
tems d'équations  qn'on  pourrait  ramener,  par  voie  seulement  d'ad- 
dition (et  de  mnltîplîcatioD  par  des  coeffidenti  numériques),  à  la 
fnme  de>  n  équations  précédentes. 
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CHAPITRE  XVI. 

'aopsifrrÉs  RELATIVES  A  des  ststèhes  de  points  siTvtA  en 

LtCHK    DROITE.  —    APPLICATION    À   LA    DÉCOMPOSITION    DES 
FRACTIonS  nATIOBHKLLES  EN  FKACTIOns   SIMPLES. 


§  I.  —  Systèmes  de  points  en  ligne  r/foite. 

317.  Les  relatîoDs  entre  trois  ou  quatre  points  dout 
nous  avoua  fait  si  souvent  usage,  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers de  certaines  propriétés  générales  concernant  un 
ou  deux  systèmes  de  points  en  nombre  quelconque  sur  une 
mèmeiiroite.  Ces  propriétés,  qu'on  peut  compreudrc  toutes 
dans  une  même  proposition  dont  la  démonstration  est  très- 
simple,  méritent  de  trouver  place  ici ,  d'autant  plus  qu'on 
déduit  naturellement  de  cette  seule  pi'oposition  une  tliéo- 
rie  algébrique  importante,  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I.  Tliéoréme  général. 

318.  Étant  pris  sur  une  méirm  droite  n  jioints  a,  b, 
c,...  et  {n  —  i)  points  ni ,  n,  p,... ,  on  n  toujours,  guelfes 
^ue  soient  les  positions  de  ces  points ,  fa  relation 


(') 


ab.a, 


bm . bn . bp 
be.bd.be. 


I 


f*ous  allons  prouver  que  si  celte  équation  a  lieu  pour  deux 
systèmes  de  [n  —  i)  et  (  n  —  a)  points,  elle  sera  vraie  pour 
deux  systèmes  ayant  chacun  un  point  de  plus. 

En  ellet,  si  l'équation  proposée  n'est  pas  identique,  quels 
que  soient  les  n  points  n,b ,  eir.,  et  les  [n  —  i)  points  m, 
n  .  etc.,  on  peut  regardi-r  tous  ces  points  comme  axes,  à> 


M 
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l'eicceplioa  d'un  seul  qu  on  dëiermîuera  de  manière  que  1  é- 
qiiatîon  soîl  satiïi'aitt^  Supposons  que  le  point  înconnu 
appartienne  au  second  svstème  et  soil  le  point  m  ;  sa  déter- 
mination se  fera,  êvitiemmenl,  par  une  i^naiioa  du  pre- 
mier d^ré ,  parce  que  ce  puint  u'entre  que  dans  un  seaX  u 
segment  de  chaque  terme  ;  par  conséquent  il  ne  pourra  cids-  | 
1er  qu'une  position  du  point  m.  Cependant  si  l'on  fait  coïn- 
cider ce  point  avec  l'un  quelconque  de  ceux  du  premier  syi- 
téme,  on  satisfait  à  l'équalion  ,  car  si  c'est  avec  le  point  a, 
par  exemple,  elle  devient 

ba.bp,    .        ca.cf 


be.bd. 


cd.cc  . 


h  etc. 


et  cette  équation  entre  deux  systèmes  de  (h  —  il  et  (n  — 3) 
points  est  id<-ntiquc.  par  hypothèse.  Donc  l'équation  pro- 
posée a  tii-u  pour  plusieurs  positions  du  poîm  m,  donc  elle 
psi  idcniiqne. 

Ainsi  11  est  prouvé  que  si  le  théorAme  est  vrai  pour  dff&t 
systèmes  de  (n  —  i)  et  («  —  a)  points,  îl  l'est  aussi  posâli 
deux  systèmes  contenant  chacun  un  point  de  plus.  Or  il 
vrai  pour  deux  points  ti,,  l>  el  un  point  m.  car  on  a 


n,b  +  ha  =  o 


S-^  =  '  (») 


B 


Donc  îl  est  vrai  pour  trois  points  n  ,  &,  c  el  deux  m,  n,  et^' 
par  conséquent,  pour  quatre  points  a,  b,  c,  d  el  trois  »>,. 
1,  p.  El  ainsi  de  suite.  Donc ,  etc. 

j4ulfement.  Si  l'on  regarde  tous  les  points  des  deux 
systèmes,  moins  le  premier  n  du  premier  système,  comme 
fixes,  cl  qu'on  cherche  à  déterminer  celui-là  de  manière  à 
Mtiafaii'e  à  l'^uation,  on  trouve  que  sa  position  dépend 
d'une  équation  du  degré  {n  —  a),  laquelle  aurait  cèpe»» 
dant  [n  —  i)  racines  qui  correspondraient  aux  positions  A, 
,  du  point  indéterminé  a.  Ce  qui  prouve  que  l'équatioH' 
rst  identique.  Donc,  cli'. 
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.   Coiolls 

319.  .Sidsn3l'ideQlilé(i)c 
:  poiiitypai 


uppo 


second  système,  le  point  y  par  exemple ,  siim 
^'on  divise  tous  les  termes  par  le  segment  c 
terme  ne  contiendra  plus  le  point  q,  et  les  le 


e  l'un  des  points  du 


à  l'tnGui . 
le  premier 


Ji 


1  '         J  11  "H       ^7  -    J 

ne  le  conlienarODt  que  dans  Jes  rapports  — ^i  -i-,...  qm  d< 

viennent  tous  égaux  à  l'unité;  enfin  le  second  membre 
sera  nul;  on  aura  donc  l'équatiun 


aq 


ab.„c.  ..  bc  bd..  .  ~ 

entre  n  points  rt,  b,. ..  et  (h  —  a)  points  m,  n..  .  .. 

Dans  cette  é(|ualion  on  peut  supposer  que  Tun  des  points 
m,»,...,  soit  situé  ârinlini,  et  l'on  en  conclut  pur  le  m^e 
raisonnement ,  que  l'équation  a  lieu  entre  n  points  a,  b,.- 
et  [n — 3)  points  m,  n,...;  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
qn'on  a  ce  théorème  général  : 

Etant  pris  siu-  une  droite  un  système  de  n  points  a  ,  b , 
c  , . . .  et  un  second  système  de  points  m ,  n  ,  ■ . .  en  nombre 
inférieur  à  (n  —  i),  on  a  toujours  entre  ces  points ,  ffuelles 
que  soient  leurs  positions,  l'identité 


iai 


3âU.  Puisqu'un  point  du  second  système  .  supposé  n  l'in- 
fini ,  disparaît  de  l't^uation  .  on  peut  l'aire  disparaître  tou.s 
les  poiuts  successivement ,  et  l'on  arrive  à  ce  théoi'ème  : 

Étant  donné  un  système  de  points  a ,  b,  c , . . .  f  n  ligne, 
droite,  on  a  toujours  entre  cita:  la  relation 


(3; 


br.l'd.hc 


§ 


3i3i  TRAITÉ  m  GÉOHÊTUE  SCPÉBIEUKE. 

Ce*  pA^ttsi lions ,  ilôluîtei  ici  du  ibêorèniie  primitif,  se 
défiMinlrcnt  aussi  dircctemnit  par  les  mhaes  considéra tioiu, 

321.  RfopBOQcEMEaT  :  De  l'équaiion  (a)  entre  n  poiaU 

a,  b,.. .  et  deux  poïnls  de  moins ,  m,  n  , ,  on  peut  re- 

monter  à  ré(|uaûon  (i)  relatÏTe  à  deux  sTstèmes  dont  le  se- 
eond  (l'a  <(u'un  point  de  moins  que  le  premier. 

V.n  effet,  prenons  cinq  points  a.  b,c,  d,  e,  et  trois 
points  m,  n,  p,  on  aura 


*°P 


'"P 


a/i.ar.  ai/,  ae 

(Qu'oïl  niiiItipUc  tous  k's  ternies  par  île.  ei  que 

,   ,..    ,.    .     1  rf*-      de      dt       I 

point  n  a  1  intini ,  les  rapports  —  y   j-t   —^    - 

Mint  •'j^anx  à  l'unité,  el  1  équation  devient 


suppose  le 


dm  .d/i.dp 
da.db  .ifc 


f''.(]uation  viitre  quatre  points  a,  />,  c,  fiel  trois  points  rn, 
« ,  /(  ;  ce  qui  dt'montre  le  tiiéorème  (  318) . 

Aiiiki  l'on  peut  dîiu  que  le  théorème  (319)  a  la  mèm«.' 
[HiriÀ*  '{uc  relui  d'où  nous  l'avons  dédui[. 

m.  Aiilres  conséqueuces  du  thêorùme  général. 

.'(22.  Dan»  Ittutcs  le»  «.'({uations  précédentes ,  on  peut  sup- 
|H)»er  ipin  deux  ou  plusieurs  points  du  second  système  m, 
«,  ("li;.,  l'oïneident  ensemble.  Il  s'ensuit  qu'eu  ne  consîdé- 
rnnl  qu'un  «cul  point  m ,  on  a  ce  théorème  :  < 

Étant  donnés  n  fmlnlf  a,  h,  c,...,  en  ligne  droite,  et 
Manl  pris  tur  celle  droite  un  point  qiieiconqtic  m,  on  a  lex 
équations 


nb.ne.ad. . 


"^  hf.M.bc. 


i 
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ab.ac.ad..  .  "^  be .b'i.be.  ..'*'"  '       "' 
£  pouvant  primdie  toutes  les  valeurs  i,  a,. , .,  (n  —  i). 

323.  Quand  les  nombres  (n  — i)  et  (n  — i  — s)  sont 
pairs,  le  point  m  peut  Èire  pris  au  dehors  de  la  droite  sur 
laquelle  soul  les  points  a ,  A ,  c , . . . ,  et  les  équattoui  sub- 
sistent. 

Enefiel,  soit  fn  —  i)  =  ai';  ^"~''  =  am''  =  {ain)'. 
Appelons  nii  lepieddelaperpendicubîrc  abaissée  du  point 
tn  sur  la  droite  al>  ;  on  a 


Donc 

ad...~  ^ab.ai^.ad...  '  ^ab.ae.ad...  ^ab.. 

Or  le  point  /w,  étant  sur  la  droite  ai,  le  premier  terme  du 
second  membre  est  égal  à  l'unité,  et  tous  les  termes  sui- 
vants sont  nuls  (322)  ;  le  premier  membre  esL  donc  égal  à 
l'unité.  C'est-à-dire  que  : 

Étant  donné  un  nombiv  impair  (m- -\- t)  de  points  a, 
b,  c,,.,,  en  ligne  droite,  et  étant  pris  un  point  qnelcon'jue 
m  sur  la  droite  ou  au  dehors,  indifféremment ,  on  a  tou- 
jours l'équation 

ab.iic.ad...        bcbd.br... 


3âi.  On  démontre  de  mùme  que,  quand   (n 


irtlc  de  la 


-oposi- 


I    lion  (322),  l'équation  subsiste,  c'est-à-dire  que 

Étant  donnés  a  points  a ,  b ,  c , . . . ,  en  ligne  droite,  et  un 


L 


J 


134 

point  I 
est  un 
jours  : 
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i  ^itelcontftie .  sur  celte  rimtte  ou  au  dehors, 
nombre  pair  plia  petit  que  (n  — i),  on  aur^i 


'^  bc.bd.be^ 


32S.  Si  dans  le  ihéoi^oïc  (322)  ïi.-hi  =  3,  il  rn  r^ 
suite  l'équatioD  suivante  entre  trois  points  a ,  h^c  en  ligne 
droite,  et  un  <|uatrième  point  quelcoDqiii- 


ab.a, 


C'est  cette  relation  que  nous  avons  déduite  comme  eu 


particulier  d'une  proposition  (21 1)  relativi 
de  j>oints  et  à  uu  septième ,  placés  d'une  man 
en  ligne  droite  (*). 


livrea  dm  Uat 


B  !«. 


tie  dvB  )cnimc«  do  Pappui  qui 
If  d'A))Ollonius  {voir  prop.  19 
GoltecUoni  mathimaUiiuri  de  Pappus  ).  Qurlques  au 
le  lri!in|;1e  peuvent  so  railicher  mi  cas  do  Iroia  pc 
droile  el  un  qiialriAme  prU  au  dotiors  :  toulefois  an 
lion  diiu  ion  énonça  gênerai.  MaU  ellu  |>ouvbU  su 


.  il  est  i. 


.  .J.iuW  Cl 


n-ro 


i.  (Apollomi  Pttgai  Locora. 


)  iroîs  couplet 
Te  quelconque 


,0  a  élu  connue  te, 
rïpporl«nL  aui  data 
.   i^dnT*  if*rete< 


n  râUliliswni  cet  deBU* 
II  lumiuei  do  Papptn,, 
uni   libn   il   GiaieoM^f 


^oe  lpiBoi;5]  las  auleu»  qui 
n  ds  Csrnot  nous  ■  échoppa.  Noi 


uiaee  de  celle  propoïillou  , 

ment  co  gàonièlrc  démonlre  le  ihéon 

il  le  lignali:  comme  rondaruenlal  (i 

letdranl  prof^Heur  de  rAeadémîe 

monlni  ainsi ,  an  cilonl  la  Géométru-  dt  poiiiion,  dans  le  bocOihI  volune  dl 

•on  ^ilion  du  Coiiri  de  Ualhàtuili^uci  du   W  Hallon  (.iS^i-ig^J  j,  «Jillol 

qui  Ml  ditllngue  dat  onjc  priScodentes  par  de  nambrvniia  addilioni  dont 

pliiaieur*  >d  rApporlrnl  nui  mëlboilt*  dn  la  (ti'tiniflric  moderne 


d 
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tj  II.  —  Décomposition  tics  Jmctions  rationni^lUts  en 
fractions  siirrplcs. 

5ï6.  Les  ihcorcmea  précédents ,  tj'ie  nous  avons  (iêdiiiu  loiis 

d'un  seul,  peuvenr  prendre  diverses  Tormes  analytique!,  qui  don- 
nent entre  autres  les  formules  connuei  dans  la  théorie  de  la  ilé- 

Considérans,  sur  une  même  ilroiie,  un  syslème  de  [w  +  i) 

points  a,  /•,(,. .    ,  .r,  et  im  système  de  m  points  m,  n,p,  . .   , 
on  aura,  d'après  le  llieuréoie  j;enéral  (318),  l'identité 

am .an.ap...          bm .bn.bft..  .                      xm  xn . xp .  . 

ab .ac.ad.  .  .aj'       bi-.b'l  ..bx.ba xa.xb.xc... 

Désiijnons  par  les  mêmes  Icllres,  respeitivement ,  les  dislances 

de  tous  les  |»oinls  des  deux  systèmes  h  une  origine  commune;  l'é- 
«lualion  deviendra  riduntilc  suivante  entre  les  deux  systèmes  de 

quantités  quelconques  0,  b,i:,...,xetm,a,p,-... 

(a-^)[a-.)(a~p)...                    ix-m)(x-«)(x~p)...  .. 

ia-b){i,-c}ia~d)...{a-x)               {x^a){x-b}{x~c}... 

Supposons  que  les  rjuanlilês  du  premier  système  a,  i,  c,.  .  ,, 
moins  la  dernière  x,  soient  les  rannes  d'une  équation  Fx  ::=  0 ,  et 

que  m,  A,/t   . ,  soient  aussi  les  rarines  d'une  ec[ii3tion  fx  ^0, 
de  »rte  qu'on  ait 

Vx  =  Ax-  +  Bx—>-h  ...=A{x^t,)l.i:-  h).... 

1      (l'oii 

ix-n)[x~b)...=^-£:      ix-m}{x-^}     -■='Ç; 

(„_6)(„_,)..,=Ç;         („_„„(„_„)...  ^1?, 

I.'eijuation  devient 

A          ,.              A            ,i                       |A»x 

TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 


(■^ 


(„)  f±=t^y î£ 

^    '  Fj^       a       Z-(j;— o)F'u 

Dans  cette  fomiule  Fx  et  vx  sont  deux  polynômes  ilii  même 
degré;  si  (y*  est  d'un  degré  quelcanqui:  inFérieurà  celui  du  déno- 
minateur Fx ,  le  coefficient  a  est  nul .  et  il  vient 


=  2^ 


C'est  la  formule  connue  puur  \a  dccoiupusilio 
rationnelle  en  Tractions  simples. 


3S7.  Le  theurème   général  d'ofi  nous  venons  de  déduire  ces 
rorinules,  est  susceptible  d'une  autre  interprétation  analytique. 

Prenons  l'éijuatiun  (t)  entre  m  points  n  ,  i  ,  c,  .  .  ,   et  {m  —  ij  ' 
points  M,  n,  //,  ....  et   représentons  par  les  mêmes  lettres,    j 
respectivement,  les  distances  de  ces  points  à  une  <)ri(,'in«  com-    i 
mune;  l'équation  devient 
(«  -m)(.— ,)(«-,,)...       (i_„)(i-„)(t- 


(„_i)(„_,)(„_i)...  •  (J_,l(J_rfl(J — )...  ■ 

Z(,-4)(„-,)(„_,i)... 

soient 

les  racines  d'une  équation  F j:  ^  o  du  degré  m ,tlm,n 

...les 

racines  d'une  équation  f.t:^od'un  degré  moindre  d'une 

unité; 

on  aura 

Fx  =  iLx''-V-^x'-'-\-  ...  =K{.r  —  a){x^b).. 

d'où 

■■ 

(«_«)(.-«). ..=5L-, 

(„-.)[«-.). ..==^>             j 

d 

F                       TBAITÉ  DE  1 

GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE 

^ 

'       et  rétiuation  devient 

1 

1  w 

1 

Si  l'on  y  suppose  6  =  0, 

auqufl  cas  la  foiicrion  j  x  est 

JuD  Jeeré                  ■ 

quelconque  inférieur  à  ( 

m-.l.ilTOnI 

1 

{■*) 

1 

C"e«la  formule  d'Euler. 

Elle  répond  à  réqualion  {a, 

,  319)  entre                   1 

deux  sTStèmes  de  pnînl 

»      nn    V    nj-iir    ïiinniiu-r    nus    „t    «lil    ilii                            ^ 

de{;rc  0 ,  et  l'on  en  rond 

2b=°- 

m 

sas.   Ces  considératic 

tns  par  lesquelles  on  rartache 

CCS  formules                  H 

d'analyse  à  une  même  pi 

roposition  de  géométrie  dont  1 

?lles  sont  des     ^^^Ê 

montreot  quii  part  la  dem 

ne  ^^^^^M 

concerne  qu'une  seule  fonciion,  elles  ont  toutes  lamé 

me  étendue,   ^^^^^| 

et  que  l'on  petit  passer 

do  l'une  ù  l'autre  indilTéreminent.  Kt  en  ^^^^| 

effet,  on  passe,  comme 

on  sait,  trés-facilemenl  de  1' 

'équation  (c)     ^^^^H 

ir«juatiQn(ft)(*). 

1 

Ul.  Aum*  fornulo  i 

i  celui  de  Fi. 

■'-            1 

sas.  Soient  les  deux 

polynâmes 

1 

Fx  = 

Rx'-'-\-Ct^'+  ..., 

fi  = 

ax-  +ej-^'+ 

On  veut  dêcompoier  le  1 

rapport  ^  en  frariions  dont 

les  Jénnmi- 

Dateurs  soient  tous  du 

premier  degré. 

Que  l'on  conçoive  u 

m  premier  systènie  de  {m  ■+- 

T)  poinlsa, 

b,...,y,x,etanse, 

;ond  système  de  m  points  /« 

•"••■•■  »° 

(-)  Voie.,  i>.r  ownipl 

^  M.  Uamillc,                  J 

A 
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aura  la  relation 

am.an,. .  j/m.x^n,..         xm.xn. .  . 

ab.ac. .  .as^ .ax       '  '         ic'x.^a. . .       xa.xb. .  .xx' 
Et ,   par  conséquent ,  en  regardant  a,  b,   . . ,  j/,  x  et  /» ,  n, .    . , 
cORinie  des  quantités , 

(,-i)...(»-y)(»-x)-^  ••■•*-(«'- xx»--.)... 

('  —  )(»-»)■•■(»-»')" 
SupposOTU  que  a,  b,  ,. .,  soient  les (/n  —  i )  racines  de  l'équa- 
tion Fo:  =:=  o,  et  m,  n,  /t,  , . .,  celles  de  l'équation  f;r  ==  o;  l'é- 
quation précédente  deviendra 
'  f +  B        ,x-  B         ,:r 


Cette  rormnle  saiisfait  à  la  question  ;  x'  est  un  nombre  arbi- 
traire. Si  l'on  suppose  .c'i=  o,  il  vicnl 

l±^Tl  .    ,  p-   ,   V       Si"         I 

Fj:        Fo  [r        ^«    r  — ((    F'n  I 

530.   Si  ipJCsE  lin  ilcgre  {hi—  1   ,  ((imriit  F.'  ,    ï   sna   nul,  c^i 
l'i'tjuation  se  rédnit  ù 

F,i-        fo    ■       .^«   .r— -«)FV 
Or,  .ra[>r(-ïl;i  formule- («) ,  o"  a 

Fj:         It  ^-i    ,r  — n)F« 

Itoni- 

^  j  V  — ?—       —  ïf  j    ,  V  -     '"'- 
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^ 

2^.fV.(-;) 

Fo       b' 

^ 

ou  entin 

^aV'e~B       Fo 

^ 

351.   npconi|iosons  la   fraction    — 

:::       1 

en  fractions  dunt  les  dénominaieurs  soi 

nt  du  premier  de^rè.                            ^| 

Concevons  [m  +  i)  points  a,  b,  .  . 

.x",x',  JT,   et  ff 

p„bu                   ■ 

ai,n,  ....  on  aura  ridcnlitë 

x''m.x"n... 

1 

ab.ac.ax-'.ax'.iAx'^'"  '^ 

rV  x"x.x"a.. 

i/m.x'i...                      xm 

zn.. 

'^j/x.x'a.x'b...x'x"   '    ra  xh. 

.XX"..TX'~    '■ 

El,  par  conséqnent,  en   désignant 

letii«s, 

B,  b, ,  x",x',xetm,n,. .  .  les  ilistnnces  de  ces  points  aune 

(«-"'}(''-")-■ 

(„_i,(„_c)...(fl-x-')  (« 

-'li-")* 

('"-'"J[-"- 

n;.. 

^  i.t"~x')f.y~x]ix"^ 

»)('■-»)... 

(af^,n][^'-«]    .. 

'*'[x'~x)[x'~a){T--b 

...I.'-T-} 

(--'"H-— « 

... 

^{x-a)\x^h)-..{x- 

-i-)(x-x')- 

Supposons  qne  les  c|UanHtés  du  premier  système  a,  b,.  . 

.  moins 

x",  .t"  et  X  soient  les  racines  de  l'éiiu 

fttioD  Fx=:o,  el 

que  les 

ijuantités  du  second  sysième  m,  n,. . . 

soienl  les  mtino 

de  ré- 

ijuation  ifx^o;  on  aura 

Fi=Cj:— '-*-Djr— '  +  ...  =C 

X  -  a)  (.„  ^  4) 

îj  =  t<x-  +  ej--' -H...    =« 

—  "■)('-»)• 

.1 

Eir 
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ition  devient 


d'où 


•    A'        *^^^^/-'  — yiP^r'^f^'- 


VI^ 


—  (*  —  *')(«— *')2(„_y)(a_^j(^_,jPa- 

Celle  formule  sutisfait  j  la  question.  Les  deui  coiuuntes  x",  x" 
sont  arbitrnim. 

On  voit  comment  on  opérera  ilansie  cai  où  f  «  restaol  du  àe- 
gré/K,  F*  serait  du  di'gr(:(fn  —  3),  ou  (m  —  4)'  *'*=■  "*"•*  "'■" 
rons  pas  besoin  de  faire  reniar(|ucr  qu'il  entre  toujours  dans  le 
développement  de 


'  autant  de  quantité!  arbitraires  V,  x". 

In  dirr.'renrc  des  decrr^  <lcs  dcuK  pnlv 


.  nu'il  y  a  d'unités  d»ns 
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CHAPITRE  XVIL 


DlVEtS   HODES     DE    DR^CdlPTIOH    D  L'KE    DROITE    PAR    POtHTS. 

SYSTÈME    ne    DROITES     PASSANT    TOUTES     PAR    VV    utttK 

POtMT. 


^  I.  —  Description  d'une  di-nite  par  fioiitts. 

'i32.  Le  thtioréme  relatif  à  deux  faiscpaux  homographi- 
ques  qui  ont  deux  rayons  homologues  coïDcidunts  (105), 
el  la  proprit-té  de  deux  divisions  homograpliiques  faites 
sur  deux  droites  doiil  le  point  de  rencontie  est  la  réunion 
de  deux  points  homologues  (103),  donnent  lieu  à  diverses 
propositions  inlt'ressantes;  et  quoique  plusieurs  soient 
connues  et  fort  anciennes,  nous  allons  les  reproduire  ici,  f) 
raison  de  l'extrême  facilité  avec  laquello  elles  dérivent  na- 
Inrellemenl  des  théories  précédentes. 

333.  Étant  donnés  un  angle  ut  deux  points  O,  O'  pu 
ligne  droite  avec  son  sommet,  si.  autour  d'un  point  fixe  p 
o«  Jait  tourner  une  transversale  ijui  rencontre  les  côtés 
lie  l'angle  en  a  et  a',  le  point  de  concours  m  des  deux 
droites  Oa,  O'a'  engendrera  une  droite  (fig.  44)- 

En  eflet,  les  points  a,  «'forment  sur  les  deux  droites  SA, 
SA'  deux  divisious  homographiques  (102)-,  tes  rayonsOa, 
O'a'  forment  donc  deux  faisceaux  homographiques.  Mais 
le  point  S  est  la  réuniou  de  deux  points  de  division  homo- 
logues ;ks  denx  faisceaux  ont  donc  deux  rayons  homologues 
coïncidents  suivant  la  droite  OO'.  Doue  leurs  rayons  homo- 
Ic^nes  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  droite  (10<>). 

C,    Q.    F.    D. 

Remarifue.  —  La  di-oite  lieu  du  point  m  passe  par  )e 
point  n  intersection  de  SA  et  pO',  et  par  le  point  p  int«i- 
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Mctioa  de  SA  ei  f.O^  il  ea  rêsoltc  que  U  ùgarr  présente 
on  hexagone  pOaSa'O'  ÎDscrît  aux  deux  droites  paa'  et 
OSCV  et  dont  1rs  Iroit  points  de  concoun  des  côtés  oppo&és 
sont  m,  n,  p.  Or,  d  aprcs  le  théorème,  ces  trois  points 
lont  en  ligne  droitu-,  od  retronve  donc  la  propriété  de_ 
l'hexagone  inscrit  À  drux  droites ,  déjà  dônontréc  directe-' 
roent(i09)r).  * 

334.  Si,  autour  li'iui  point  fixe  p  on  fait  tourner  u 
tramveisalv  qui  rencontre  deux  Hroiles  fixes  en  lieuxj 
points  a,  a  ,  et  que  di:  deux  auties points  jixes  P,  P',  au 
ligne  droite  avec  le  pivmier,  on  mène  des  rajons  à  c 
deux  point.t  respectivement ,  le  point  d'intersection  de  c 
deux  rajons  décrira  une  ligne  droite  passant  par  le  point 
de  concours  des  deux  droites  Jixes. 

En  cD'el,  les  deux  points  a,  a'  [fig.^b)  raarqueut  s 
les  deux  droites  deux  divisions  homographicpies  (lOS),  par, 
i-ODséquenl  les  deux  rayons  Pa,  P'a'  forment  deux  faî»- 
rcaux  homographïques.  Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayoïu 
coïncidents  suivant  la  droite  PP'.  Donc  leur  point  d'iiitet^ 
section  décrit  une  ligne  droite  (  105)  ;  et  cette  droite  p 
par  le  point  d'intersection  des  deux  SA  ,  SA',  parce  tpio  ' 
deux  rayons  homologues  passent  par  ce  point. 

c.  Q.  F.  D. 
Remarque.  —  Les  deux  rayons  Pa,  Pa'  rencontrent  les  , 
deux  droites  SA',  SA  respeclivcraent  en  deux  points  a,  a', 
et  la  droite  a«'  tourne  autour  d'un  point  fixe  R  situé  sur 
ia  droite  pPP'.  Car  ces  deux  points  forment  deux  divisions 
homographiquns  dans  lesquelles  le  point  S  représente  deux 
points  homologues  coïncidents  (103).  Conséquemment ,  les 
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(Iroilosaa  coiicoureiit  i-n  iiD  même  puint  (103);  c-t  ce  point 
csl  sur  la  droiie  p  PP',  pai-cc  que  cette  droite  est  elle-même 
une  des  positïoas  de  la  ligne  ua'. 

335.  On  peui  considérer  que  les  trois  droites  qui  tour- 
nent autour  des  trois  points  fixes  p,  P,  P'  forment  un  tri- 
angle ama'  dont  les  deux  sommrts  a,  a!  glissent  sur  deux 
droites  fi\es;  le  troisième  m  décrit  aussi  une  droite.  Sous 
ce  point  de  vue,  le  ihéorème  sVtend  a  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés,  ainsi  qu'il  suit  : 

Êttuit  donné  un  polygone  He  a  calés,  si  on  le  déforme 
en  faisant  tourner  tous  ses  côtés  autour  d'autant  de  pôles 
litttés  en  ligne  droite,  de  manière  que  tous  ses  sommets, 
moijts  un ,  glissent  sur  des  droites  fixes ,-  i"  le  dernier  som~ 
net  décrira  une  ligne  droite;  et  a"  le  point  de  concours 
Je  deitx  côtés  tfuelconques  non  coutigus  décrira  aussi  une 
droite. 

Soient  «,  a',  tt",.,-^  a„(^fig.  ^6)  les  n  sommets  du  poly- 
gone dont  les  n  côtés  ti„  a,  aa\...  tournent  autour  tic  n 
pôles  fixes  P,  P%  P",...  situas  eu  ligne  droite,  tandis  que 
les  (n  —  i)  premiers  sommets  a  y  a' ,...  glissent  sur  (i  —  i) 
droites  A,  A',...;  jf  dis  que  le  dernier  sommet  a„  décrit 
une  ligne  droite .  et  que  le  point  de  concours  de  deux  côtés 
'pielconques,  tels  que  an'  et  n" a"",  décrit  aussi  une  ligne 
il  roi  te. 

En  effet,  deux  côtés  consécutifs,  teU  que  aa'  et  «'«", 
i|ui  tournent  autour  de  deux  points  lixcs  P,  P',  forment 
lieux  faisceaux  bomograpliiques ,  puisque  leur  point  d'iii- 
Ursection  glisse  sur  la  droite  A';  et  dans  ces  deus  faisceaux 
la  droite  PP'  est  un  rayon  commun  (104),  Pareillement, 
Itcôté  suivant  a" a'"  forme  autour  du  point  P"  un  faisceau 
homograpliique  à  celui  foi-mé  aStouV  du  point  I",  et,  par 
conséquent ,  â  celui  formé  autour  du  point  P;  et  ainsi  suc- 
cessivement des  faisceaux  formés  par  Iw  côtés  suivants.  De 
,     »rie  que  deux  côi^s  quelconques  forment ,  en  tournant 

.6. 
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autour  de  leurs  deux  pôles  fixes,  deux  faisceaux  ho inographi- 
quesdans  lesquels  la  dfoîie  PP'P"...  est  un  rayon  conimim. 
Donc  l'intersection  de  ces  denx  côtés  décrit  une  ligne  droite- 
Ce  qui  démontre  les  deux  parties  du  théorème  (*). 

§  II,  —  Proposîtionf  dans  lesquelles  on  consûlère  fies 
droites  concourantes  en  un  même  point. 

330.  Étant  donné  un  angle  ASA'  {fig-  47)ï  ">  autour 
de  deux  points  fixes  O ,  O' ,  ett  ligne  droite  avec  son  som- 
met, on  fait  tourner  deux  ntyons  dont  le  point  de  con- 
cours m  glisse  sur  une  droite  Jixo  L ,  la  droàe  qui  joindra 
les  points  de  rencontre  a,  a'  des  deux  côtés  de  l'angle 
par  ces  deux  rayons,  tespcctivetneni ,  passera  toujours 
par  un  même  point  Jixe. 

En  effet,  les  deux  droites  Om,  O'm  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  dont  deux  rayons  homologues  coïn- 
cident suivant  OO'  (104)  ;  par  conséquent,  \es  deux  points 
1,  a'  marquent  sur  les  deux  droites  SA  ,  SA'  deux  divisions 
hoDiograph iques  qui  ont  deux  points  homologues  coïnci- 
dents en  S;  et,  par  suiie,  les  droites  an'  vont  concourir  en 
un  raAme  point  (10^1).  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  théorème  aurait  pu  se  conclure  i 
mcdiatement  de  la  proposition  (333)  dont  il  est  la  réct«>a 
proque  (**). 

(*)  Ce  IbforAmc  ■  H6  eaunu  ilos  Anciens;  on  le  Irouve  < 
HpLlâme  litre  des  CWeciiant  mniAAnofjfuci  de  Piippua,  au  i 
dri  Poritmes  d'Ëucllde.  Il  pnrall  ijiic  ce  Traité  cfanlrnait  sei 
Uu  tristigle;  c»r  P»ppu«,  apr6t  n»oir  énonré  le  eat  général 
quelconque ,  ajoute  :  ■  Il  n'esl  pni  vraitemblablo  qu^EucliJu  i 
u  eiteotion,  mai»  il  niira  touIu  »culcroenl  cii  poser  \a  principei.  Cir  on 

■  rcoonoall  dana  ions  sea  pommes,  qu''11  n'n  eu  en  Tite  que  Ho  rApamlre 
B  dea  principes  al  le  (■emio  d'une  Tonle  de  propotitioos  ulitei  ot  impor- 

■  tontes,  u  {  Voir  Traité  dei  Prnpriéléi  piojcclivei ;  page  agfi.) 
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'^31.  Si  /es  ti-oi's  sonwwis  d'un  triangle  glissent  sur  trois 
droites  fixes  concourantes  en  un  niéoie  point,  tandis  que 
deux  rie  ses  côtés  tournent  autour  de  dcnx  points  fixes, 
le  troisième  côté  tournera  autour  d'un  troisième  point  fixe 
en  ligne  droite  ni-cf  les  deux  preniiers. 

Soit  a  a'  a"  {Jig.  4^)  le  triangle  dont  Its  trois  sommets 
glissent  sur  les  trois  droites  SA,  SA',  SA",  pendant  que  ses 
deux  côtûs  aa',  aa"  tournent  autour  de  deux  points  tixes 
P,  P'i  je  dis  que  le  troisième  c6té  a' a"  passe  toujours  par 
un  même  point  situé  sur  la  droite  W. 

En  elïet,  les  deux  droites  Va,  Va  forment  deux  fais- 
ceaux liomographiques ,  puisqu'elles  se  toupent  sur  la 
Jroite  SA.  Donc  les  points  a\  a"  qu'elles  marquent  sur  les 
Jeux  droites  SA',  SA"  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Il  est  évident  que  le  point  S  est  la  réunion  de  deux 
points  homologues  de  ces  deux  divisions.  Donc  la  droite 
a' a"  passe  par  un  point  fixe  (103).  Ce  point  est  situé  sur 
la  droite  PP',  parce  que  cette  droite  est  une  des  positions 
de  la  droite  a'  n" .  Le  ihéoréme  est  donc  démontré. 

Beinarque.  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  du  théorème  (334),  ei  s'en  conclure  sans 
une  nouvelle  démonstration.  11  s'étend  à  un  polygone  d'un 
nombre  quelconque  de  calés ,  conuue  il  suit. 

338,  Etant  donné  un  polygone  de  n  cotés,  si  on  le 
déforme  en  faisant  glisser  ses  n  sommets  sur  des  droites 
concourantes  en  an  même  point,  tandis  que  (n  — i)  de 
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tui  côtés  tournent  autour  de  [n  ■ —  i)  points  fixes  pris  arbi- 
trairement,  le  n'"""  côté  du  polygone   tournera  autour 
d'un  point  fixe,  ainsi  que  chacune  de  ses  diagonales. 

SoJi  aa'a"a"'...  (fi g.  49)  le  polygone  dont  les  sommets 
a,  a',  a",...  glissent  sur  des  droites  A,  A',  A",.--  toutt-s 
concourantes  en  un  même  point  S,  pendant  que  ses  [n  —  i) 
côtés  aa',  a' a".,  a" a'",...  tournent  autour  des  points  P, 
P',P",,.,  pria  arbitrairement.  Je  dis  que  le  dernier  côté 
aa„  passera  toujours  par  un  même  point,  et  qu'il  en  est 
de  même  de  chacune  des  diagonales  telles  que  a'a"\  etc. 

En  ellet ,  deux  points  coniigus  a',  a"  manpient  sur  deux 
droites  SA',  SA"  deux  divisions  liomographiqucs  dont  le 
point  S  est  un  point  commun,  puisque  le  côté  a' a"  tourne 
autour  d'an  point  P'  (102),  Pareillement  le  point  suivant 
a'"  marque  sur  la  droite  SA'"  une  division  qui  est  )iomo- 
graphi<|ue  A  la  division  marquée  sur  A",  et,  par  consé- 
quent, à  celle  marquée  sur  la  droite  A';  et  ainsi  de  suite. 
Donc  deux  sommets  quelconques  forment  sur  les  deux 
droites  qu'ils  parcourent  deux  divisions  liomographiques 
qui  ont  un  point  commun  en  S ,  point  de  concours  de  ces 
droites.  Donc  la  droite  qui  joint  ces  deux  sommets  tourne 
amour  d'un  point  fixe;  ce  qui  démoutre  tes  deux  pan 
du  théorème. 
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CHAPITRE  XVllI. 

niÉTÉS    DL'    QLADElILtTÈltE    RBLlTIVES    A    l'iNVOLVT 
ET    *    tA    nivrSIO»    (lAKMOKIQtJE- 


1. 

339.  Toula  transversale  menée  flans  le  plan  d'un  qua- 
drilalhiv  rencontre  ses  çiiaire  côtés  i-l  ses  deux  diagonales 
en  six  points  qmsont  en  involitlion. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  (yîg'.  5ii}.  Une  transversale  L 
rcncoutre  en  a  et  a'  les  di;ux  côtés  opposés  AB ,  CD  ;  en  b 
et  b'  les  deux  autres  côtés  AD,  BC;  et  en  c  et  c'  les  deux 
diagonales  AC,  BD.  Les  six  points  a,  a';  b,  h'  et  c,  c', 
CDnjugaés  deux  à  deux,  sont  en  involution. 

En  elVet ,  les  quatre  droites  issues  du  sonimet  A ,  savoir, 
AB,  AC,  AD  et  A(.''  rencontrent  la  diagonale  BD  aux 
mêmes  points  que  les  quatre  droites  issues  du  sommet  C, 
CB,  CA,  CD  et  Ce'.  Le  rapport  auliarmontque  des  quatre 
premières  est  donc  égal  ii  celui  des  quatre  autres.  Consé- 
quemment  le  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  «, 
c,  b,  c',  dans  lesquels  les  quatre  premières  droites  ren- 
contrenlla  transversale  L,  est  égal  ;'■  celui  des  quatre  points 
A',  c,  fl',  c',  dans  lesqu<.'ls  les  quatre  autres  droites  ren- 
contrent la  même  transversale. 

On  peut  changer  l'ordre  de  ces  quatre  derniers  points  et 
écrire  a',  c',  b\  c  (il  ) .  Or  ces  quatre  points  comparés  aux 
quatre  premiers  a,  c,  b,  c',  un  a  un  respectivement,  don- 
nent les  trois  systèmes  «,  a';  i,  b'  et  c,  c'.  El  puisque  le 
wppori  aubarmonique  des  quatre  points  «,  b,  c,  c'  est 
^al  A  celui  ties  quatre  points  correspondants  n\  b',  r\  c. 
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ou  vu  conclut  que  tes  Irois  syalcmes  des  deux  points  a,  a'i 

iV,  A' et  c,  c' forment  une  involution  {182).        c.   q.  f.   p. 

340.  Gjkbtrbctioh  du  sixième  poibt  d'une  ihvolîitiom. 
—  Le  théorème  (^39)  peut  servir  pour  déterminer  par  de 
simples  intersections  de  lignes  droites  le  sixième  point  for- 
tuant,  avec  cinq  points  donnés,  une  iavolution.  En  effet, 
soient  h,  b'\  c ,  c'  deux  couples  de  points  conjugués ,  et  a 
le  cinquième  point  dont  il  s'agit  de  trouver  le  conjugué  a'. 
On  mène  par  le  point  a  une  droite  indéfînic  sur  laquelle  on 
prend  arbitrairement  deux  points  A,B.  Les  droites  Kè, 
Ac  rencontrent,  respcctivemenl ,  les  droites  Bc',  B6'  en 
deux  points  D,  C  ;  et  la  droite  CD  détermine  le  ^wint  a'. 

341.  Dans  tout  quadrilatère,  les  rfciur  diagonales  Hi- 
vùent  harmoniquemenl  la  droite  qui  joint  tes  points  de 
concours  des  côtés  opposes. 

Cette  proposition  est  une  ronsétiuence  du  théorème  pr*- 
cédeuL;  il  suilit  de  prendre  pour  la  transvci-sale  L  la  droite 
qui  joint  Ifs  [loinls  de  concours  des  côtés  opposés;  chacun 
de  ces  deux  points  est,  dans  l'involuLton  ,  un  point  double^ 
Ils  divisent  donc  harmoniquemenl  le  segment  compris  entre 
les  deux  diagonales.  Du  reste,  la  démonstration  du  théft^ 
rème  général  s'applique  d'elle-même  à  ce  cas  particulier. 

Observation,  — On  peut  dire  aussi  qu'une  diagonale  esC 
divisée  harmoniquemenl  par  l'autre  diagonale  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

342.  CoMSTncCTiow  nu  quathième  harmohique  a  trou 
POINTS  DONMËs.  —  La  pi'oposîtion  précédente  peut  servir 
pour  trouver,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites  , 
le  quatrième  harmonique  à  trois  points  donnés.  Ainsi  E| 
F  et  A  {fis-  5i)  étant  les  trois  points  donnés,  on  veut  dé- 
terminer |p  point  g  conjugué  harmonique  de  h  par  rapport 
nii\  deux  F,,  F.  On  mène  par  les  jminis  K,  F  deux  drgites 
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qticlconqui-s  EC.  FC;  par  le  poini  h  une  transversale  qui 
rencomre  ces  deux  droites  en  D  et  B;  puis  les  deux  diago- 
nales FD ,  Eli  qui  se  eoupeul  en  A  ;  el  enfin  la  droite  CA 
fjui  détermine  le  point  ^  (*). 

11. 

343.  Les  six  di-oiles  menées  d'un  même  point  aux 
ijuatre  somineU  et  aux  points  rie  concours  des  côtés  oppo- 
sés d'un  quadiilaière,  forment  un  faisceau  en  invotution. 

Soit  ABCD  If  quadrilatère  {fig.  5a)i  E.  F  les  points  de 
concours  de  ses  côtés  opposés;  O  le  point  d'où  l'on  mène 
les  six  droites  OA,  OB,  etc.  La  droite  ()E  rencontre  les 
deux  côtés  opposés  AD,  bC  en  deux  points  e,  u';  de  sorte 
qu'on  a  sur  ees  cotés  deux  séries  de  quatre  points  A  ,  D,  <', 
F  el  B,  C,  c',  F  dont  les  rapports  an  harmoniques  sout 
égaux,  puisque  les  trois  droites  AB,  DC,  ec' concourent  au 
mÉme  point  E.  Il  s'cosuit  que  les  quatre  droites  OA,  OD,  OE, 
OFont  leur  rapport  auharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  OB,  OC,  OE,  OF.  On  peut  changer  l'ordre  de 
ccIIes-ci  et  écrire  OC,  OB,  OF,  OE  (4S) ,  de  manière  que 
les  quatre  droites  OA ,  OD,  OE,  OF  correspondent  une 
â  une,  respectivement,  aux  quatre  OC,  OB,  OF,  OE.  Alors 
on  a  les  trois  systèmes  de  deux  droites  conjuguées  OA,  OCj 
OD,  OB  cl  OE,OF,  qui  sont  telles,  que  quatre  dix)ites 
appartenant  aux  trois  systèmes  ont  leur  rapport  anhar> 
monique  égal  à  celui  des  quatre  droites  conjuguées.  Donc 
les  six  droites  forment  une  involution  (243).       c.  q.  f.  p. 

.■autrement.  La  proposition  se  peut  conclure  directement 
du  iliéorèmc  (339)  ;  et  réciproquement. 

Eu  eflet,  les  deux  droites  OA  ,  OB  donnent  lieu  au  qua- 
drilatère OAFB  dont  les  deux  diagonales  sont  OF,  AB.  La 


1 
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droite  DC  coupe  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  de 
ce  quadrilatère  en  aîx  poiuis  qui  sont  en  involutiou  (339). 
Donc  les  sis  droites  OA ,  OC;  OB,  OD  et  OE,  OF,  qui 
passent  par  ces  six  points,  sont  elles-mêmes  en  involtl- 
lion.  c.   Q.   F.    1*. 

344.  CoBOLLAiRE.  —  Le  point  O  peut  être  à  l'infîni , 
alors  les  six  droites  menées  par  les  sommets  et  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilalisi-e  sont  paral- 
lèles, mais  elles  rencontrent  toujours  une  même  droite  en 
six  points  en  involution.  Nous  dirons  donc  que  :  Lex  pro- 
jections lies  quatre  sommets  et  des  Heiix  points  tte  concours 
des  côtés  opposés  d'un  quadriiatèi^,  sur  une  droite,  sont 
six  points  en  involution. 

345.  Supposons  que  le  point  par  lequel  on  mène  des 
droites  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  des  c6tés 
opposés  d'un  quadrilatère  soit  un  des  points  d'intersection 
des  deux  ci rconfé renées  de  cercle  décrites  sur  les  deux  dia- 
gonales ,  comme  diamètres  \  les  droites  menées  de  ce  point 
à  chaque  couple  de  sommets  opposés  seront  rectangulaires; 
11  s'ensuit  que  les  deux  autres  droites  de  l'iuvolution  se- 
ront aussi  rectangulaires  (240) ,  et,  par  conséquent,  que  la 
circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés,  comme  diamètre,  passera  par 
les  mêmes  points  que  les  deux  autres  circonférences.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Les  trois  circon/ëivncc-s  di:  cercle  qui  ont  pour  diamètres 
les  diagonales,  i;t  la  droite  qui  joint  les  points  de  concourt 
des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère,  ont,  toutes  trois,  les- 
mêmes  points  d'intersection. 

¥a,  par  conséquent: 

Les  points  milieux  des  deux  diagonales  i/'iin  qiiadrda- 
Icre  et  la  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 
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Ce  second  théorème  sera  démontré  plus  loin  d'une  ma- 
nière plus  directe,  et  comme  cas  particulier  d'une  autre 
proposition  (319). 

346,  Dans  tout  quadrilatère,  les  deux  liiagonales  et 
les  droites  menées  de  leur  point  de  rencontre  aux  points 
de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  faisceau  har- 
monique. 

Cet  proposition  résulte,  comme  cas  particulier,  du  théo- 
rème général  (343) ,  et  se  démontre  aussi  directement,  de 
la  même  manièi'e. 

On  peut  encore  la  conclure  du  théorème  (341).  Car, 
puisque  les  deux  points  g-,  A  {fig.  5i)  divisent  harmonî- 
quemeni  le  segment  EF,  les  deux  di-oitea  l'g,  ih  sont  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  deux  droites  /E,  i  F; 
ce  cpii  exprime  le  théorème. 

III. 

347.  Etant  pris  nrhitraircment  un  point  V  dans  te  plan 
d'un  quadrilatère,  les  polaires  de  ce  point  relatives  aux 
trois  angles  dont  l'un  est  formé  par  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère,  le  second  par  les  deux  autres  côtés  op- 
posés, et  le  troisième  par  les  deux  diagonales,  ces  trois 
droites,  dis-jc,  passent  par  un  même  point  P'. 

Nous  appelons /)o/(i(>'f  d'un  point  P,  relative  à  un  angle, 
la  droite  conjuguée  harmonique  de  celle  qui  joint  le  point  P 
au  somoicE  de  l'angle,  par  rapport  aux  deux  côtés  de 
cet  angle  (79). 

Soit  ABCD  [fig-  5a  bis)  le  quadiHaière,  et  P' le  point  de 
rtncontre  des  polaires  du  point  P  relatives  aux  deux  angles 
AEB,  AFD  formés  respectivement  par  les  deux  couples  de 
cfttés  opposés.  Je  dis  que  la  polaire  relative  à  l'angle  DGC 
des  deux  diagonales  passe  par  ce  point  P'.  En  efVet ,  la  droite 
PP'  rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du 
i]aadrilatère  en  six  points  qui  sont  en   involulton  (339). 


■nULtrt  DE  GEOH^TUE  SCPtKTECRE. 
Or  le»  desx  porau  P.  P'  KUit  conjurés  hannoiûcjBes  pu 
lapfWt  «BZ  dcoz  points  appartmant  las  deux  prcmic» 
ttmét,  et  psr  rapport  aux  deux  pointa  apparieaant 
aax  dou  aaira  càiès  opposés,  paÏMjw  P'  est  en  même 
Innp*  Hir  lo  deox  premières  polaires.  Donc  letdoix  prânla 
P,  P"  mil  le*  points  doubles  de  rioTolotion  fâOS);  donc  iU 
diviienl  hannonitjacment  le  segment  compris  sur  la  unns- 
trertale  cotre  les  deux  diagonales  :  donc  le  point  P'  appar- 
tient â  la  polaire  du  point  P  relative  à  ces  deux  diagonales. 
I«  théorème  est  donr  démontré. 

348.  CoBoiXAiBE.  —  Si  le  point  P  est  à  1  laâni  sur  une 
droite  menée  arbitrai n-meut  dans  le  plan  du  quadrilatère, 
•a  polaire  par  rapport  a  deux  eàles  opposés  passera  par  le 
milieu  du  segment  ÎDierteplé  snr  cette  droite  entre  les  deux 
ciblés  (81))  ;  on  eu  conclut  ce  ihéorime  : 

f/iitf  tiansversale  étant  tracée  ilans  le  flan  li'tin  qua- 
ilriiatère,  la  itroite  menée  du  point  lie  concours  fie  tleux 
côtés  opponés  an  point  im'Ueu  du  segment  intercepté  sur 
la  transversale  entre  ces  deux  câlésj  la  droite  menée  sem- 
hlahUment  du  point  de  concours  des  deu.T  autres  côtés  au 
point  milieu  du  segment  comprif  sur  la  transversale  entre 
ces  deux  côtés;  et  enjin  la  droite  menée  du  point  de  ren- 
contre des  deux  diagonales  au  point  milieu  du  segment 
compris  entre  ces  deux  droites  :  ces  trois  droites,  dis-jCj 
passent  par  un  même  point. 

1\. 

y49.  Êtattt  donné  un  quadiilatére,  si  l'on  mène  une 
transversale  (jm  rencontre  ses  deux  diagonales  et  la  droàe 
qtti  joint  les  points  de  concours  des  côté^  opposés,  et  qu'on 
prenne  sur  ces  trois  droites  les  points  qui,  avec  la  trans- 
versale, les  divisent  liarmoniquentenf .  ces  points  seront 
en  ligne  droite. 

Soicnl  g.  A,  I  [Jig.  53)  les  trois  points  piovenant  de  lin- 
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tcTScttioii  des  deu!C  diagonales  AC,  IID  ei  de  Ja  di-oîu:  EF 
par  une  transversale  L;  et  soient  g'',  h\  i'  les  conjugués 
harmoniqncs  de  ces  trois  points  par  lappoit  aux  trois 
droites  AO,  BD,  EK,  rcspeciivcmeni.  Je  dis  que  les  trois 
points^.  A',  i' sont  en  ligne  di-oile.  En  elTel,  soit  O  le 
point  de  renconlre  de  la  droite  g' h'  et  de  la  droite  h.  Les 
droites  menées  de  ce  point  aux  quatre  sommets  et  aux  deux 
points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont 
en  involulion  (343).  Or  les  deux  droites  Og,  O^'  soûl  con- 
juguées liarmoniqiies par  rapport  aux  deux  OA,  OC,  parce 
que  les  points  g  et  g'  divisent  harmoniquement  la  diago- 
nale AC;  elles  le  sont  aussi  par  i apport  aux  deux  OB,  OD, 
par  une  raison  semblable.  Donc  elles  le  sont  aussi  par  rap- 
port aux  deux  autres  droites  de  rinvoluiion ,  OC,  OF  (2M). 
Mais  la  première  passe  par  le  point  /;  donc  la  seconde 
passe  par  le  point  ('.  Ce  qui  démoutrc  le  théorème. 

ConoLLAinE.  —  Si  la  droite  1.  est  à  l'infini,  les  points 
g',  A',  ('  seront  les  milieux  des  droites  AC  IJD,  EF;  par 
conséquent  ;  Dans  tout  quailrHatèi'e,  les  points  nidieux 
des  lieux  diagonales  t^t  tic  la  droite  qui  joint  les  po'mis  de. 
concours  des  côtés  opposes  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

C'est  le  théorème  déjà  démontré  par  d'auires  considéra- 
tions (34S). 


350,  Dans  un  quadrilatère,  on  peut  considérer  les  deux, 
couples  de  sommets  opposés  et  les  deux  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  comme  formant  frais  coup/es  de 
points  en  involution. 

Il  existe,  entre  ces  six  points,  les  relations  à  six  et  à 
huit  segments,  et  plusieurs  des  équations  ti  trois  termes 
'  qui  ont  lieu  entre  six  points  en  inwolulion. 

Et  si  l'on  mène  dans  le  plan  du  i/uadn'la'f-rr  une  ou 
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fiettx  droites  fixes  quelconques,  il  existera,  entre  les  tiis- 
lances  des  siv  points  du  quadrilatèi-e  à  ces  droites,  des  re~ 
lotions  sembinbles  à  celles  qui  ont  lieu  entre  six  points  en 
involution  et  un  ou  ileiix  points  arbitraires. 

Ces  propriétés  très-diverses  du  quadrilatère  résultent 
immédialemeat  des  relations  d'iiivoliiliou ,  par  cette  simple 
considération,  que  la  projcciiou  des  sommets  et  des  pointa 
de  concours  Aes  côtés  opposés  du  quadrilatère,  sur  une 
di-oiie,  donne  sixpoînlâ  en  involution  [3M). 

En  elfet,  chacune  des  vclaiions  d'involution  est  formée, 
en  général,  de  divers  rapporta  de  deux  segments,  et,  dans 
la  plupart,  les  deux  segments  de  chaque  rapport  corres- 
pondent à  deux  segments  eu  ligue  droite  dans  le  quadrila- 
tère ;  d'où  il  résulte  que  le  rapport  des  deux  segments  en 
pixijection  est  égal  à  celui  des  deux  segmeuts  appartenant 
au  quadrilatère,  et,  par  suite,  que  la  relation  des  six  points 
en  involution  s'applique  aux  sis  points  du  quadrilatère. 
On  a  doue  ainsi  naturellement  des  propriétés  du  quadri- 
lalére. 

Il  nous  suffira  d'énoncer  vç&  théorèmes,  en  indiquant 
seulement  celles  des  formules  d'involution  d'où  ils  dérivent. 

Soit  hWab  (Jig.  54)  le  quadrilatère,  dont  A,  a  sont  deux 
sommets  opposés,  li,  b  les  deux  autres  sommets  et  C,  c  les 
deux  points  de  concours  des  côtés  opposés.  Ces  six  points 
donnent  lieu  à  des  relations  telles  que  les  suivantes  : 

AB.Ai       oB.oi     ,  .„,, 

II.  Ai   Bc.Ca  =  ^aB   fcC.rA      (éqiiat.  I>), 

OU 

«B    bC    cA 
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Celle  écjiution  résulte  de  la  formule  entre  «{uaiie  ^loînts  a, 
a',  h,  b'  et  un  point  double  e. 

Pour  appli(]ucr  cette  relation  au  quadrilatère,  il  suflil  de 
faire  la  projeetion  par  des  droites  parallèles  à  Cr,  de  ma- 
nière n  avoir  uu  point  double  eu  projection. 


BA       Bi 


iG" 


On  lire  la  première  de  ces  deux  équations  île  celle  qui  pré- 
cède, en  observant  que  la  diagouate  B/>  l'iaot  divisée  har- 
moniquemcnt  en  G  et  c  (3H),  ou  a 


bu       hr        bO 


(BIJ. 


El  la  seconde  équation  i-ésulte  immédiatement  de  la  pre- 

VU.  Désignant  les  distances  des  sJs  sommets  et  points  de 
concoursdu  quadrilatère,  à  une  droite  fixe  M,  par  (Â,  M), 
(a,  AI),  etc.,  et  appelant  a,  ê,  y  les  points  milieux  des 
deux  diagonales  ha,  H&  et' de  la  droite  Ce,  on  a  la 
relaùon 
(A,M)(a,M).67-f-(B,M)(i,  M)  yi -(- (C,  Mj(c,  M]  «6  =  0. 

En  eflet,  si  l'on  projette  la  figure  sur  une  droite  perpen- 
£culaire  à  la  transversale  M,  les  distances  ou  perpendicu- 
Uirea  (A,  M) ,  etc.,  conservent  les  mêmes  grandeurs  en 
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projecliuii,  vl  les  scguieiils  ëy  ,ya^  aë  sont  proporlioiiiiels'' 
à  leurs  pi-ojeclions ,  parce  ijue  les  trois  points  «,  6,  y  sont 
en  ligne  droiie  (349,  corol.);  de  sorte  qu'on  retrouve  la 
relation  d'involution  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire 
(i  ,  21S);  et,  par  conséquent ,  de  cette  relation  se  conclat 
la  pi-oposition  actuelle.  I 

Vin.  CotiOLLAiHE.  —  Si  la  droite  M  passe  par  le  som- 
met A,  le  rapport  des  distances  des  deu\  points  6  et  c  à 

1     ■  ■     1  AB  ,        .        , 

cette  droite  est  égal  au  rapport  — >  cl  de  même  le  rapport 

des  dislances  des  deux  points  />  et  C  à  la  m 

égal  à  —  ;  de  sorte  que  l'équalion  su  riVluit  à 


)ilp  est., 


AC 


AB.Ai 
AC  Ae  " 


sS 


IX.  Soit  une  droite  G\e  N  ;  désignai 
rois  points  qui,   avec  celte  drc 


n  t  par  a  ,,€,,}',  les 
harmonique- 
ment  les  deux  diagonales  Aa  ,  Bh  et  la  droite  Ce  ,  respec- 
tivenienl ,  et  appelant  n  le  point  d'intersection  de  la  droits 
a,  S,  y,  (349)  par  la  droite  j\  ,  on  a  la  relation 

giYi.ng,  7ig,-w6i  a.è..n;,      _ 

(A,N)(a,  Nj'^(B,N)(ft,N}^(C,\)[f,  N)  " 
Cette  équation  dérive  de  la  première  équation  du  n" 
de  mime  que  la  précédente  de  l'équation  (i ,  21S). 

X.  Les  deux  théorèmes  précédents  peuvent  être  considé> 
rés  comme  des  cas  particuliers  d'une  m^me  proposition  gS^ 
nérale,  dans  laquelle  on  considère  les  distances  des  points 
du  quadrilatère  à  deux  di-oites  fixes  M  et  N.  On  a ,  quelles 
que  soient  ces  deux  droites, 

(A.  M)  (a.  M)  (B,M)(fr,  M) 

"  ",N)(*.N) 


(A,N)(* 


r«.7.- 


"(C,  N)(c,  N)  "' 
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Car  celte  équation  résulte  naturellement  de  la  formule 
(£15) ,  relative  k  un  faisceau  de  six  droites  en  in\olution. 

XI.  or,  6,  y  étant  les  milieux  des  deux  diagonales  A  a , 
B&  et  de  la  droite  Ce ,  on  a  la  relation 

— ■  9  — ; 

xa.^f  -h  66.7 f  H-  '/c.ao  4-  ao.Çy  72  =  0. 

Eu  ellêt,  si  Ton  projette  orthogonalemeiit  la  iiguie  sur 
uue  droite  X,  on  a  six  points  en  involulion  (3ii),  cl  en 
appliquant  le  théorème  (222) ,  ou  en  conclut  l*it|uation 

— -2  : 

za.COS- (ZI7,  X    .€7  -h  06.COS' ■€  A,  X    .77 

X 

-r  7C.cos-(7c,  X).a€  -h  3to.Ç7.7ï  .  cos-  (xS,  X;  =0. 

Pour  une  autre  droite  X',  on  a  une  n^lalîoii  seniblabli*; 
et,  en  supposant  les  deux  droites  nM'tangiilairrs,  on  conclut 
des  deux  équations,  ajoutées  membre  à  membre,  cH.'lle  qu'il 
s^agit  de  démontrer. 

Remarque.  —  Celte  ck]uatîon  prou\c  (d*après222)  que 
les  circonférences  décrites  sur  les  trois  droîles  V/i,  \\b  et 
Ce,  comme  diamètres,  ont  le  même  axe  radical  (2(K}). 

XII.  Les  trois  droites  A/i,  HA,  Cr  étant  couj>ées  en 
V,  v',  y"  par  une  transversale  N,  on  a  la  relation 


7  — j  — j 


2,a       €,7,        6,Z»      7,  a,        7,r       a.^i,        a,  C.  .0,7,  .7,  a, 

H T    (I, 


va 


dans  laquelle  a,,  c,.  y,  et  ^/  ont  la  même  signKieatiuii  que 
dans  le  théorème  IX. 

En  effet,  par  une  projection  de  la  figure  sur  une  droite 
perpendiculaire' à  la  droite  N  ,  celle  relation  se  change  en 
une  propriété  de  six  points  en  invohition  (222.  corail,  II). 

M. 

351 .  Dans  tout  quadrilalcre  1rs  deux  couples  de  côtes 
opposes  et  les  deux  diai^onales  forment  trois  couples  de 
droites  qui  donnent  lieu ,  relativement  aux  anç^les  quelles 

'7* 
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font  cniFc  elles,  il  toutes  Ira  itdalions  il'iiivolulion  •î'mi 
Jaitceaii  de  tix  di-oitvs. 

En  ctlct,  si  l'oD  conçoit  une  transversale  menée  arbi- 
[rairemcnt ,  elle  rencontrera  les  quatre  côt&  et  les  deux  dia- 
gonales du  quadrilatère  en  six  poinU  en  involuiion  (339); 
et  Ica  droîles  menées  d'un  même  point  a  ces  six  points  for- 
meront un  faisceau  en  involution.  Si  la  transversale  s'é- 
loigne il  l'inlini ,  ces  six  droites  seront  parallèles  aux  quatre 
côtés  CL  nux  deux  diagonales  du  quadrilatère.  Donc  ,  etc. 

^ntivmcnt.  On  peut  donner  du  ihcorème  une  démons- 
tration directe.  Qu'on  mène  par  les  sommets  opposés  A, 
C,  des  parallèles  à  la  diagonale  1)B  [fig.  55)  ;  ces  sommets 
nt^-out  les  ecuire»  de  deux  faisecaux  dtquatrc  droites  ayant 
](T»  mêmes  rapports  anharinoiiiques,  parce  que  les  quatre 
dmitca  du  premier,  AI),  Ail,  AC  et  Al,  irucoulrenl,  res- 
pectivement, les  quatre  droites  du  second,  CD,  CB,  CA  ot 
Cl',  en  quatre  \xiia\a  en  ligue  droite.  Cliangeaut  l'ordre 
dei  quatre  droite»  du  seeoud  faisceau,  iioiu  dirons  que  le: 
deux  «{riiM  de  quatre  droites  AD,  AU,  AC,  Al  et  CB,  CD, 
CI',  CA  Mit  leurs  rapports  ankarmoniques  égaux.  Or  Icf 
dfii\  ACitC.V  cohuident.  et  les  deux  Al  et  CI' sont  paral- 
JtMi's.  Doue  li--^dt'n\  st'ries  ne totitieiineut  .quant  à  la  direc- 
tion, ntii'si\ilniiiC'i,  ionjui;ui.'i-s  deux  à  deux:  et  par  consé- 
iliii-iit,  en  \eitn  di'  1  c^.iiité  dt's  rapports  auliarmoniques, 
.0.  MV  .In.ites  .>nt  enliv  eile«  louies  l.-s  relations  d  itM<dn- 
liox  lï!t:n     I  e  ll.eoivi.u-  .si  ,i,.ne  de.uoniré. 

(;,...,. Il  uni.  On  e,.;Hliil  du  tWvrèmr.  d'après  une 
l.r.,pW>tM'n,v.dn.i,.n^-^UiUque: 

ij ,./.i...i   .,■;.■-.,■.■■;■,-■.    r  .'!   :-A.:.!ri!.,U-r.-  sont  r,-c- 


i.di  . 


353.  Un  triangle  ABC,  dont  les  cbiés  sont  coupés  par 
uue  transversale  en  trois  points  a,  b,  c  { fig.  56} ,  peut  être 
l'ODsidét'é  comme  un  quadrilatère  AB  ab,  dont  les  points  de 
concours  des  càtés  opposés  soin  le  sommet  C  du  triangle 
et  le  point  c  sur  le  côté  opposé  AB.  Par  eonséc[ueni ,  les  di- 
verses propriétés  du  quadrilatère  s'appliquent  au  triangle, 
notamment  celles  dans  lesquelles  nous  avons  eousidéré  les 
trois  couples  de  points  A,  «;  B,  /*  et  C,  v  comme  n'ois 
couples  en  involalion  (350). 

De  ces  propriétés,  nous  ne  reproduirons  ici  que  la  se- 
conde, qui  donne  lieu  À  cette  proposition  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  coupé  par  une  traii.wer- 
mle  abc,  îl  existn,  entre  les  segiuenls  tjiie  cette  liroife 
fait  sur  ses  côtés,  la  relation 

aB     &C    cA _ 

Ce  théorème  dérive  ici  iinmédiaiemenl  de  celte  considé- 
ration, que  les  projections  des  sommets  du  triangle  et  des 
(rois  points  a,  £,  c  sur  une  même  dioiu!  forment  six  points 
en  involuiîoii  (350),  proposition  dont  la  démoatlra lion  a 
êlé  très-simple.  Mais  on  peut  démontrer  le  théorème  direo 
teraenl  de  diverses  autres  manières  également  simples. 

Qae  l'on  mèoe  la  droite  ah'  parallèle  au  côté  BA ,  et  que 


k 
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l'on  considère  les  tjuativ  draïus  issues  du  polut  a,  les- 
quelles élaiil  coupées  par  les  dcus  côtés  AC,  Alî,  donnent 


Ma 


^  Va  " 


.  puisqu. 


(is!- 
t  parallél 


BA.  Donc 


Autrement,  La   Iransversali^  donne  lie 
angles  hbc,  Bca,  Cab,  dans  lesquels  on  •• 


Multiplia  m 
éfiulte 


.  Irois  équalions  membre  à 


Ainsi  le  produit  des  ti-ois  rapports  est  é^al  à  l'unité.  Mais 
il  ne  s'agit  ici  que  de  la  valeur  ntunérique,  ou  absolue,  du 
produit,  abstraction  faite  de  son  signe,  parce  que,. dans 
les  proportions  dont  nous  nous  sommes  servi ,  les  rapporU 

r—i  etc. ,  n'admelienl  pas  de  signes,  puisque  les  deux  seg- 
ments qui  y  ciiireni  sont  comptés  sur  des  lignes  difl'érentes. 
Par  consé([uent  la  démonstration  n'est  pas  complète  comme 
les  précédentes  \  il  reste  à  démontrer  qu'en  observant,  relati- 
vement aux  segments  formés  sur  chacun  des  trois  côtes  du 
triangle,  la  règle  générale  des  signes,  c'est  le  signe  -+■  qui 
convient  au  second  membre  de  l'équation.  Or  cela  résulte 
d'une  vérification  facile  ;  car  il  ne  peut  arrïver  que  deux  cas 
relativement  à  la  position  des  trois  pointa  a,  i',  c,  savoir, 
que  deux  de  ces  points  soient  sur  deux  côtés  du  triangle,  et 
le  troisième  sur  le  prolongement  du  ti-oisièmecôté,  où  bien. 


nATtt.  DE  GEOliETUF.  StrÊaJEUttC.  a6i 

r^ue  I»  trois  poiots  wieni  loos  lo  trots  sor  les  proloogr- 
menU  des  trois  c6tës.  Daot  le  premier  cas,  deux  rapports 
seront  n^alifa  et  le  tmisièmc  positif,  et.  daos  le  tecoad 
cas,  ils  seront  tous  les  trois  positifs.  De  sorte  que  le  signe 
du  produit  des  trois  rapports  est  toujours  positif. 

3S3.  LcvME. —  Si  par  let  tommels  d'un  triangle  ABC 
€m  mène  trois  droâes  tjitelcomnie.%  qui  rencontrent  /<*• 
eétés  appâtés  en  trois  points  a .  b,  c ,  on  aura  la  relation 


oB    bC.    . 
aC'  bk'\ 


haAB    stn^BC 
■«AC'mb£Ba' 


ttans  laquelle  s'observe  la  règle  det  signes. 

Chaqoe  ra|iport  de  segments,  tel  que  —  \Jig-  57yaévi- 
denunetit  le  même  signe  que  le  rapport  de  sinas  correspon- 
dant   n  suffit  donc  de  démontrer  qne  les  denx  mem- 

sin  <i  AB  ^ 

bres  de  l'cqaation  sont  égaux  numériqaemeni.  Or  on  a, 
dans  le  triangle,  les  trois  équations 


AB    AB 

ÈC 

sinfrBC    BC 

rA        sini-CA    CA 

au' ac' 

bh~ 

MR^BA    Ba' 

fB~sin<-CB    CB 

qui,  mnliiplîéps  membre  à  membre,  donnent  Téquation 
qn'il  s'agit  de  démontrer.  Donc ,  etc. 

354.  Si,  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  (_fig-  58) 
on  mène  trois  droites  rencontrant  les  côtés  opposés  en 
trois  points  a ,  b,  c  situés  en  ligne  droite,  il  existe,  entre 
les  sinus  des  angles  que  ces  droites  font,  cliacune  avec  tes 
lieux  cités  de  l'angle  d'oïl  elle  part ,  la  relation  suivante  : 


t») 


Cette  propo»ili< 
lemme. 


n  fcBC 
fTÏBÂ' 


^snlte  de  la  précédente 


C 


90: 

t         " 
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Âuirtmu^nt.  —  1^  figure  présen le  un  ({uadrilaièrc  KWab 
•»w  s»s  dcns  <liagnnak-5  ut  la  droite  qui  joint  les  poiois  de 
concours  des  côtés  opposés  ;  et  la  relation  (ju'il  s'agit  de  dé- 
nmatirr  est  une  des  relations  d'involation  qui  ont  lieu 
dans  ce  quadrilatère,  en  vertu  du  théorème  général  (351  ). 
Doue,  i-tc. 

355.  Les  réciproques  des  deux  théoj'èmes  (352  et  354) 
sont  vraitrs,  c'est-à-dire  que  si,  sur  les  trois  côtés  tfun  tri- 
angle ABC  on  pivnd  trois  points  a ,  L,  c  tels,  efiœ  Vime  ou 
Fautn  des  deux  équations  (■)  et  {i)  aitHeu,  ces  trois  points 
setr>nt  en  ligne  droite. 

En  effet,  appelons  c'  le  point  où  la  droite  ab  rencontre 

rM<AR,onaura(352) 


Kl  puisqui-,  par  hypothèse,  l'équalion  (i)  a  lien,  il  s'ensuit 


ï«  uui  «l'ouït'  que  le  point  c'  coïncide  avec  te  point  c.  Le 
raisonnement  est  le  mfïme  à  t'égard  de  l'équation  (a) . 

Triangle  dADs  \ci\ue\  trois  droites  menées  par  les  somniels 

^SîW.  Si  d'un  point  O  [fig.  Sg)  on  mène  des  droites  aux 

I  sommets  d'un  triangle  ABC,  ces  droites  et  les  cAtés 

ingle  forment  les  quatre  c-6téa  et  les  deux  diagonales 

1  quadrilatère  OACB;  par  conséquent,  il  existe  entre 

is  droites  cl  les  côtés  du  triangle  toutes  les  relations 

I  qui  ont  lieu  dans  un  faisceau  de  six  droites  en 

i  (351  )  ;  de  là  icsulleut  diverses  propiïélés  dn  iri- 


rcproduirons  ici  que  la  suivante  : 


'  triangle 
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ABC  passent  par  un  même  point  O,  on  a  entre  les  sinus 
des  angles  quelles  Jbnt,  chacune  a^^ec  les  deux  côtés  de 
Fangte  (Vois  elle  part,  la  relation 

sin  OAB    «inOBC    sinOCA  _  ^ 
^^  sin  OAC  '  «n  OB A  '  «in  OCB  ""       *  * 

n  est  très-facile  de  démontrer  ce  théorème  directement  ;  il 
suffit  de  considérer  les  trois  triangles  qui  ont  pour  sommet 
commun  le  point  O ,  et  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle 
ABC;  ils  fournissent  les  trois  équations 

sinOAB_OB       sin  OBC  __  OC       sin  OCA  _  OA 
sin OBA  "  OA '     sinOCB""OB'     sinOAC""OC' 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  donnent 

sin  OAB    sin  OBC    sin  OCA  __ 
sin  OAC  '  sin  OBA  "  sin  OCB  ""  '' 

Cette  équation  n*implique  que  la  valeur  numérique  de 
lexpression  qui  forme  le  premier  membre ,  parce  que  les 
équations  dont  on  a  fait  usage  ne  comportent  pas  de  signes. 
Mais  on  reconnaît  immédiatement  que  si  Ton  applique  à 
la  figure  le  principe  des  signes ,  chacun  des  trois  rapports 
de  sinus  est  négatif  quand  le  point  O  est  situé  dans  l'in- 
térieur du  triangle ,  et  que  deux  de  ces  rapports  sont  po- 
sitifs et  le  troisième  négatif  quand  le  point  O  est  pris  au 
dehors  du  triangle,  d^oii  il  résulte  que  le  second  membre 
de  Féquation  est  —  i. 

357.  D'après  le  lemmc  (353)  on  peut  remplacer  dans 
Téquation  (3)  les  sinus  des  angles  par  les  segments  que  les 
trois  droites  forment  sur  les  côtés  ;  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Les  droites  menées  d'un  ménie  point  aux  trois  sommets 
d'un  triangle  ABC  (fig.  6o)  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  trois  points  a ,  b,  c  tels,  que  Von  a  Féquation 

,f.  <iB     hZ     cK 

nia     oK    rB 
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358,  Les  réciproques  des  deux  iliéoromos  précédents  oni 
cvidctnnieDt  lieu;  c'est-à-dire  que  :  si  par  les  sommets  iVun 
triangle  ABC  on  mène  trois  droites  telles,  que  l'tme  ou 
l'autrs  tics  deux  équations  (3  et  4)  soit  vérifiée,  les  trois 
droites  passeront  par  un  même  point. 

m.  Théorèmes  dans  lesquels  on  considère  a  la  fois  un  poini  et 
une  droite  dans  le  pjan  d'un  tri^ingle. 

359.  Étant  donnés  un  triangle  et  une  tj-ansfersale , 
si  d'un  même  point  on  mène  des  droites  aux  sommets 
du  triangle  et  attx  points  où  fa  transversale  rencontre 
les  côtés  opposés,  ces  droites  formeront  trois  couples  en 
involution . 

En  effet,  le  triauglc  ABC  {ftg.  6i)  et  la  transversale 
forment  un  quadrilatère  ABaA  dont  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  sont  le  sommet  C  du  triangle  et  le  point  c 
intersection  du  côté  opposé  AR  par  la  transversale.  Les  six 
droites  que  l'on  a  à  considérer,  savoir  OA,  OB,  OC,  et 
leurs  conjuguées  On,  Oft,  Oc,  forment  donc  un  faisceau  en 
involution  (3^13).  c.   q.  f.   n. 

Réciproquement;  Si  d'un  même  point  on  mène  des 
droites  attx  trois  sommets  d'un  triangle  et  trois  autres 
ilroiles  formant  avec  ces  premières  trois  couples  en  invo- 
lution ,  te.*  trois  droites  iront  ivncontrcr  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  Iroù  points  siltiès  en  ligne  droite. 

F.ned'el,  soient  a  ,  /',  c  ces  trois  points.  Appelons  t' le 
point  où  la  droite  al>  rencontre  le  coté  AB;  la  dniite  Oc', 
d'après  la  proposition  qui  vient  d'iHre  démontrée,  forme 
une  involution  avec  les  cinq  OA ,  Oa;  OB,  0/>  et  OC. 
Mais,  par  Itypollièse,  c'est  Oc  qui  forme  cette  involution; 
donc  le  point  c'  n'est  autre  que  le  point  c.  Donc,  etc. 

:im.  CoROLLAinE.  —  Le  théorème  (339) ,  si  l'on  y  sup- 
pose la  transversale  â  l'infini ,  prend  cet  énoncé: 

Si  par  un  même  point  on  mènr  dtis  droites  niix  trois 
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sommets  d'un  tn'angfc  et  des  parallèles  aux  trois  côtés, 
CCS  rif:  droites  forment  trois  couples  en  itn'olulion. 

Et  réciproquement  :  Si  par  les  sommets  d'un  triangle 
on  mène  tivts  droites  faisant  at-ec  les  côtés  opposes,  res- 
pectivement .  Irais  coi^les  de  droites  parallèles  aux  rayons 
d'un  faisceau  en  involutian .  ces  trois  droites  concourront 
en  un  même  point. 

C'est ,  sotis  un  autre  énoncé ,  la  même  propriété  que  pré- 
cédemmcDt  (356),  savoir,  que  les  trois  droites  menées  aux 
sommets  d'un  triangle  ont  avec  les  càics  tontes  les  relations 
d'anples  de  sis  droites  en  involution. 

3GI,  Si  d'un  même  point  on  mène  trou  droites  aux 
sonmtets  d'un  tn'angle ,  toute  transversale  rencontrera  ces 
droites  et  les  côtés  du  triangle  en  six  points  formant  trois 
couples  en  involution. 

En  effet,  les  deux  droites  OA..  OB  (fig-  â^)  et  les  deux 
cités  AC ,  BC  du  triangle  Tormeot  un  quadrilatère  dont  les 
diagonales  sont  la  troisième  droite  OC  et  le  troisième  côté 
AB.  Ce  quadrilatère  est  conpé  par  la  transversale  eu  six 
points  en  ïavolulion(339).  Mais  trois  de  ces  points,  a, 
l>,c,  appartiennent  aux  ràlés  du  triangle,  et  les  trois  points 
conjugués  «',  il',  c'  aux  droites  menées  h  ses  sommets. 
Donc,  etc. 

Réciproquement:  Si  sur  une  transversale  qui  rencontre 
les  côtés  d'un  triangle  en  trois  points,  on  prend  tivts 
aiiires  points  tfuelconques.  formant  avec  ceux-là  trois 
toupies  en  involution ,  les  droites  menées .  de  ces  trots 
points  aux  sommets  opposés  du  triangle  cancouiTont  en 
m  même  point. 

Cette  proposition  inverse  est  une  conséquence  évidente 
Ju  théorème. 

IV.    Tri3n[;Ies  inscrit  et  circonscrit  l'un  ii  l'autre. 
3t)2-    Les    d.Hx    théorèmes    (352  ci  .t.W)    peuvent  être 


û 
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compris  dans  une  môim;  proposition  dont  ils  dér 


ji'uat 


l'un  et  l'autre  comme  cas  particuliers.  Cette  pi-oposititHl^ 
exprime  tout  à  la  fois  une  propHétë  de  trois  points  quel*, 
conques  pris  sur  les  côtés  d'un  triangle,  lesquels  peuvent, 
itre  en  ligue  droite ,  et  une  propriélé  relative  à  trois  droite^^ 
quelconques  menées  par  les  sommets  d'uit  triangle,  le»'' 
quelles  peuvent  Atre  concourantes  en  un  même  point;  en 
voici  l'énoncé  : 

Si,  par  les  sommets  d'un   triangle  ABC  (fig.  63),  OUi 
mène  trois  droites   Aa,  Bb,  Ce  qui  fc 


!  second 


triansle  abc  cin 


(5) 


M  premier,  on  a  ia  )-elat 


Cb" 


rCA 


En  ellet,  la  proportionnalité  îles  sinus  des  angles  aux 
côtés  opposés,  dans  les  trois  triangles  aAB,  /'BC,  cCA, 
donne  trois  équations  qui ,  multipliées  membre  à  membre, 
produisent  celle-ci  ; 


'cl'  U 


niiBX 
nnAB* 


nbBC' 


cAC 


Pour  introduire  des  rapports  de  deux  sinus  d'angles  ayant 
un  côté  commun ,  qui  donnent  lieu  à  l'application  du  pnn-* 
cipe  de  signes,  dont  cette  équation  est  indépendante,  on' 
remplacera  les  angles  cAC,  6CB,  aBA  par  leurs  suppl^ 
menis  «AC,  cCB,  ABA,  et  l'équation  devient,  sauf  lo 
signe  du  second  membre,  celle  qu'il  j'agit  de  démontrer. 
Ainsi  il  est  prouvé  que  les  deux  membres  de  l'équation  (5) 
sont  égaux  numériquement;  mais  il  reste  à  démontrer  que 
leurs  signes  sont  différents ,  quand  on  donne  des  signes  aux 
segments  et  aux  sinus  qui  y  entrent.  Ce  complément  de  ]»• 
démonstration  se  fait  par  une  vérification  sur  la  figure 
dans  les  quatre  cas  qu'elle  peut  présenter.  Nous  dîsoi 
quatre  cas;  car  les  trois  droites  menées  par  les  soi 
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Il  du  triangle  ABC  cl  cjui  foriuent  le  Irianglt  circonài: 


,6, 


j  peuvent  êti-c ,  ou  toutes 
i  toutes  les  iroii 


trois  extérieures  au  triangle , 

es  ,  ou  une  iulcrîcure  et  deux 

extérieures,  oueu&n  une  extérieure el deux  intérieures.  On 

reconnaît  aiscmeni  que  dans  tous   les  cas  les   signes  des 

deux  membres  de  l'équation  sont  dîirérenls. 

Ainsi  le  théi>rème  est  démontré  (•) 

CoROLLiittEs.  —  Voiti  comnieni  cette  proposition  donne 
lieu  aux  deux  lliéorèmes  (HSS  et  356)  comme  cas  particu- 


.  Que  l'on  considère  la  proposition  i-nmme  se  rappor- 


tant à  trois  points  A,  B,  C  pri. 


r  les  côtés  du  triangle 


lOf ,  et  qu  on  suppose  ces  points  en  ligue  droite,  ou  trouve 
■pie  le  second  membre  de  l'équaiioit  devient  égal  à  +  i,  et 
Ion  a  en  conséquence 


Ar     Bo     Ci 

Ce  qtii  est  le  théorème  (352). 

a".  On  peut  regarder  la  proposition  comme  exprimant 
une  propriété  relative  a  trois  droites  menées  par  les  som- 
mets d'un  triangle  ABC,  et  si  l'on  suppose  que  ces  trois 
droites  concourent  en  un  même  point  O,  alors  les  t 
points  a ,  A,  c  coïncideront  en  ce  point  uniipie ,  les  t 
rapports  —  1  etc.,  deviendront  égaux  à  l'unité,  et  l'on  aura 

l'équation 

sin  OaC    sin  OBA    sin  OCB  _ 
sinOAB  '  linOBC  '  sinOCÂ  "-  ~  '■ 


qui  exprime  le  théorème  (356). 


oin  (3G4)<l«u<   aulrci  t 
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V.  Réflexions  sur  le  caractère  des  dénioDsii-ations  fonilëes  sur 
les  théories  exposces  dans  cot  onvrage.  —  Autres  diimonstm- 
tions  du  théorème  précédent. 

303.  La  démonstralîon  précédenle  est  très-simple  en  ce 
qui  concerne  l'égalité  numérique  des  deux  membres  de 
l'équation  qu'il  s'agissait  de  démontrer^  mais  îl  faut  dire 
que  la  vériGcation  relative  au  signe  n'est  pas  aussi  simple, 
parce  qu'elle  exige  l'examen  de  quatre  cas  différents  que  p<!u  l 
présenter  la  Ggure.  On  conçoit  que  sï,  au  lieu  d'un  simple 
triangle,  îl  s'agissait  d'un  polygone  quelconque,  on  pour- 
rait avoir,  pour  une  pareille  question  de  signe,  ù  exami- 
ner un  beaucoup  plus  grand  nombre  de  cas;  ce  qui  pour- 
rail  présenter  des  difficultés  réelles,  et  ce  qui,  d'ailleurs, 
n'est  pas ,  en  général ,  une  marche  satisraisanle.  11  est  donc 
à  désirer  que  l'on  puisse  adapter  aux  propositions  du  genre 
de  celle  qui  précède,  des  démonstrations  qui  comportent 
par  elles-mêmes  toutes  les  conditions  de  signes,  nous  pou- 
vons dire  de.s  démonstrations  complètes.  C'est  la  notion 
du  rapport  aiikarmonirfue  et  les  théories  qu»  s'en  sont  dé- 
duites naturellement,  qui  paraissent  destinées  à  procu- 
rer ces  démonstrations  adéquates.  Sous  ce  point  de  vue, 
ces  tliéories  ont  dans  la  géométrie  moderne  un  caractère 
qui  les  distingue  essentiellement,  en  les  rendant  propres 
à  donner  aux  conceptions  géométriques  toute  la  généralité 
dont  sont  empreints  les  résultats  de  l'analyse.  11  sera  donc 
utile  d'étendre  les  usages  de  ces  métbodes,  et,  pour  cela, 
de  cbercher  à  les  appliquer  aux  propositions  mêmes  pour 
lesquelles  les  procédés  ordinaires  de  la  géométrie,  tels  que 
la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles  semblables, 
ou  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés  dans  tout  tri- 
angle, foumisscnl  une  démonstration  facile;  à  plus  forte 
raison.,  quand  cette  démonstration  n'embrasse  qu  une  pai^  I 
lie  de  la  proposition .  comme  cela  n  eu  lieu  dans  le  ihéo-;! 
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rèiuu  pi-écédcDt.  Nous  ne  Joutons  pas  iju'od  ne  parvieimi- 
toujours  à  une  démonstraiioa  vraiment  satisfaisante.  Du 
moins  les  applications  déjà  faites  iri  des  méthodes  en 
question  aux  tigures  lectiligires ,  et  surtout  l'étendui;  et 
la  facilité  de  celles  ()ui  se  présenteront  dans  la  théorie  des 
»c«;tioDs  coniques ,  comme  dans  celle  des  coui'hcs  du  iroi- 
sièroc  degié  et  des  surfaces  du  second  oixire,  nous  per- 
suadent que  ces  méibodea  fécondes  forment  les  bases  natu- 
relles de  la  géométrie. 

.Âppliquons-lcs  au  théorème  précédent. 
364,  Autre  rlémonst ration  du  théorème  (362).  — Les 
trois  droites  menées  du  point  a  aux  sommets  du  triangle 
ABC  (/j>.  64),  donnent  la  relaiion 
sinaAC    sinftBA    sinoCB  _ 
s-hT^ÂB'STiBC    siï^^;cX--'     *"®'' 

et  la  droite  AB,  qui  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  abr, 
donne  celle-ci  : 


An    Bft    Tc 


nCA 


Or  les  quaire  droites  issues  du  point  C,  savoir  CA  ,  Cu  , 
Cli  cl  Ce,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
(jualrc  points  A,  u',  B,  -/,  lequel,  â  cause  des  di'oitcs  con- 
courantes en  il ,  est  égal  à  celui  des  quatre  points  c  ,  C  ,  i 
et  '/.  On  a  donc  l'égalité 

SÎnnCA    sinrCA  _  Ce     -/r 
sin  a  CB  '  sine  CE  ~  CÎ  '  T?/ 
El ,  par  suite ,  l'équation  précédente  devient 

Afl    Bfr    Cr  _       sinaAC    sJnéBA    sin  cCB 
sin«AB'  sin//BC  ' 


juj 
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Aulremcut.  Les  trois  iriauglesaÂB,  ftBC  cl  cCA,  lOV^ 
pés  rospecti veinent  par  les  transversales  hc  ^  ca  et  ah,  àattf 
nenl  {fig-  65)  les  trois  équations 

ïAtBrfl_  ?Jl£^—  fiCnAic^ 

fS' ia  '  cA~  '  '     ^'^';ïb~''     êÂ'tfc'éC" 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre ,  on  obtiesl 

^A    aB    ec     ZiB    cC 


bc~ 


<>B   //C  irA         «B  ec 

Or,  d'après  le  lemme  (353) ,  on  a  dans 


c  triangle  ABti, 


aC    SA    vB 
aB'eC     -/A 

inoAC    sintBA    ainrCB 
in<iAB    smABC    ûnrCA 

A     iB    cC 
B  ■  ACrA^ 

sinaAC    sinftBA    sincCB 
sÎQoAB    sinùBC    sincCA 

c.  Q.  F.   n 

VI.  Trian(i;les  liomologîques. 

365.  Quand  deux  triangles  ont  leurs  somtnels  deux  é 
deux  sur  trots  droites  concourantes  en  un  même  points 
leurs  côtés  se  rencontrent ,  deux  à  deux,  en  trois  pomu 
situés  en  ligne  droite. 

Soient  ARC,  abc  [fig.  66)  tes  deux  triangles  dont  l(Â' 
sommets  sont,  deux  à  deux,  sur  les  trois  droites  Ao,  Bft,  Cifl 
concourantes  en  un  même  point  S  ;  je  dis  que  les  trois  côlA 
AR,  BC ,  CA  du  premier  rencontrent  respectiv» 
irois  côtés  ah.,  />c,  ca  du  second  en  trois  poiuts  j 
situes  en  ligne  droite. 

EjielTet,  lesdeuicôtésÂB,  né  rencontrent  la  droite  SCj 
en  deux  points  I),  d\  el  l'on  a  sur  res  deux  «.Atés,  reapec* 
tivpinent,  les  doux  séries  de  quatrf  poînls  A,  D,  B,  yH 


■OIS  COIM 

s  y,  a,  I 
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a,  d^b^y  dont  les  rapports  anharmonîques  sont  égaux, 
parce  que  les  trois  droites  Aa ,  Dr/,  B&  concourent  en  un 
même  point.  Donc  les  quatre  droites  issues  du  poiut  C , 
CA,  CD,  CB,  Qéfy  oui  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c ,  ca,  cd ^  cb^  cy. 
Mais  dans  ces  deux  faisceaux .  les  deux  droites  homologues 
CD,  cd  coïncident;  donc  les  trois  autres  droites  du  premier 
faisceau  rencontrent  respectivement  les  trois  droites  homo- 
logues du  second  faisceau  eu  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (43).  Donc  les  trois  points  c,  a,  y  sont  en  ligne 
droite.  c.  q,  f.  d. 

366.  Réciproquement  :  Si  deux  tn'anglss  sont  tels ,  que 
leurs  col  es  se  coupent,  deux  à  deux  rrs/fectiuement,  en 
trois  points  situés  en  ligne  droite ,  leurs  sont  mets  sont  sur 
trois  droites  concourantes  en  un  même  point. 

Les  trois  points  a ,  6  ,  y  étant  supposés  eu  ligne  droite,  je 
dis  que  les  trois  droites  Aa,  HA,  Ce  concourent  en  un 
même  point.  En  eflet,  les  quali'e  droites  issues  du  point  C, 
Cy,  Ca,  Ce  et  Ce,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c ,  c-/,  ca ,  cC  et  e  ê , 
parce  que  celles-ci  rencontrent  la  droite  yaë  aux  mêmes 
points  que  les  quatre  premières,  respectivement;  donc  les 
quatre  points  y,  B,  A,  D  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal,  à  celui  des  quatre  points  y,  i,  «,  d-^  donc  les  trois 
droites  Bi,  \)fl  ou  Ce  et  An  concourent  en  un 'même 
point  (38).  c.  Q.  F.  D. 

367.  Ces  théorèmes  sont  attribués  h  Desargues,  parce 
qu'on  les  trouve,  avec  quelques  autres  propositions,  a  la 
suite  du  Traite  de  Perspective  de  Bosse,  imilé  des  Mé- 
thodes de  Perspeclive  de  Desargues.  Les  démonstrations  y 
sont  longues  et  pénibles.  Depuis  .  ils  ont  été  démontrés  par 
plusieurs  auteurs,  et,  en  dernier  lieu,  par  M.  Poncelet , 
dans  son   Trait v  des  Propri(':lcs  prnjrrfi\'rs  (page  8())  où 


aji  TttAlTÈ  DV.  GW>MKTillK  SliPKKIKUnE. 

ui-i  tlic-oivmvs  l'oriuciil  la  baw-  dt  la  tWiiHci  da»  Ji/furf.'i  lui' 
mohgifjucs.  Cctlv  tliéorie  st-ra  exposée  duus  uii  des  cfaapï- 
ti'cs  suivant»  (XXV'',  §  111);  nousdiraiis  soulctnmt  ici  que 
M.  Poncclutu  ini\}e\ê  cnnliv  rl'/tornologk' des  dcHxir'iaogieii 
le  poiiit  de  concoure  dc5  droites  qui  jiiigumt  leurs  nomineM 
(:orrci|H>ii<laHU  ,  t^l  /ixa  i/'/ioma/cgir!  1a  droite  sur  la<|uellc 
leurs  cAtû*  un  cuiipuiit  dinix  k  deux;  lus  diruf  Iriangics  rux- 
iDiémcs  août  dit»  liomologiqwts. 

Les  lieux  triangli»  douui'iit  litiu  :'i  dlvurst-s  rclntioiis  Av 
grandeur,  ou  it-Utions  mi^lriqucs,  fort  imporUiitcs,  (|tii 
dciriviïiki  inuncdÎHifmeiil  di-  la  iiolioii  du  rapport  anharmo- 
niquu;  mais  c(%  it.'Iatioua  duvaiit  ti:  pivscutcr  plus  tutil 
e  coiisÀjui-ni-cK  iiaturullus  du  la  théorie  générale  des 


|cltap.  XXV),  uous  n'en  parle- 


(ijjurcii  tiomogni/>/iu/ui 
TOUS  pus  i('i. 

SW.  t.EMME.  —  Étant  pris  iur  une  premièiv  etroiie 
(flg.  67^  dvtix  poinis  A,  R,  (?(»«/■  nnf  Sfcunite  tteux  poi::tS 
a,  b,  et  étant  menées  les  ilroites  Aa,  lib  tiai  sa  rrn- 
confrttni  en  un  point  S;  */  l'on  fait  tournoi-  In  seconda 

iitièœ,  Iti  point  S  chtuigr  île  position  .  ni  nfnrs  il  arrii'i-  . 

i".  Que  la  ilroilf  in('.nc<-  par  le l'oinl  S  paru/l':/enteiit  ii 
In  miroite  al..  <luns  ehavimc  de  mî  ,„>uIh}.is .  r.-nconire  la 
droite  Alt  roujouri  en  un  inciur  poinl  I  ; 

El   :i"  (/uc  le  point  S  décrit  un  rerrli-  ipti  u  pour  leuin- 


I  I. 


Kîi  ulli't,  los  quati-c  poiuts  A  ,  li,  y.  1  c 
atihaimuniqui;  égal  l'i  tvliiî  des  quatre  u  , 
sur  la  droitu  «/>;  et  i;l-IIc  (■{■aiilù  <lét<  riiiiii 
point].  l'artoiisi-quL'iiI,  tctli'  position  resi 
1,1  droit.-  al>  l.iurn-'  iiulour  du  |>..ImI  ■/■  O- 


■n|qn> 


0.1^ 


,  Ir-   ,1.., 


ti^Irvsi^mi.l.Mr.  Si;ir 
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&By  (loDiittut 

si^  _  m^  m.b-i 

d'Ile  valoir  de  SI  est  constante.  Donc  le  point  S  dëcril  uii 
cercle  qui  a  pour  ci'ntre  le  point  I.  c,    q.   f,    n. 

Heman/ue.  —  Si  la  droite  ab,  en  tournant  autour  du 
point  Yf  sort  du  plan  de  ta  figure,  le  point  I  sera  toujours 
lixe.  et  lepoint  S  décrira  une  sphère  ayant  son  centre  en 
ce  point. 

3tî9.  Quand  deux  triangles  sont  homologiques,  si  l'on 
J'ait  tourner  te  plan  de  l'un  d'eu.r  autour  de  l'axe  d'ho' 
mologie,  les  dfoîles  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  sont- 
mets  homologues  cancowent  en  un  même  point  ^  et  ce 
point ,  variable  de  position,  décrit  un  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculahv  à  taxe  d'itomologic. 

En  cllei,  si  ion  fait  tourner  le  triangle  acb  (fig-  68) 
autour  delà  droite  a£,  les  deux  droites  AB,  ai,  cjui  se  raii- 
contrcni  en -/,  sonl  dans  un  tnémcplan,  et  par  conséquent 
les  deux  droites  Ah,  Bi  se  rencontrent,  puisqu'elles  sont 
dausceplao.  Pareillement,  la  droite  Aa  rencontre  ladroite 
O,  Cl  celle-ci  rencontre  la  droite  Ui.  Or  ces  trois  droiies 
Afl,l(ft  et  Ce,  qui  se  rencontrent  deux  à  deux,  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan;  il  s'ensuit  qu'elles  se  lenconirint  en 
un  même  point  S. 

Menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  Irais  côtes  du 
triangle (i/>c,  lesquelles,  étant  dans  un  oitme  plan  parallèle 
à  celui  du  triangle,  rencontreront  les  cAtés  du  triangle 
fixe  ABC  eu  trois  points  1,  J,  K  situés  sur  une  droite  pa- 
rallèle à  l'axe  d'iiomologte  «ôy.  D'après  le  Icmme,  ces 
trois  points  resteront  fixes,  et  seront  les  centres  de  trois 
sphères  sur  lesquelles  se  mouvra  le  point  S.  Donc  ce  point 
li^rira  un  cercle,  ijitvrseclion  commune  de  ces  sphères,  et 
situé  dans  un  plan  pi^rpendiculaire  a  la  droite  IJK ,  et  par 
conséquent  à  l'axe  d'iioniologie  aëy.  c.   y.   t.    n. 


L 
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Remarque.  — Les  trois  droites  Aa,  Bt,  Ce  concourant 
eti  un  même  point  dans  l'espace ,  les  deux  triangles  sont  la 
perpective  l'un  dr  Paulrr;  on  pput  donc  donner  au  théo- 
rème cet  énoncé  : 

Quand  on  n  nus  en  perspective  une  Jîgurc  plane  sur 
un  tableau  plan,  si  l'on  fait  toiuner  le  tableau  autour  de 
la  ligne  de  terre  (*) ,  les  deux  Jigures  restent  toujours  en 
perspective,  et  le  lieu  de  l'œil,  qui  change  de  position 
dans  Pespncc,  décn't  un  cercle  situé  dans  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre  (**). 


§11.  —  ^application   des  théorèmes  précédents  ii  la 
démonstration  de  tlit-erses  propriétés  du  triangle. 


S70.  La  prupnsilion  (SUS),  relative  aux  segments  qu'une  trans- 
versale fait  sur  les  cistes  d'un  triangle ,  est  ronaue  gcrncralemenl 
sous  le  nom  de  Théorème  île  Ptniêmce ,  parce  qu'on  la  trouve  dans 
le  grand  Traité  d'Àsironomîe  An  ce  gromèlre,  oi'i  elle  sert  pour 
dénionti'er  le  ih^orcme  analogue  sur  la  sphère,  t|ui  forme  la  buse 
(le  la  irigonoméiriesphérifiiie  des  Grecs.  Mais  cette  proposition 
n'est  pas  de  Ptolémée;  elle  remonte  plus  haut  :  car  on  la  trouve 
dans  les  sphéricpics  deMénëlaus  ,  géomètre  antérieur,  île  près  d'un 
siècle,  >'i  Fiolcniée.  Plus  tard ,  Papptis  l'a  démontrée  et  s'en  est 
servi  dans  ses  ColUriioni  mar/ii'-niiiiigufs.  !,es  Arabes,  et  les  gc-o- 
mèlres  européens  îi  la  renaissant  cl  encore  an  xvii' siècle,  en  ont 
fiiit  un  grand  usage.  On  la  trouve  notamment  dans  le  petit  traité 
de  Pascal  intitide  Essni pour  le'  roniqiies. 

Chez  les  Anciens,  ce  lli'-orème  servait  principalement  pour  com- 


[')  On  appelle  lignf  dt  l'ire  In  droile  U'IiilD  «?etien  ilii  plnn  de  li  flgura 
m[i<  en  perapeolile ,  pir  la  plan  ilu  lahhau. 

["}  CïMc  proposition  n«  ne  reneontre  po«  dan»  le»  Traitai  âe  Pnrper- 
iin\,  où  t\tn  leriil  de  iiuliirii  à  irniiver  place.  Je  ne  sais  m^me  »i  on  l'i 
quolqnefoi»  ânoiinf!  ;  niBb  cllo  e»l  comprinc  implieilr'mcnl  ilan»  le*  beaut 
ihéorjyinea  de  M,  l'uncolnt  snr  la  per»pcclivo  de»  teclion»  conique*  (  ^'oir 
Traité  ili-i  l'rnpiiHéi  prnieciii-ri  âei  finurri ;  pagri  55  et  7S.) 
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deux  rapports,  et  t'exprimcr  par  ua  rapport  nnique.  Ainsi,  soitmt 
— —  et  — -^  (fig-  69)  les  denu  rapports  d«nt  un  veut  former  le 
t.  On  place  les  deux  ligne»  m  A ,  n  D  de 


irêmitcs  A  et  D  coïncident ,  et  l'on  forme  ainsi  le  Ir 
dans  l«inel  la  droite  mn  détermine  sur  la  base  BC  les  deu: 

tnenK  pC,  pB  ,  dont  le  rapport  '—-  est  é(;al  au  produit  des  deus 

rapports  donnés.  Les  Arabes  se  sont  beiiiicoup  exercés  sur  ce 
sujet,  aujourd'hui  de  peu  d'intérêt. 

Le  théorème  (SJt7  ï  sur  les  se^jmenls  que  trois  droites  menées 
d'un  m^mc  point  aux  trois  soinmcis  d'un  irianijle  font  sur  les 
rillés  opposés,  avait  cti^  attribué  h  Jean  Bernoulti ,  (larre  qu'on  le 
trouve  dans  te  recueil  de  ses  œuvres  (t.  IV,  p,  33).  Mais  on  a  re- 
tTwrqué  depuis  ([ue  ce  théorème  avait  été  démontré  antérieure- 
ment, parle  géomètre  italien  Jean  de  Ce  va ,  dans  un  ouvrage 
intiliilé  :  Dr  lineis  nelis  te  inoicem  secaatibat ,  sttitka  cortstruetio 
(Milan,  1678,10-4°],  ouvrage  dans  lequel  l'airteur  emploie  des 
dcmonstmiinns  fondées  sur  des  cunsidcrationa  de  statique. 

M.  Carnol ,  après  avoir  démontré  ces  deux  théorèmes  dans  su 
Géométrie  de  position ,  les  a  reproduits  dans  son  Ménioiri.'  intitulé 
Euai  mr  la  lliéun'e  des  trnntoersalfs ,  en  les  reg'ardant ,  le  pre- 
mier principalement,  comme  le  fondement  de  cette  tliéorie.  »  Ce 

•  théorime,  dit  l'illustre  nutenr,  qui  doit  être  regardé  comme 

•  le  principe  fondamental  de  toute  la  théorie  des  transversales... 
L«s  deux  théorèmes  ont  eu  ,  dans  les  ouvragées  de  M.  Carnot, 

et  depuis  ilan»  renx  de  quelques  autres  géomètres ,  nn  usage  spé- 
cial et  un  u^age  général.  Un  usage  spécial  pour  démontrer,  par 
l'un ,  que  trois  points,  eonsidérés  dans  une  figure,  sont  en  ligne 
droite,  et  parl'autre,  que  trois  droites  passent  par  un  même  point. 
C'est  ainsi  qu'on  démontre  avec  une  grande  facilité,  par  exemple, 
que  les  trois  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles  pris  deux 
;\  deux,  sont  en  ligne  droite;  ou  bien  que  les  droites  menées  des 
sommets  d'un  triiinglc  aux  milieux  des  ciités  opposés  passent  par 
im  m^me  point.  Dans  leur   usage  général,  les  deux  iliénrémes 
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peuvent  servir  de  lien  ou  lie  transition  pour  la  di-monst ration 
d'autres  propositions.  On  peut  en  faire  usage ,  par  exemple ,  pntir 
démontrer  les  propiictès  du  ijuadrilatcre  sur  l'involution.  Mab 
ces  applications  des  deux  théorèmes  sont  bornées ,  et  les  démons- 
trations qu'ils  procurent  sont,  en  général,  beaucoup  moins  fa- 
ciles que  celles  que  procure  la  théorie  du  rapport  anfaarmoniijue. 
On  le  conçoit;  car,  outre  que  les  deux  théurémes  sont  moins 
simples  que  la  notion  du  rapport  anharmonique,  et  moins  pro- 
pres, par  conséquent,  .^  trouver  des  applications,  ils  se  réduisent 
à  eux-niéint'S  et  ne  donnent  pas  lieu  à  des  théories  étendues  comme 
celtes  du  rapport  anharmonique,  de  la  division  homographique > 
et  de  l'involution ,  qui  ne  sont  au  fond  que  des  dévelop|iemenls 
de  cette  notion  simple  et  élémentaire  du  rapport  anharmonique. 

S7I.  On  nes'est  servi,  jusqu'ici,  que  des  deux  théorèmes  dont 
nous  venons  de  parler,  dnns  lesijuels  on  considère  les  segments 
faits  par  trois  points  sur  les  cotés  d'un  triangle  ;  mais  il  est  indis- 
pensable d'y  joindre  les  théorèmes  correspondants  (5û4]  et  (StI6) 
relatifs  aux  sinus  des  angles  que  les  droites  menées  des  sommets 
à  ces  points  font  avec  lis  cotés,  car  ils  ont  leurs  applications  pro- 
pres ,  qui  peut-être  même  sont  les  plus  nombreuses. 

Les  théorèmes  dans  lesquels  on  considère  tout  à  la  fois  tine 
transversale  et  un  point  fixe  dans  le  plan  d'un  triangle ,  et  qui  pré- 
sentent une  application  plus  directe  de  la  théorie  de  l'invoUitioii, 
seront  également  utiles ,  comme  nous  allons  le  voir. 
II. 
»  579.  Lei  polairtM  d'un  même  point  rrlatû-es  aiix  trois  angles 
d'un  triangle  vont  rencontrer,  respectivement,  le*  c6téi  opposés  en 
trois  points  litaàs  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  An',  Bi',  Ce'  {fig.  70)  les  polaires  du  point 
0,  relatives  aux  trois  angles  du  triangle  ABC  (547);  et  a',  b',  c 
les  points  od  elles  rencontrent,  respectivement,  les  côtés  oppo- 
sés. On  a ,  relativement  aux  trois  droites  issues  du  pointO,  l'é- 
quation  (3,  5116);  mais  les  deux  droites  OA,  Ka'  divisant  Itar- 
miquement  l'angle  en  A ,  on  a 


TB 

AITÉ  DE  Gto 

lÉl 

RIK  SUP^.RIFURK 

l'arcilltmint 

ïinOBC 
sin  06A 

sin  b'BC 
sin  fi'BA 

« 

HnOCA            siD 
sin  OCB            sin 

De  sorle  que  1 

équation  (3)  se 

change  en  celle-ci: 

in  u'AB      sin  b 
iii  «'AC      sin  h 

BC 
BA 

sinc'CA 
■sinc'CB-+'' 
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Uquelle  prouve  (3JÎS]  que  les  trois  points  11',  b',  c'  sont  en  ligne 
droite.  Donc,  ete. 

Coftoixusa.  —  Si  le  point  0  est  ù  l'infini ,  les  trois  droites  OA , 
OB,  OC  seront  parallèles,  et  le  tliéoréme  prendra  cet  énoncé  : 

Dne  traHtvertale  étant  menée  dont  le  plan  d'un  triangle,  les 
rlmilei  qui  vont  des  fommets  det  trois  angles  aux  points  milieux 
Hcf  segments  interceptés  sur  la  tmnspcrsale  par  ces  angles  respec~ 
tirement,  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

97s,  Les  polaires  d'un  point  relatiocs  h  deux  angles  d'unlrian- 
gl*  se  coupent  sur  la  droite  qui  Joint  ce  point  an  sommet  du  troi- 
liême  angle. 

Soit  0'  [fig-  7  ■  )  le  point  d'intersection  des  jmlaires  du  point  O 
relatives  aux  deux  angles  A  et  B  ;  je  dis  que  le  point  O'  est  sur  U 


En  effet,  AO'  et  BO'  eUnI  les  pola 

rcs  du  point  0 

en  a 

sinOAB            SinO'AB              s 
sin  OAC            sin  O'AC     ^       s 

iOBC_        s 
n  OBA  ^        S 

lO'BC 
nO'BA 

De  sorte  que  l'équation  (  3 ,  596),  re 

alivenox  trois 

droites  issu vft 

da  point  0,  devient 

sinO'AB     sinO'BC     si 
sin  O'AC     sinO'BA     m 

nOCA 

1 OCB  ~       '  ■ 

tin  O'AB      sinCBO      sin  O'CA 
an  O'AC  '  sinO'BA  *  sin  OCB  ~ 


G 
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Donc 

sin  OCA  _  sin  O'CA 
sin  OCB  ~  sin  O'CB  " 
ce  (jut  prouve  que  les  deux  droiies  OC  et  O'C  sont  coîncidenle»; 
c'esl-à-(lire  que  le  point  0' est  sur  la  droite  OC.      c.  q.  »,  ». 

374.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  (  fig.  72)  on  mène  une 
transvenale  qai  rencontre  ses  côtétcn  trois pùintta.,  b,  c,  et  que 
sur  chaque  côté  on  prenne  le  conjugué  karmonii/uc  da  point  de 
rencfintre  de  la  transversale ,  par  rapport  aax  deux  sommets  du 
triangle,  les  droites  qui  joindront  les  trois  points  ainsi  déterminés , 
aux  sommets  apposés ,  passeront  par  an  niAne  point. 

En  enet ,  0 


6C 


«C 


( tua  )  > 


a'C 


b\ 


Donc 


Bli',  Ce'  passent  par 


g'B        b'C 

Vc  '  Vx  ' 

ce  qui  prouve  que  les  Iruis  ilroil 
même  point  (SSII). 

CuBOLLAiHE.  —  Si  lu  transversale  est  à  l'inGni,  on  en  conclut 
que  :  Les  trois  droites  menées  des  sommets  d'un  triangle  aa^  milieux 
des  calés  opposés  conenarent  en  un  même  point. 

STB.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  on  mène  une  transversale  cl 
qu'on  prenne  sur  deux  côtés  les  points  qui  avec  la  Iransi-ersale  di- 
visent ces  côtés,  resper.tifemenl ,  en  rapport  harmonique,  les  deux 
points  ainsi  déterminés  scmnl  en  ligne  droite  avec  le  point  de  ren- 
contre du  troisième  rftlé  par  la  transversale. 

En  elTet ,  la  transversale  rencontre  les  trois  côtés  du  triangle  ABC 

.7  B      te      .A 


P 


'S  AB .  AC  on  prend  les  points  r',  h'  qui. 
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Ksjm'ti veinent,  les  diviseDt  hannuniqm'mcnt ,  on  hui'h 


et  parconsùqueni 

iX 

.^'A 

aC 

Tk  ■ 

C'A       ' 

ce  qui  prouv 
Donc,  etc. 

que  les  trois  points 

b\  c-  et 

a  sont  en  ligne  droite. 

ST6.   Dan 

Car  chacur 

un  triangle 
point. 
des  Imis  r 

U>  bi.- 
pporla 

ffiricfi  lies  trois  angle 

TinAI!        sinÈBC 
nnAC       sintBA' 

s  passent 

sinrCA 
sin  eCa 

même  à  —  i 

.gai  à  -  .  ; 
ce  qui  pri) 

)ur conséquent  leur  produites 
uveque  les  trois  droites  passen 

égal  Ini- 
t  |»ar  tin 

tnétne  point. 

57Ï.   Dam  an  triangle, 

tap/ilémc/tu  de»  trois 

angles  renro 
droite. 

trtnt  tts  câtèi  oppose 

en  trois 

/lointi  sitttèM 

vn  ligne 

En  effet, 
des  suppk-m 

i  les  points 
nts   des   tro 

s   angle 

appaKicnnenI  aux  bÎMectrices 
,    irliacnn    di's   trois  rapports 

ûnaAB 
sinrtAC'  ^"^ 

,  est  p[;al  ;i 

+  . .  I.e 

xr  prodi 

I  est  dont:  a 

ussi  égal 

à  -t-  1  ;   donc 
côté»  oppiwj» 

les  trois  dr 
en  trois  poi 

lis  situé 

contrent 
.-n  ligne 

r<»{ieciiveineni ,  le* 
droite. 

S78.  Dans  an  triangle,  tes  ùifsfitriits  de  dciir  angles  et  la  bis 

tectrice  du  sapplènirnl  du  tfoisicme  angle  rencontrent  mpeetive 

vent  les  cétés  opposés  en  irtiis  points  situés  en  ligne  droite. 

„       ,         ,  ,  sinaAB    sin  tBC       sinrC* 

En  pflel ,  denx  des  trois  rapports  -  — — ,.  -.-^-zr-  ^'  -= ^ 

'  "  sinnAC    sin^BA       smcCI 


s> 

jn(  c^aiix  à 

—  i,et 

:i 

roi  te. 

ce.p 
Dune 

prou* 

'■  '11 

e  les  t 

57» 

Dan 

an  tri, 

ngl. 

.  les  bi 

" 

ngles 

sen-n 

onireni  sur 

la  biss 

+-  <  i  leii 


odui 


it  donc  égal 


k 


•IriiTs  ili-s  sitppli'iiientt  de  drii.ii 
ilu  irvisième  angle. 
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En  effet,  |Kiur  les  bissectrices 
Bel  C  (fig.  74)  1  '**  rapports  - 


es  supplér 
léBÂ  ^' 


s  Jes  deux  angles 


+  I,  et  pour  la  bissectrice  de  l'angle  A  le  rapport  -.- — -     est  égal 

k  —  I  ;  le  produit  des  trois  rapports  est  donc  èjjal  à  —  ■  :  ce  <]ui 
prouve  que  les  trois  bissectrices  passent  par  un  m^me  point. 
Donc,  etc. 


n  conduit  des  rayorn  aux  trois  tommels  d'un 
rc  même  point  perpendiculaire' 
■r  les  côtés  opposés ,  vn  trois  points 


380.  Si  d'un  point  01 
triaugle,  les  droites  mt 

situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  trois  droites  pe  rjiendicul  aires  fi  ceHesqui  vont  aux 
sommets  du  triangle  forment ,  avec  celles-ci ,  un  faisceau  en  ïn- 
volution  (24G),  Donc  elles  rencontrent  les  trois  côtés  en  trois 
points  en  ligne  droite  [  SU9  ). 

381.  Conrevons  qu'on  ait  mené  par  le  point  0{Jlg.  ^5}  trois 
droites  formanl  avec  les  trois  OA,  OB,  OC,  respectivement. 
Trois  angles  tjiiî  aient  la  même  bissectrice  OL;  tel  trois  droites  ren- 
enntreranl ,  respectivement ,  les  trois  càtés  opposéi  nux  sommets  A, 
B,  C,  en  trois  points  siiités  en  ligne  droite.  Car  elles  formeront 
avec  les  trois  OA ,  OB ,  OC  une  involulion  (  S47  ) . 

On  {KUt  donner  au  lliéorèmc  cet  énoncé  :  J 

Si  trois  rn/ons  parlant  des  sommrts  d'un  triangle  vont  se  ré/téchif  ^M 
ni  ua  même  point  sur  une  droite ,  les  rayons  réfléchis  rcneontn-  '^ 
roat ,  rcspectioement ,  les  trois  côtés  npposrs  du  triangle,  en  trait 
points  situés  en  ligne  droite. 

581.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle 
sur  les  côtés  opposés  forment ,  avec  ces  côtés ,  six  droites  ayant 
entre  elles  les  reliidons  d'involution  (240);  donc  (S60),  c»  ttvif 
jierpendiculaircs  passertt  par  nu  même  point, 

983.  Par  une  considération  semblable  on  démontre  que  : 

Si  des  sommets  iriin  triangle  on  abaisse  sur  les   eOtés  opposés 

des  oblii/ues  sous   dc\   niigles  m  anl  leurs  bissectrices  parallèles  h 

une  même  droite ,  rcj  fmis  nbli<iiivs  fiassen^nt  par  un  même  pnint. 


fc_ 


J 
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Oir  «lies  aui-onl  avfu  les  eùtèa  du  triangle  les  relaiiuns  d'iiivo- 
lulion(«47}. 

S84,  Étant  pris  un  point  ilans  le  plan  il'uii  trinngli: ,  si  l'un 
mène  les  bissectrices  tirs  angle*  sous  leiqiuh  on  voit  île  ce  point 
In  trois  cdiét  du  triangle ,  et  les  bissectrices  des  suppléments  de  ces 
trois  angles  : 

i*.  Les  trois  bisteelricct  des  suppléments  lencontrcront  tes  trois 
cités  opposés ,  respeetivement ,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite; 

x".  hes  bissectrices  de  deux  des  trois  angles  et  fa  bisteetrice  du 
supplément  du  troisième ,  rencontreront  aussi  les  trois  câtèi  opposés, 
respeetivement ,  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Car  les  Irois  bissectrices  (jiie  l'on  considère  dans  chaque  cas 
furmcnl  ime  involiiliun  avec  les  trois  droites  menres  aux  snmincts 
du  triangle  (S79)i  par  consrtjtieni,  elles  rcDcuntrent  les  cûti-s  oppo- 
sa en  trois  points  situes  en  ligne  droite  (5JI9). 

SSlt.  Les  montes  choses  étant  supposées  i]Ue  dans  le  théorème 
précédent  : 

i".  Les  bissectrices  des  trois  angles  rencontrent  les  côtés  opposés 
du  triangle  en  trois  points  tels,  fuc  les  droites  menées  de  ces  points 
mu  sommets  opposés  concourent  en  un  même  point; 

a".  La  bissectrice  de  l'un  des  trois  angle»  et  les  bissectrices  des 
suppléments  des  deux  autres  renconlrenl  aussi  tes  eûtes  opposés  en 
trois  points  tels,  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets 


opposés  concourent  en  an  même  point 

Ce  théorème  est  une  consécinenc 

évidente  du  précèdent,  en 

"ertu  du  théorème  (S74). 

58fi.    Quand  un  triangle  est  inscri 

dans  un  circlr ,  «  d'un  point 

lie  la  circonférence  on  abaisse  tur  s 

es  côtés  des  obliques,  sous  le 

même  angle  et  dans  le  même  sens 

de  rotation ,  les  pietls  de  ces 

obliques  sont  en  ligne  droite. 

En  elTet,  soit  le  triangle  ABC  in&crii  au  cercle  [Jîg.  76);  que 
par  un  point  0  de  h  circonférence  on  mine  les  droites  OA,  OB, 
OC  qui  aboutissent  à  ses  sommets,  et  les  dniites  OA',  OB',  OC 
parallèles,  respectivement,  au\  côtés  opposés;  les  trois  angles 
(A,  A'i,  (B,  B'),  (G,  C)  auront  la  même bisserlriee.  Car  l'an gk 


k 


IJ 
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A'OC  est  l'yal,  par  constniction,  au  siipplémeiii  de  l'angle  ABC 
(lu  triangle,  et,  par  consi-quenl,  i'i  l'aDglc  AOC  qui  sou  s- tend  la 
même  corde.  Dont;  les  deux  angles  AOA'  et  COC'  ont  la  même 
bissectrice.Et  il  en  est  de  même  des  angles  AOA'  et  BOC. 

Ainsi  les  trois  droites  OA',  OB',  OC  font  avec  les  trois  OA,  OB, 
OC,  respectivement,  trois  angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  et , 
par  conséquent,  ces  six  droites  furmeni  une  involudon  (S47). 
Si  l'on  fait  tourner  les  trois  premières,  d'une  même  rotation  ,  au- 
tour du  point  0 ,  les  angles  qu'elles  feront  avec  les  trois  OA , 
OB ,  OC ,  respectivement ,  auront  encore  une  mi>me  bissectrice ,  et , 
par  conséquent,  les  six  droites  seront  encore  en  involulion.  Donc 
les  trois  OA',  OB',  OC,  devenues  On,  Ot,  0<',  dans  leur  nou- 
velle position,  rencontreront  respeeiiveinent  les  trois  n'iiés  op- 
posés du  triangle,  savoir  BC,  CA,  AB,  en  trois  points  a,  b,  r 
situés  en  ligne  droite  (589).  Mais  alors  ces  trois  droites,  qui 
primitivement  étaient  parallèles  à  ces  trois  cùits  du  triangle  ,  sont 
devenues  trois  obliques  abaissées  sur  ces  cAtês ,  sous  le  même 
angle,  et  dans  un  mi^me  sens  de  rotation  h  ]>nrtir  des  perpendi- 
culaires à  ces  côtés;  le  iliéo renie  est  donc  démontré. 

580  bis.  Remarque.  —  Les  quatre  points  0,  A,  C,  B  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  les  trois  angits 
AOA',  BOB',  COC'  sont  égaux  aux  angles  formes  charim  par  deux 
eûtes  opposés  ou  par  les  deux  diagonales  du  quadrilatère;  et  celte 
e  ces  trois  angles  ont  la  même  bissectrice ,  es- 


!  Illiu] 


pnme  c 

Quand  u 
deux  angle-ffari 


ladrilatère  est  inscrit  au  cercle ,  les  bissectrices  des 
nés ,  respectivement ,  par  les  deux  couples  de  câti's 
,  sont  rcrtangulaircs  et  parallèles  aux  bissectrices  des  an- 
gles formés  par  tes  deujc  diagonales. 

507.  Quand  un  triangle  cil  circoatcrit  à  un  cercle,  si  de  ses 
sommets  an  abaisse  sur  une  tangente  au  cercle  trais  obliques  qm 
soient  vues  du  centre  sous  des  angles  égauj:  et  formés  dan.i  le  même 
sens  de  rotation  à  partir  des  sommets ,  ces  trois  nbliqut 
ront  en  irn  même  point. 

En  elTel,  snit  {fig.  7'}  ]  le  triangle  ABC  circonscrit  au  cercle,  et 
dont  les  cotés  rencontrent  une  tangente  L  en  trois  points  n  ,  ft ,  o; 


à 
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(]iie  du  centre  du  cercle  un  inL>ne  île»  droites  il  cet  |i(iinis  et  aux 
trois  tommels  du  Iriun^le  ;  ces  sî<c  droites  seront  eti  involu- 
tion  fSSO).  Eo  outre,  les  trois  angles  AOu,  BOb,  COc  que  ces 
six  droites  farment .  deux  à  deux ,  ont  la  même  bissectrice.  Car 
les  lieux  angles  AOC,  «Oc  inii  sou»-iendent  les  deux  tangentes 
AC ,  ac  CAinprises  entre  les  angles  opposés  an  sommet ,  formés 
par  les  deux  tangentes  AB,  CB,  sont  éçatix  ;  et ,  par  conséquent, 
la  bissectrice  de  l'angle  AOn  est  aussi  celle  de  iangle  COc.  Et 
elle  est  pareillement  la  bissectrice  de  l'angle  BO  é. 

Puisque  les  trois  droites  OA,  OB,  OC  font  avec  les  trois  Oa, 
Obj  Oe,  respectivement,  trois  angles  qni  ont  la  même  bissec- 
trice ,  il  en  sera  de  même  si  l'on  fait  tourner  d'une  même  rutalion, 
les  trois  droites  OA,  OB,  OCauionr  du  point  0;  et  pue  conséquent, 
dans  leur  nouvelle  position,  ces  droites  ronneront  encore  une  in- 
Tolulion  avec  les  trois  Oa,  Ob,  Oc.  Donc  les  |Kiinlsn',  b',  é,  où 
elles  rencontreront  la  tangente  fixe  L ,  formeront  une  involution 
avec  les  trois  a,  b,  <■.  Donc  lesdroitpsqui  joindront  ces  trois  points 
aux  trois  sommets  du  triangle  passeront  par  un  même  point  (  SOI  ). 
Hais  ces  droites  forment  trois  obliques  nbaissées  des  sommets  du 
triangle  sur  la  tangente  L ,  et  qui  sont  vues  du  centre  0  sous  de» 
angles  cgauK  comptés  dans  le  même  sens  A  partir  des  sommets;  te 
théorème  est  donc  dcnioniré. 

SS7  bis.  Bcinan/ue.  —  I-e  triangle  ABC  et  la  Ungente  h  forment 
un  quadrilatère  CHcb  circonscrit  au  cercle,  dont  les  point*  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  A  et  a,  La  droite  qui  joint  ces 
points  de  concours,  et  les  deux  diagonales  Ce,  Bé,  sont  vues  du 
centre  sous  les  angles  AOo,  COc,  BOft  ;  et  puisque  ces  angles  ont 
la  tnème  bissectrice ,  on  en  conclut  que  : 

Quand  an  qaailrilalén:  est  circonserit  h  un  cercle ,  Ifs  angles 
tniu  lesquels  an  voit  du  centn'  les  deux  diagonales  et  ta  droite  qui 
ioinl  les  points  de  concours  des  eStés  opposés ,  ont  la  niante  bit- 

588.  Quand  trois  triangles,  /lomologîques  deux  à  deux ,  ont  le 
même  axe  d'Aomologie,  leurs  trois  centres  iThamologic  sont  en 
ligne  droitr. 

Soient  obc ,  a' b' c' ,  n" b" e"  [/!g.  ■^?.)  \e%   trois    triangles,   dont 
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Itisci'iti.'shuiiiuloguesconcoiirenl  trois  ii  trois  en  trois  points  a,  f,,  •/, 
situés  en  ligne  droite;  les  trois  cotes  ab,  a' b',  a" b"  donnent  Heu 
aux.  deux  triangles  au'a"  etbb'b",  dont  les  siiinmets  sont,  deux 
à  deux,  sur  trois  droites  eoncourantes  au  munie  jwinCv;  donc  les 
twhcùléiaa',aa"  eta'a"  du  premier  rencontrent  respectivement 
les  trots  cotés  bb',  l/h"  et  b' b"  du  second  en  trois  points  situés  en 
lignedroile[S61I).  Or  ces  trois  points  sont  les  centres  d'Iiumologie 
des  trois  triangles  proposés ,  pris  deux  à  deux  -,  donc ,  etc. 

CoBoi-LAine.  —  Deux  triangles  bomot/iétiqites ,  ou  temblahlci 
et  lembliiblement  placés,  sont  deux  triangles  liomologiqucs  dont 
l'axe  d'Iioniologie  esta  l'inlini.  Donc:  Quand  trois  tnanglei  mm 
/lomol/iétiyuet ,  ilem  à  ili'iijt,  leiin  centrts  'le  similitude,  ou  iTha- 
niothétic,  sont  tn  ligne  droite. 

389,  Quand  trois  triangles  bomoli>gii}ues  ont,  deux  n  deux,  le 
même  centre  tt bomniogie ,  leurs  tmis  axes  tCbomolagie  passent 
par  un  même  point. 

Soient  flif,  o'iV,  «"fi" c"  (/^.  79)  les  trois  triangles,  dont 
les  sommets  sont.  Irais  à  trois,  sur  trois  droites  concourantes  en 
un  miinic  point  S,  centre. d'hotnologiu  commun  aux,  ti-oîstiiangles. 
Les  trois  côtés  ah,  a'b',  a"  b"  rormeol  un  triangle,  et  les  troi» 
côtés  ac,a'(^,a"c"  en  forment  un  second.  Ces  deux  triangles 
sont  homologicjues,  puisque  les  trobrùtés  de  l'un  rencontrent  res- 
pectivement les  trois  colésdeVauIreen  trois  points  «,«',«"  situés 
en  ligne  droite.  Donc  les  sommets  dt-s  deux  triangles  sont ,  deus 
a  deux,  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point  (366). 
Or  ces  droites  sont  précisément  les  axes  d'Iiomologie  des  trois  tn- 
angles  proposés.  Donc,  etc. 
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CHAPITKE  XX. 

s     POLVGOKES     EN      GÉNÉRAL, 
TÊRE    ET    DE    l'hexagone. 


390.  Les  propriélcs  du  triangle  coiileQucs  dans  les  pre- 
Diièrt'S  pallies  du  chapitre  précédent  (352'3(>i)  se  dis- 
tjnguenl  par  lliypotlièse  et  par  la  forme  particulière  des 
équations  qui  cxprimeni  ces  théorèmes,  Car,  d'une  pari, 
on  y  considère  toujours,  soil  un  système  de  points  pris  sur 
les  côtés  du  triangle,  soit  un  système  de  droites  menées  par 
ses  sommets,  ou  des  points  et  des  droites  tout  à  la  fois; 
Cl,  d'autre  pan,  l'équation  qui  constitue  cliaquc  théorème 
est  loujours  formée  d'un  produit  de  rapports,  chacun  de 
deux  segments  qui  ont  même  origine  sur  une  même  droite, 
ou  de  deux  sinus  d'angles  qui  ont  même  sommet  et  un 
côté  commun,  produit  égal  h  d=  i ,  ou  bien  d'un  produit 
de  rapports  de  segments  égal  à  un  produit  de  rapports  de 
sinus. 

On  peut  former  dans  un  Iriangle  beaucoup  d'autres  re- 
lations semblables ,  nous  n'avons  dorme  que  celles  qui  de- 
vaient nous  offrir  une  application  utile. 

II  existe  dans  les  polygones  des  relations  du  mèmegrnre, 
dont  celles  du  iriangle  ne  sont  que  des  cas  particuliers  cl 
qui  comportent,  comme  celles-ci,  l'application  du  prin- 


cipe 


signes  aux  segment 


î  angles 


eI'o 


y  con- 


sidère. Nous  allons  démontrer  quelques-unes  de  ces  proprié- 
léfi.  Le  principe  des  signes  nous  permettra  d'en  conclure 
quelques  propositions  qui  semblent,  par  leur  nature,  se 
rattacher  à  cette  partie  de  la  science ,  h  laquelle  on  a  donné 
parfois  lu  nom  de  Géométrie  rie  situation ,  non  pas  seule- 


L. 


jj 
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ment  parce  qu'il  n'y  entre  aucune  relation  de  grandeur,  »■ 
cjui  a  lieu  dans  uue  foule  d'autres  tliéorèines,  mais  à  cause 
du  genre  particulier  des  propositions. 

§  I.  —  Propriétés  des  pofygoiies. 
391 .   Quand  une  transversale  menée  dans  le  plan  d'im 
polygone  AHC. .  .  rencontre  ses  cotés  consécutifs  en  des 
points  a,  b,  c,. . .  on  a  la  relation 
dA    iB    rC 

Aans  laquelle  on  ohseive  la  règle  des  signes  relaliicment 
aux  deux  segments  formés,  sur  chaque  côté. 

Nous  allous  démoutrer  que  si  le  théorème  est  vrai  pour 
un  polygone  de  n  ciitcs,  il  l'est  pour  un  polygone  d'un 
côté  de  plus.  Eu  eiret,  le  tbéorème  étant  supposé  vrai  pour 
le  polygone  AB..  .K  du  n  côtés  {/ïg.  80),  on  a  l'équation 

oA    AB        eE_ 

(WÎ  '  ï  C  ■  ■  ■  ?A  ~  '  ■ 
Formons  un  [mlygone  d'un  rôle  de  plus,  eu  remplaçant  le 
cûié  EA  par  deux  autres  EF  et  FA.  On  a  dans  K'  inaiti^le 
AEF,  coupé  par  la  transversale. 


nembrcpar  la  pré 


ce  qui  es[  IV-quatiou  relative  au  polygone  de  (  »  +  >  )  cAlés. 
Doue  si  le  iliéorème  est  vrai  pour  un  polygone  de  n  cùtés, 
il  l'est  nécessaire  m  eut  pour  un  polygone  d'un  cûlé  de  plus. 
Or  il  est  vrai  pour  le  trlangln;  donc,  ele.  ■ 

392.   CoRoLLAiitR.  —  L'i^juation  (1)  niunire  que  le  nnin-     H 

V      À 


cA 

c'E 

/P 

fE 

f'F 

/A- 

Cette 

équation 

mullipl 

ée  incmbr 

deutc 

,  donne 

ak 

&B 

/F 

«B 

iC 

/A 
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1  etc.,  n^alifi)  est  toujours  pai 


387 


bre  des  rapports  - 
à-dire  que  : 

Une  transversale  menée  dans  le  plan  d'un  pofygone, 
rencontre  chaque  côté  en  un  point  situé  sur  le  côté  lui- 
même ,  ou  sur  son  prolongement ,  et  il  j'  a  toujours  un 
nombre  pair  de  côtés  qui  sont  rencontrés  sur  eux-mêmes. 

393.  Si  d'un  point  O  on  mène  des  rayons  aux  sommets 
d'un  polygone  ABC.  .  .  {pg-  81),  les  sinus  des  angles  que 
ces  rayons  feront  chacun  avec  les  deux  côtés  adjacents, 
auront  entre  eux  la  relation 


'» 


il  PAR 
nÔÂÊ 


sinOBC 
sin  OBA  ' 


nOF.A 
n  OKD  " 


le  signe  étant  -f-  ou  — ,  selon  que  li'  nombre  des  som- 
mets du  polygone  sera  pair  ou  impair. 

Kous  emploierons  le  même  mode  de  démODslratioii  que 
jHïur  le  ihéopème  précédent,  qui  consiste  a  prouver  que  si 
le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de  n  sommets,  il 
l'est  nécessairement  pour  nn  [«lygouc  de  (h  +  i)  sommets. 

En  eflùl,  t'équation  ayant  lieu  ponr  un  polygone  de  11 
»ominets ,  formons  un  polygone  d'un  sommet  de  plus  F 
compris  entre  les  deux  A  et  E.  On  a  dans  le  triangle  £FA 
la  relation 

sin  OAE    sinOFA    sinOEF  _  _ 
sinOAF  '  sin  OFE  '  sinOEA  ~~ 


multiplié 


■  la  précédente,    membre  à   membit 


inOAB    sinODC 
inOAP'sînOBA' 


siiiOEF 
'  sId  OEB 


sinOFA 
sJnUFE  " 


Ceuc  équation  démontre  que  si  le  théorème  est  vrai  |K>ur 
un  polygone  de  ti  sommets,  il  le  sera  pour  un  polvgone 
d'un  sommet  di-  pUis.  Or  il  est  viaî  pour  le  tiianglc; 
donc.  etc. 


k 
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39'1.  ConuLLAiHE. —  L  tîquation  prouve  iju'il  y  a  toujours 

,  ....  sinOAB  sinOBC 

uu  nombre  pair  ou  impair  de  lapporis   .    „    . .  -^~- — ,  clc. 

aégalifs,  seloir  que  le  nombre  des  colés  du  polygone  est  pair 
ou  impair;  et  Ton  en  conclut  celte  proposition  : 

Si  d'un  même  point  on  mène  lies  rayons  aux  sommets 
lie  tous  les  angles  d'un  poljrgone,  dont  les  uns  seront  situés 
dans  les  angles  eux-mêmes  {ou  leurs  opposes  au  sommet) 
et  les  autres  dans  les  suppléments  des  angles  ; 

Le  nombre  des  rayons  situés  d-ans  les  angles  sera  pair 
ou  impair,  selon  ijue  le  nombre  des  angles  du  polygone 
sera  pair  ou  impair. 

395.  Si  par  les  sommets  d'un  polygone  AllCDEF 
(fig.  82)  0/1  menu  arbitrairement  des  droites  Aa,  Bb,  etc., 
4jui  forment  un  second  polygone  abcdef  inscrit  au  pre- 
mier, on  a  la  relation 


(3)      ITf-^-' 


F/ 

A/    Bn 

le  signe  étant  •+-  ou  —,  selon  que  le  nombre  dos  côtés  dn 
polygone  est  pair  ou  impair. 

Nous  allons  prouver  (|uc  si  le  tltéoi'èine  est  vrai  pour  un 
polj'gont;  de  n  cotés,  il  l'est  pour  un  polygone  d'un  c6(cde 
plus.  En  elli-l ,  ronsidéroiis  le  polygone  de  n  cotés  ABCDF., 
pour  lequel  on  a  par  hvpollièse, 

Afl    B/'       Kl         .  sinoAR    sin&BA       sînfKD 


nAB 


ftBC 


■  EA 


On  a  dans  le  triangle  AEF, 

A.     Ee    F/_.      sin.AF    sincEA    sin/FE 
A/'  E(  '  Vf  ~       siniAE'  sin  pRl''sin/FA 

Multipliant  membre  à  membi-e,  ïl  vient 

An     Bi       E^    F/__5inffAE    ain&CA       s 
ITf'ïfii    "  \Û  ■  F7'  ~  '•"  sin  n  AF  ■  sin  i  BC  '   '  s 


(soa). 


i/FF. 


À 
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Ce  iiiii  démontit!  que  si  le  lliéorèinf^  csl  vrai  pour  uii  poly- 
gone lie  n  cùtés,  il  l'tisi  pour  un  polygone  d'an  côté  de  plua. 
Or  nous  l'avons  déuiouiré  pour  le  tcianglr;  doue  il  a  lieu 
pour  un  (juadrilatèrc,  pour  un  peuiagoae,  elc.  Donc,  etc. 
Observation,  — Les  deux  ihéoréines  (391  et 303]  peu- 
veol  éti'e  considères  comme  des  corollaires  de  la  propo- 
lïlion  actuelle,  ainsi  que  nous  l'avoua  vu  à  l't^ard  du  tri- 
angle (362). 

396.  /Jesr/roires  Aa,  Rb,  Ce,...,  élanl  menées  arbitrai- 
rement par  les  sommets  li'un  polygone  ABC...  (fig.  83), 
si  une  transversale  rencontre  1rs  côtés  tlu  polygone  en  des 
points  a,  Ê,  y,,..,  et  /es  i/roitr.t  en  des  points  a,  b,..,  on 
aura ,  entre  les  sinus  ries  angles  t}ue  les  ilroîtes  font  awec  les 
côtes  rlu  polygone  et  les  segments  que  ces  angles  inter- 
ceptent sur  la  transversale,  la  relnlion 


[M 


MnaAR    sin  fcBC 
linaAF'un&BA  ' 


sincCD 
wn  cCB" 


61; 


le  signe  étant  +  ou  — ,  selon  (}iir  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  pair  ou  impair. 

Kn  efl'fl,  que  par  un  point  O  pris  sur  la  transversale  on 
conduise  des  droites  aux  sommets  «lu  polygone,  on  pourra 
écrirr 


DftAB    sinOAB\ 
ÔTk?  'sinOAF.J 


Il  t  BC  ,  8in  OBC\ 
n^BA'sinORA'' 


/a»  o«\  /H  oe\ 


r  dans  le  sccoud  membre  les  Tac 


à  deux 


dans  le 


■ursO«,  OS,...,  M 
premier  membre , 


les 

l'équation 


Rtroduits  se  détruisent  ensemble,  parce  qu'on  a 


nOBC   sinOCD 


»in  OAF    un  OBA 


(S95). 


Or  le»  rapport»  anharmoniques  dn  premier  membie  de 
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l'ûguatiuit  sont  iîgau\  à  miux  du  second  meinbtt'.  h»  h  i 
n'spfCTivomenl.  Dont-  l'iiqiialîon  psi  vraie. 


397.  CnRiii.i.Àiniï.  —  IJne  transveisale  étaul  nii-uée  dans 
le  plan  d'un  polygonr,  les  deux  ciités  de  chaque  auglc  du 
polygone  renconireiii  celle  droite  en  deux  pointa  qui  dé- 
terminent un  se^meui  compris  suit  dans  l'auglc  lui-mëiue 
(ou  sou  oppo&é  au  soiiinieE) ,  soit  dans  sou  supplément.  On 
ronclut  du  tliéorèine  qui  vient  dètie  déuionirê  que:  Le 
nombfe  ites  segirienis  comprif  dans  1rs  angles  eux-niémes 
ou  leurs  opposés  au  toniniùt  t-st  loujvurs  pair- 

En  elVet,  supposons,  dans  le  théorème,  que  toutes  IcA 
droites  A/i,  I!/',elc.,  soient  menées  dans  les  angles  mâmcft 

du  polygone;  chaque  rapport  lel  que  —  i    relatif  à  l'angltf 

A,  sera  m-gatif  quand  le  segment  1^2  sera  compris  daas' 
l'angle  A  ou  sou  opposé  au  sommet,  et  positif  quand  le 
.segment  sera  compris  dans  le  supplément  de  l'angle.  La 
proposition  revient  donc  à  prouver  que  le  nomlirc  des  rap* 

ports  —  '  T-  '  "^iC'  négatifs  est  toujours  pair.  Or,  quand 
nombre  des  angles  du  polygon< 
l'équation  (4)-  Mais  alors  le  picn 
et,  par  conséquent ,  le  second  l'es 

des  rapports  — >  etc.,  négatifs  est  pair. 

Quand  le  nombre  des  angles  du  polygone  est  impair, 
signe  dn  second  membre  de  l'équatiou  (4)  est  —  1.  Mcf{ 
'atif.  Donc  leprodu' 


Il  pair,  ou  a  lesigne  +  daQf 
iLif. 


-  nicmbri'  < 


i  posil 


.  Donc  le  noml 


Je  premier  membre  est  négai 

ust  positif.  Donc  le  nombre  des  rapports  négatifs  est  paîfa 
Ce  que  nous  nous  proposions  de  prouver.  Donc,  etc. 
O/iSPivation.  —  C)e   ihwi-ème  et   les  deux  (392, 
sont  de  eeux  qui  nous  paraissent  se  rapporter  à  la  Géomi- 
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trie  de  situation  propretneot  dile,    comme  nous    l'avons 
annoncé  (39(t). 

398.  Etant  prix  des  points  a,  b,...,  sur  les  côtés  d'un 
polygone  ABCD...  (fig.  84),  si  d'un  /-oint  Of  on  mène  des 
droites  aii.r  sommets  du  polygone  et  aux  points  a  ,  h,.  ..^ 
on  aura,  entre  les  sinus  <ies  angles  que  ces  droites  font 
entre  elles  et  les  segments  que  les  points  a  ^  b . . . .  Junl  sur 
les  côtés  du  poljgont;  la  relation 

sinffOA    sinfcOB  -lA    iB 


*0C 


/'C 


EnelTet,  menons  par  lo  point  O  une  (Iroiie  fixe  01-,  l-l 
appelons  a',  />',...,  les  points  où  elle  renconire  les  côtés  AB, 
BC,...  ilu  polygone,  l'équation  pourra  s'écrire 


!V..  =  Cîi 


ixLOCl 


m 


C  b'c) 


Car  tous  les  sinus  iniroduils  dans  le  premier  membre  s'an- 
nulent d'eux-mf'mos  deux  à  deux,  et  les  segments  intro- 
duits dans  le  second  membre  s'annulent  tous  ensemble ,  en 
vertu  de  la  relation 


n'B     ft'C 

Or  ehaque  rapport  anliarmoniquc  du  premier  membre  est 
égal  au  rapport  anbarmonique  eorros pondant  dans  le  se- 
cond membre.  Donc  l'équation  a  lieu,  et  le  théorème  se 
trouve  démontré. 

399.   CoitoLLAinEl.  — Si  toutes  l-s  droites  Oa,0  A,  etc., 
sont  les  bissectrices  des  augles  AOB,   UOC,  etc.,  cliacun 

■apports  -. ^-1  rlc.,estéga!à  —  i.  On  en  conclut  que  : 

Les  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  ilttn 
rencontrent 
'9- 


point  fixe  les  côtés  iCun  polygone  ABC.. 
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cei  côtés  en  des  points  a  ^  b,...  teh,  que  l'on  a  ta  relathi» 
a\    iB 

Jb'ïc  "  '  ' 

le  signe  étant  +  ou  —  selon  que  fe  nombre  des  côtés  du 
polygone  est  p/itr  on  impair. 

Corollaire  11.  —  Si  toutes  les  droites  On,  etc. ,  sont  les 
bissectrices  des  suppltmeists  des  angles  du  polygone,  le  pre- 
mier membi'e  est  toujours  positif.  Doiir  : 

Les  bissectn'ces  des  suppléments  des  angles  sous  lesquels 
on  voit,  d'un  même  point ,  les  côtés  d'un' polj gone  AKC .. , 
rencontrent  ces  côtés  en  des  points  a,  b,...  tels,  que  l'on  n 
oA  fifl  _ 
«B  ÏC"'~  '■ 
On  peut  conclure  de  ce  tbéorème  les  propriétés  relatives 
au  triangle,  démontrées  précédemment  par  d'autres  con- 
sidérations (38i  et  385). 

■iOO.  Etant  pris  des  points  a,  b,  c,...  sur  les  côtes  con- 
sécittij's  d'un  polygone  ABCD. . .,  si  l'on /ait  la  perspec- 
tive de  la  figure  sur  un  plan  ,  Injonction 

rlK     AB     cC 


dfB    iC    tD 
conservera  la  même  valeur. 

En eUet,  menant  une  transversale  <jui  reiicontn'  les  cfttés 
consécntifs  du  polygone  en  des  points  et.  S,  7,...,  on  a 
lA    CB    yC         _ 

^ 'ëc '■^d'   ■  —  '    t 

Et,  par  conséquent,  la  fonction  proposi 
que  la  suivante  : 

/aA_  kA\    /iB    eB 

\^  ■  cTb/  \éC'  6C 
Celle-ci  devient,  en  perspective, 


^ 

^^1 
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e(  conserve  la  mfime  valeur,  parce  (ju  elle  se  rompos 

icdc 

rappoiis  a  nlia  m  ioniques.  Mais  cette  (it'rniére  se  réduit 

à 

rt'A'    A'B' 
«'B'é'C   ■■' 

parce  que  les  poiiils  «',  ë', .  .  .  étant  en  ligne  droite 
même  que  or ,  ô ,  .  .  . ,  on  a  la  i-elation 

,   Jo 

VA'     fi'B' 
a'R'  '  ■se'"  ~' 
On  a  donc 

aA    AB             rt'A'    i'B' 
«B'ic""  ~fl'B''6'i:'"" 

Ce  qui  dL'inoulrc  le  théorème. 

Obsenmiion.  —  Le  théorème  et  la  démonstralion  s 

,ub- 

sislent,  si,  l'œil  étant  placé  dans  lu  plan  du  polygoue,  on                1 
fait  la  perspective  sur  une  droite.  Alors  on  prend  pour  la                 1 
Iransvci'sale  ao  une  droite  passant  par  l'oeil, 

401 .  Etant  donne  un  fofygone  ABC  ...Vel  des  droites 

Aa,  Bh,  Ce,  .  .  .  incnêcs  pur  ses  sommets,  si  Ion  J'aie  In 

perspective  de  la  figure  sur  un  plan  ,  la  jonction 

J 

sirioAF   siniBA    siii^CB 

1 

sinnAB   sin  6  BC   sin  rCD 

J 

ne  cliangera  pas  île  ■valeur. 

P'etr    â_rlîi-n  mil.  rnii    iiiinii 

"H 

Vj  t?ai~d-\iiie  que  \  ou  duiii 

sin«'A'r    sinè'B'A'             sinuAF    sinéBA 
sina'A'B'    sin^BC              aionAB    sin/iBC 

'-'^H 

En  pilVt,  que  par  un  point  O  pris  dans  le  plan   du 
lygoue  on  mène  des  droites  à  ses  sommets  ,  on  aiu'a 

po- 

sinOAF    sÎdOBA    sin  OCB 

SinOAB    sinOBC    «nOCD    ■       =^  '     ^^^^'^ 

et ,  par  conséquent,  la  fonction  proposiie  est  égale  à 

_^/sinaAF    sin  OAF  v  ,  sin  iBA    sin  OBA  , 
~l,sin«AB' SinOAB'  UinfcBC    sinOBC/ 

Or  dans  la  perspective  celle  fonction  ne  change  pa 

ide 
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valeur,  parce  qu Vile  se  compose  derapportsauharinoiiiijueii. 
Mais  les  rapports  correspondants  à  ecux  que  nous  venons 
d'introduire  disparaiinint  en  perspeclîïe,  parce  qu*ils  ont 
leur  produit  égal  à  ±  i ,  en  vertu  du  ihéoi-ème  (393)  ;  il 
restera  donc  les  rapports  correspondants  à  ceux  qui  forment 
la  fonction  donnée;  ce  qui  démontre  le  tbéoi'ème. 


du  quadrilalère. 

d'un  polygone  s'appliquent 


§  n.  —  Propriélé. 

402.  Les  propriétés  g^énérali 
d'elles-mêmes  au  quadrilatère,  mais  cette  figure  donne  lieu 
à  quelques  propositions  particulières. 

Si  sur  lus  quatre  côtés  d'un  qitattrifntérp  ABCD  (fig.  83) 
on  prend  quatre  points  a,  b,  c,  d  tfls,  que  l'on  iiit  la  rc- 


talion 

(") 

nk    ftB     fC     rfD 

nBfiCrD'(/A 

et  qu'on  i-egarde  ces  quatre  points  comme  les  sommets  con- 
sécutifs d'un  second  quadrilatère  abcd ,  les  points  de  con- 
cours des  côtés  opposés  de  celui-ci  seront  situés  sur  les  deux 
diagonales  du  premier. 

Ainsi  les  deux  droites  ah ,  cd  se  croisent  sur  la  diago- 
nale AC.  En  effet,  si  l'on  snppo.ie  que  ces  deux  droites 
rencontrent  la  diagonale  en  deux  points  ditlérents  ï,  g',  on 
aura  dans  les  deux  triangles  ARC  ,  AUC  les  relations 


/'B 


fC    </D 


flB     hC    iA~    '  cD    dk    i'C^    ' 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre  et  ayant 
égard  à  l'équation  supposée,  on  en  conclut  — -  =  —  Ce 
qui  prouve  que  les  deux  points  e  ,  t '  coïncident.  Donc ,  etc. 
403.  Réciproqucmi-nt:  Si  par  un  point  t  de  la  diagonale 
AC  dUt/i  quadrilatère  KhCD  on  mène  deux  droites  quel- 
conques, dont  l'une  rencontre  les  deuxvûlés  AB,  BC  en 
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a,  h,  et  la  seconde  Us  liciir  càlès  CD,  DA  en  (■,((,  on 
aura  eiitiv  lus  segments  formés  par  ces  e/uatre  points  a , 

b ,  <■ ,  d  sur  les  calés  ilit  ^uat/n'liitère  .  la  relation 

oA    fcB    rC     rfD_ 

^  ■  6  C  '  en  "  rfA  ~  '  ' 
et,  par  siuie,  les  deux  droites  àa ,  oh  se  couperont  sur  la 
seconde  diagonale  HD, 

En  ellel,  si  les  deux  droites  al< ,  cd  se  croisenl  un  un 
point  £  sur  la  diagonale  AC ,  ou  aura  les  cicux  équations 
précé<lentcs ,  en  écrivant  Eau  lieu  de  {'dans  la  seconde;  et 
ces  équations  multipliées  membre  n  membre  donnent  l'é- 
quation (  I  ) 

Cette  équation  étant  démontrée,  il  s'ensuit  que  les  deux 
droites  «^/,  hc  se  croisent  sur  la  diagonale  liD  (WS). 

CoROLLAiXE.  —  Si  l(!s  iieu\  droites  menées  par  le  poiut  t 
de  la  diagonale  AC  se  confondent,  les  deux  équations  dont 
nous  venons  de  faire  usage  ont  toujours  lieu,  cl  Ton  en 
condnt  l'équation  (i).  Ce  qui  démontre  directement  la 
propriété  du  quadrilatère ,  i-omprise  dans  le  théorème  gé- 
ra! (391),  savoir  :  Quand  une  transversale  rencontre  les 
quatre  côtés  d'un  quadrilatèie  AfîCD  en  ijuatrc  points  a  , 
b,  c,d,  on  a  la  relation 

«A    iB    çC     <iD  _ 

404.  Si  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  AHCD  (fig.  86)  on  mène  deux  droites 
t/ui  ivncontrvnl,  respectiventent ,  les  deux  cou/ilcs  de 
côtés  opposés  en  a,  c  et  h,  d,  on  n  entre  les  segments 
que  ces  points  Jorttienl  sur  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère la  relation 

aK    bB    fC    <{5_ 

^'  hl.'  cO'  rlK~'  ' 

et,  par  sutti' .   le  qiiadrilalèiv  nhcd.  qui  n  pour  commets 
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consécutifs  ces  qiiati-e  points,  a  lis  (joints  de  concours  de 
ses  cùlés  opposés  sur  les  deux  diagonales  du  i/uadrUatèm 
ABCD. 

En  ell'ct,  les  deux  séries  de  quali-e  poinU  E,  A,  a,  B 
etE,  D,  c,  C  ont  leurs  rapports  anbarmonit]ues  égaux  ;  de 
sorte  qu'o 


H  A 

EA 
ËB  " 

fD 

RD 

EC" 

On 

apa 

eiU. 

ment 
bn 
bc- 

FB 
FC 

rfA 
'  dD 

FA 
FD 

Ces 

ëquatioi 

s  mullip 

iées 

memb 

reâ 

membie 

donn 

oA 

ftB    cC 

dD 

EA 

EC 

FA 

FC 

«B 

hc'  cD 

'rfA 

~EB 

BD 

FB 

fd' 

Or  le  second  nnembre  est  égal  à  l'unité  (3oO,  I).  Donc,  etc. 
405.  Si  par  les  sommets  d'un  quntlrHatère  A  BCD  (  fig.  87) 
n«  mène  des  r/raùes  Aa,  Bb,  Ce,  Dd  telles,  que  l'on  ait 
la  relation 


(») 


nAB 


nfcBA    : 
n  i  BC  ' 


ncCB    sin  rfPC  _ 
ucCDan'/DA" 


■ 


ces  quatre  di-oites  seront  les  votés  consécutifs  d'un  quadrt- 
lalère  abcd  circonscrit  au  proposé,  et  dont  les  diagonales 
passeront  par  Ifis  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
celui-ci. 

Cela  résulte  du  théorème  (402) ,  en  vertu  de  lu  propost' 
lion  (39^).  Car  l'êqualion  (a)  ayant  lieu  par  hypothèse, 
l'équation  (i)  a  lieu  d'après  cette  proposition;  et  par  con- 
séquent la  diagonale  AC  passe  par  le  point  de  concouis  de* 
cAtés  opposés  hn ,  cd  (402),  Donc ,  etc.  , 

Ohii-rvation.  — Ou  peut  démontrer  Je  théorème  dircc- 
trmciil,  d'uni-  manière  analogue  à  lelh-  par  laquelle  nou» 
u.mtréle  ihéorèm.   {14t2). 


i 
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i06.   OnoLLAiREs.  —  Daiif  foui  tjimfhilatciv.   hs  bâ- 

SfXirices  des  quatre  angles  forment  un  second  quadrilatère 

dont  les  diagonales  passent  par  les  points  de  concours  des 

côtés  opposés  du  premier. 

Et  il  en  est  de  même  quand  le  second  quadrilatère  est 
formé  soit  par  les  bissectrices  des  suppléments  des  quatre 
angles,  soit  par  les  bissectrices  de  deux  angles  et  les  bis- 
sectrices des  suppléments  dos  deux  autres  angles. 

Car,  daiis  chacun  des  Irois  cas  qtie  présente  ce  théorème, 


les  droites  bissectrices  que  l'on  y  coiisidèi-e  dontmnt  lit? 
IViqualion  (a)  précedcnie. 

407.  Si  parles  sommets  dun  f/nadri/atère  ABCD  o/j 
mène  quatre  droites  Aa,  lib,  Ce,  Dd,  de  manière  qui 
le  second  quadrilatère  abcd  ,  formé  par  ces  droites  prisi  i 
pour  côtés  consécutifs,  ait  les  points  de  concours  de  sci 
côtés  opposés  sur  les  deux  diugoiiales  du  premier,  on 
aura  entre  les  sinus  îles  angles  que  ces  droites  font  ayci 
les  côtés  du  quadrilatère,  la  relation 


a  AU 


n^BA 
niBG  ' 


irCD 


n//DC_ 
nrfDA  " 


et ,  par  suite ,  les  diagonales  de  ce  secotid  quadrilatère 
abcd  passeront  pur  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
sés du  quadrilatère  ABCD. 

Eu  effet ,  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  {Jig.  88) 
passent,  par  hypothèse,  parles  poiulsde  concours  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  /j&t'^;  par  conséquent,  on  a,  d'a- 
près le  théorème  {  Wi),  l'équation 


Bi    Ce     D'I 


Ab    Bf     Crf    Dn 


ri  lai 


D'inc,  d'après  le  ihéorème  (<!95)  appliqué  a 
on  a  réf[uation  qu'il  s'aj^iide  dcmoniiiT. 

Et  cette  équalion  a3arit  lieu  ,  il  sensuii ,  d';iprè5  le  thét 


k 
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rème  précédent,  que  les  diaf-oiialcs  rtc,  htl  du  ({uadritaière 
abcii  passeiil  par  les  poinii;  de  concours  des  côtes  opposa 
du  quadrilatère  AliCO.  c.   q.   f,    n. 

§  m.  —  Quadrilatère  gauche.  —  Uyptilioloïtit;  à  uni- 
iia/>p<-. 

408.  Le  tliéorèine  (402)  et  sa  réciproque  s'appliquent 
d'eux-mêmes  au  quadrilatère  gauche;  eo  qui  donne  lieu  k 
ce  théorème  ; 

Quand  un  plan  rencontre  tes  quatre  côtés  d'un  «juadrif 
latèrc  gauche  AIÎOD  en  quatre  points  a.b,  c,  d,  on  a  Ia 
relation  de  segments 

bA    ftB    çG    rfl)_ 

^  '  fc  C  '  TÏJ  '  (Ta  ^  '  ' 
Et  réeiproquciuGut,  t/uand  cette  relation  a  lieu  les  quatre 
points  a,  b,  c,  d  jonf  dans  un  même  plan. 

409,  On  conclut  de  ce  théorème  une  prc 


■iéié  de  riiy- 

perboloïdc  à  une  nappe  ,  d'où  résulte  une  démonstratiou  de 
la  double  géuératîoa  de  cette  surface  par  une  ligne  droite. 

On  appelle  hyperboloïde  à  une  napptt  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyaiit  sur  troi* 
droites  Sxes.  D'après  cela  : 

Si  une  droite  ac  (fig.  89)  glisse  sur  les  deux  côtés  op- 
posés AB,  CD  d'un  quadiUathv,  de  manière  qu'on  ait 
toujours  la  relation 

A  étant  une  constante,  celte  droite  engendre  un  hyperha~ 
loïde  il  une  nappe. 

En  ellêt,  que  l'on  prenne  sur  les  deux  autres  côtés  do 
quadrilatère  di.'ux  points  fixes  A,  //  tels,  que  l'on  ait  ' 


f/A 
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il  existera  eiiire  ces  poiats  ei  li's  deux  a,  c,  la  relation 


oB    iC    .D    ilÂ         ' 

qui  prouve  que  les  quaiie  poitils  suut  dans  uu  mi^mi-  plan; 
c'est-à-dire  quL-  la  droite  ac  reacoulro  toujours  la  droite 
fixe  bd.  Cette  droite  se  meul  donc  en  s' appuyant  sur  trois 
droites  fixes  AB,  CD  et  bd:  par  conséquenl  elle  engendre 
un  liypcrboloïde  à  une  nappe.  c.   q.   f,    p. 

CoBOLi-AiRE.  — Kn  observantque  la  position  delà  droite 
/></ est  înd<.'tci-miuëe,  puisqu'il  suflil  [juel'ou  ait 


(/A 


te 


cette 
de  l'hy- 


on  en  conclut  «(ue  toutes  les  droites  qui  satisfei 
relation  s'appuieront  sur  toutes  les  génératrices 
perbolo'ide,  et  par  conséquent  seront,  d&ns  tonte  leur  éten- 
due, sur  cette  surface.  Donc  ; 

La  surface  engendrée  par  une  droite  <jui  s'appuie  sur 
trois  droites  fixes,  peut  l'éire  d'une  seconde  manière  par 
une  droite  s' appuyant  sur  trois  positions  fixes  de  la  pre- 
mière génératrice  {"). 


410,    L'équation  - 


K  points 


a,  c  formeul  sur  les  deux  c6lés  du  ijuadrilatère  AH,  CD 
deux  divisions  liomographiques  ;  de  sorte  que  le  théo- 
rème (409)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quand  deiLT  droites  dans  l'espace  sont  divisées  ftoniO' 
graphiquement ,  les  droites  tjuî  joignent  i/eux  à  deux  les 
points  homologues  des  deux  divisions,  enveloppent  un 
hyperholoïde  à  une  nappe. 


perbnlalde  a  une  napp»  par  une  ligni! 
toi*  dam  la  Con  ripondancc  lui    l'Éco, 


le  de  '»  iloiiblc  |;én>Talion  de  l'hj- 
Iroiic  •  éiH  'lonnce  paur  la  premiira 
■  Pobifchm-itte ,    lomelt,  f r>g«  ^. 
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411.  Puisque  lis  deux  [Hiitiis  a,  v  forment  sur  les  deux 
côtés  Alt,  CD  deux  divisions  homographtqucs ,  si  autour 
de  tes  deux  côtés  on  fiiit  tourner  deux  plans  passant,  re^ 
pectivcment,  par  les  deux  points  c  et  a,  ces  deux  plans, 
dont  la  droite  d'intersection  sera  la  génératrice  ac  de  l'hy- 
perboloïde,  formeront  deux  faisceaux  (*)  homographiques; 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  autour  de  de'ix  droites  jixef  on  fait  tourner  deux 
plansdoni  /us  positions  successif  es  Jormcnl  deux  faisceaux 
homographi/jues ,  leur  di'oi le  d'intersection  engendrent  un 
hjperlio/oïile  à  une  nappe. 

CoaoLLÀinE.  — On  conclut  de  ce  théorème,  que,  si  l'on 
fait  lonrner  deux  plam  rvctangulains  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l'espace.,  leur  droite  d'intersection  cn- 
genditi  un  hyperhotoide  A  une  nappe. 

Il  suffit  de  prouver  que  les  deux  plans  mobiles  formant 
deux  faisccanv  homographiques. 

Soient  A  ,  H,  C,.  .  .  des  |>o6ilîons  du  premier  plan  ,  qui 
tourne  autour  de  lu  droite  I.-  et  A',  R',  0',.  .  .  les  posi- 
tions correspondantes  du  second  plan,  qui  tourne  autour 
de  la  droite  L'.  Que  d'un  point  fixe  O'  pris  sur  la  droite  L', 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  plans  A  >  B.  C, . . .  ; 
ces  droites  ,  situées  dans  les  plans  A',  IV,  C, .  . . ,  respec- 
tivement, seront  toutes  dans  un  même  plan,  perpendicu- 
laire à  la  droite  L  ;  donc  le  rapport  anharmoniqiie  de  quatre 
de  ces  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans  A',  B',.., 
dans  lestiuels  elles  sont  situées  {17)-,  mais  leur  rapport 
anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  A,  H,..., 
parce  que  ces  droites  sont  perpendiculaires  n  ces  plans  res- 
pectivement. Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
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plaus  A  .  B, .  -  .  est  Éigal  k  celui  dt?s  quatre  plans  coirespoii- 
daiils  A',  B',.  ...  Ce  qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc.  (*). 

112.  Quatre  points  c,  c',.  ,  ,  appartenant  à  quatre  gé- 
nératrices flc,  n't', ...  ont  I;;ur  rapport  anliarmonique 
égal  à  celui  des  quatre  plaus  qui ,  ayant  pour  arëie  cotu- 
muDe  le  côté  AB,  passent  respective menl  par  ces  quatre 
génératrices,  lesquels  sont  les  plans  tangents  à  l'hypei- 
boloïde  aux  points  a,  a',.  .  .  .  Donc,  puisque  les  quatre 
points  c,  c',...  ont  leur  rapport  anharraoniquc  égal  à 
celui  des  quatre  a ,  a',  cic. ,  on  peut  dire  que  ; 

Les  plans  tangents  à  un  hyperboloîiiif,  en  quatre  points 
H' une  niémc  génératrice  AB,  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  de  ces  quatre  points. 

Ce  théorème  donne  lieu ,  par  les  conséquences  qu'on  en 
peut  déduire,  à  diverses  propriétés  de  l'byperboloïde ,  et 
en  général  des  surfaces  engendi-ées  par  une  ligne  droite. 
Mais  ce  n'est  pas  ici  le  moment  de  traiter  cette  matière  (**}. 


S  IV. 


Pr, 


■opn 


s  lie  l'bexagoni 


413.  Étant  données  six  droites,  si  deux  d'à 


(•)  I-fl«  pied»  dm  peqiendiculuirei  «Laînseca  du  point  O"  aur  Jes  plan! 
A,  B,  .,  Miiil ,  Et  idem  mu  ni ,  kur  rbypcrbaloide  ^  or  le  lieu  de  cm  fioinla 
iil  un  cercla  t'ilni  dnnt  Je  plun  perpondi  cul  Dire  1  lu  droite  L,  mené  par  le 
point  O';  oD  en  eancliit  itonc  que  In  iectiani  cirrulairei  de  fhrpfialoïde 
nnt  dnia  dri  ptani  prrpcndicalmiei   au  drux  rfroifei  L,  L', 

Cet  hyperboloido  ,  engendre  pur  la  driiitc  U'i  menée  lion  de  dent  plan* 
rrctinguluires ,  laurnanl  autour  (le  deui  droites  liiei,  jiiuil  d'une  pro- 
prielr^  inlcriswiulc^  On  peut  dricrmmrr,  d'une  mjimrr  de  minihes ,  an  9-1- 
i^nrc  de  deux  dro'iei,  lellei,  fur  lei  diitanefi  dr  cht^ur  point  de  rkxperboluide 
à  tel  dtux  droiitt ,  OUI  un  rnpporl  ennilHitl.  (  \'oir /DaiMii/  Jr  Ualhémaliguei 
•le  H.  Lir>ii>il<e,  inmn  t  ,   ti«|[e  34  ^  ai>née  iSX  ) 

(•■)  On  peut  eunciilier  un  li^mea-c  sur  In  Sur/aces  engeadrèfi  par  «ne 
ligne  diBile.  dans  le  Inmo  X!  du  la  ConrspoHdaHrr  m,-lhrniafiu,-  i-l  phf- 
lifsede  M.  guolnlet  ;  année  |83S;  pB|:-ei>  ',<)->  |3 
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sont  liii'isée.i  hotnographûfiiement  par  les  quatre  aiitreSt 

il  en  xera  île  même  île  deux  quelconques  des  six  droites. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  {fig.  90)  les  six  droites,  dont 
les  quatre  premières  divisent  faomugraphiqucment  les  deux 
E,  F,  c'est-à-dire  en  deux  séries  de  quatre  points,  «,  6, 1 
sur  E,  oL  a',  h',  c\  d'  sur  F,  qui  ont  leurs  rapports  atihaiv. 
Bioniques  ('gaux. 

Je  dis  que  les  deux  droites  \  el  1t  sont  aus»i  divisées  h<yi 
mograpliiquemcnt  par  les  quatre  autres  t^,  D,  E,  F. 

En  effet,  soit  O  le  point  de  concours  des  deux  droitei' 
C,  D  :  les  deux  séries  de  quatre  points  a,  h,  c,  data',  i', 
c',  d'  ayant  leurs  rapports  au  harmoniques  égaux,  il  en  ei 
(le  même  des  deux  faisceaux  de  quatre  droites  On ,  0/>,  C.  D 
et  Oa',  Ob',  C,  D.  De  sorte  qu'on  a  l'équation 


n(Qa,  C)    sin(06,  C) 


i^Oa'.  C)    sin(Oa'.  G) 


sin  [On,  D)  '  sin  (06,  D)       sin  (Oa',  D)  '  sin(Oft',  D) 


gin(Oa.  C)  sln(Oa',  C)  _  sin ( 0 b,_C)  sin  (0  6',  C) 
sin(0<j,  D)  '8in(0a',  D)~»in(d6,  Dj  '  sin(Oi',D)' 
Ce  qui  exprime  que  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
0«,  Oa',  C\  D  et  Oô,  OA',  C,  D  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  égaux.  Donc  les  quatre  points  d'intersection 
du  premier  faisceau  par  la  droite  A  ont  leur  rapport  anhar- 
moaique  égal  à  eelui  des  quatre  points  d'inierseclion  du 
second  faisceau  par  la  droite  H.  Ce  qui  démontre  que  les 
deux  droites  A,  B  sont  divisées  liomograpliiquemeni. 

Il  reste  à  montrer  que  l'une  des  deux  droites  E,  F  et  l'une 
des  quatre  autres,  par  exemple  E  et  D,  sont  divisées  aussi 
liomograpliiquement;  tHa  résulte  de  ce  que  les  deux  A  et 
B  sont  divisées  hnmographiqueraent.  Ainsi  le  théorème  est 
démontre  complètement. 


414.   Quand  deux  côtés  d'un   hexagon 
honiogrnphiijiicment  par  les  t/nalre  autres 


:  sont   divisés 
les  tivis  iliw 


À 
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gonnlns  qui  joignent  les  commets  opposés  passent  par  un 
ntcnie  poiiit. 

Soit  AltCDEr  {fig.ç^l)  l'hvxagone;  considérons  deux 
càtés  opposes  AB,  DE.  SoÏL-tiL  d',  e'  les  points  de  ren- 
coDlre  du  premier  par  les  deux  côtés  CD,  EK;  et  h',  a'  les 
points  de  rencontre  du  second  par  les  deux  côtés  HC,  AF. 
Les  [{uatre  points  A,  lî,  rf',  e'  ont,  par  liypothèse,  leur 
rapport  anliarmonique  t-gal  à  celui  des  quatre  «',  h' ,  D,  K; 
cens-ci  pouvenl  Être  écrits  dans  l'ordre  E,  D,  A',  a'  {40)  j 
nous  dirons  donc  que  les  deux  séries  de  quatre  points  A,  B, 
d'y  e'  et  E,  I>,  A',  a'  ont  leurs  rapports  anhai-moniques 
égaux.  11  s'ensuit  que  les  droîies  menées  de  deus  poinli 
quelconques  de  la  première  s^rie  aux  deux  points  rorres- 
poudanls  de  la  seconde ,  pris  inversement ,  se  coupent  sur 
une  même  droite  (  108).  Les  deux  points  C  ,  F  et  le  point  , 
deci-oisementdesdensdiagonales  .AD,  fSEsontdcs  points  de  | 
rctie  droite.  Donc  les  deiis  dUgonalcs  AD,  BE  si;  coupent 
sur  la  troisième  diagonale  CF.  c.   q.   f.    p. 

ito.  On  conclut   sans  difiiculié,  de  ce  théorème,  que  : 
Récip  roquera  eut  ;    Quand  les  ti-OLS  diagonalfs  i/itr  joi- 
gnent les  soininels  opposés  d'un  hexagone  passent  par  un 
même  point,  ileux  côtés  quelconques  de  l'hexagone  soii^  j 
divisés  homograp/iiqnement  par  1rs  quatre  autres. 


tlO,  Étant  .lounés  sLf  points,  si  les  Jaîsceaux  formés 
amour  de  deux  de  ces  points  par  les  rayons  menéi  aux 
quatre  autra  sont  homographiques  [cesl-i\-diye  ont  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux  ) ,  ('/  en  est  de  mémo  pour 
deux  quelconques  des  six  points. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  {/ig.  9a)  les  sis  points.  Les 
deux  faisceaux  qui  oui  pour  centres  les  deux  points  E,  F 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  anOes  points  A , 
B,  C,  D  ont.  par  hyprjllièse,  leurs  rapports  anharmoniqnes 
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égaux;  je  dis  qu'il  en  est  ilc  même  dits  deux  faisceaux  quir 
ont  pour  centres  les  deux  points  A ,  B  et  dont  les  rayoïn 
passent  par  les  quatre  autres  points  C.  D,  E,  F. 

En  elïel ,  la  droite  V.U  coupe  les  deux  premiers  faisceaux , 
qui  ont  leurs  centres  en  E  et  F,  en  deux  séries  de  quati>e 
points  i7,  ^,  C,  D  Cl  a',  />',  C,  D  qui  ont  leurs  rapport» 
anharmoniques  égaux ,  puisque  les  deux  faisceaux  sont  ho- 
mographiques.  On  a  donc 

'C  aC    a'C        6C     b' C 


aU'a'D        tD' 


Ce  qui  expriuie  que  les  quatre  poiuts  a,n',  C,D  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  b,  b',  C,  D- 
Donc  le  faisceau  qui  a  son  centre  en  A  et  dout  les  rayons 
passent  par  les  quatre  points  a,  a',  C,  T),  a  le  même  rap- 


port anharmouique  qui 


le  fa 


sceau  qui  a  son  centre  en  B 


et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  points  h,  b',  C ,  D. 
C'est-à-dire  que  les  quatre  droites  meuées  du  point  A  aus 
quatre  points  E,  F,  D,  C  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  droites  menées  du  point  B  aux 
quatre  mêmes  points. 

li  nous  reste  à  prouver  que  les  deux  faisceaux  qui  ont 
leurs  centies  en  l'un  des  deuxpoinlsE,  F  et  l'un  des  quatre 
A ,  B,  C ,  D,  par  exemple ,  c»  E  et  D,  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points,  sont  aussi  homo- 
graphiques.  Or  cela  résulte  de  ce  que  les  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  centres  en  A  et  B  sont  homographiques.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

417.  Quand,  dans  un  hexagone,  les  rayons  menés  de 
deux  sonuiiels  aux  quaire  autres  forment  deux  faisceaux 
homographiques,  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  en  ligne  droite. 

Soit  l'hexagone  ABCDEF  {Jig-  gî),  et  G,  H,  lies  points 
de  eoncours  des  trois  couples  de  cAtés  opposés  AB,  DE; 
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BC,  EF;  CD,  FA.  Je  dis  que  ces  trois  points  sont  eii  ligae 

En  effet,  it-s  quatre  droites   BÂ,    BC,  BO,   BF  ont  le 
>  rapport  anharmonique  que  les  quatre  EA,  EC,  ED, 


EF,  par  hypothèse 
peut  dire  que  les  quatre  pi 
anharmonique  que  les  qui 
les  points  d'intersection  de 


igeant  l'ordre  de  celles 

ont  le  même  rapport 
EF,  ED,  EC,EA(45).Dono 
droites  quelconques  de  la 


première  série  par  les  deux  droi  tes  correspondantes  de  celle 
dernière,  prises  inversement,  sont  Jeux  points  toujours  en 
ligne  droite  avec  un  même  point  lise  (111).  Or  D  et  C 
sont  un  système  de  deux  tels  points ,  F  et  A  un  autre  ;  el 
G  et  H  un  troisième.  Donc  les  trois  droites  DC,  FA,  GH 
passent  par  un  même  point.  C'est-à-dire  qne  le  point  I  est 
en  ligne  droite  avec  les  deux  G  et  II.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Donc,  etc. 

418.  Réciproquement  :  Quand  les  trois  points  de  cott' 
cours  des  côtés  opposés  d'un  hexagone  sont  en  ligne 
droite,  /es  faisceaux  qui  ont  pour  centres  deux  sommets 
tjuclcontjucs  de  V hexagone  et  dont  les  rayons  passent  par 
les  quatre  autres  sommets,  sont  homographiques. 

Cette  réciproque  se  conclut  de  la  proposition  directe, 
sans  difficulté. 

419,  Olrsen-ation.  —  Les  hexagones  auxquels  se  rap- 
portent les  propositions  précédentes  jouissent  de  diverses 
autres  propriétés  qu'il  serait  aisé  de  démontrer  ici,  mais 
qui  se  présenteront  plus  nalurellomeul  dans  la  théorie  des 
Motions  coniques. 


CHAPITRE  XXI. 

ÉQt1AT10^S  A  LA  DDOITE  ,  OV  RELATIOUS  de  SCfiUBNTS  SEBVANV 
A  DÉTenHINKn    TOI:^  LEâ  POINTS  d'uHE  LICNE  DROITE. 


§  1.  — Équation  eniif  li-s  segments  faits  sur  deux  droite 
par  lies  rtnons  tournant  miloitr  de  deux  paies  fixes . 

iSO.  iVocs  avons  vu  (rhap.  XVII)  qu'où  peut  décrire 
de  diverses  maitières  une  ligne  droite  par  le  point  d'ïnier- 
scclîon  de  deux  rayons  tournant  autour  de  deux  points 
fixes;  il  suffit  que  ces  deux  layons  formeiU  deux  faisceaux 
liomographiques  tels,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes,  ronsiddrée  comme  appartenant  au  premier 
faisceau ,  soit  elle-mfïme  son  homologue  dans  le  second  fais- 
ceau. Si,  au  lieu  de  déterminer  l' homographie  des  deux 
faisceaux  par  des  constructions  géométriques  ,  comme  nous 
l'avons  fait,  on  l'exprime  par  une  relation  d'angles  ou  de 
segments  ,  cette  relation  constituera  uue  équation  de  la 
droite.  Nous  allons  chercher  les  dillérentes  formes  d'équa- 
tions auxquelles  ces  considérations  donnent  lieu. 

I. 

421 .  A'/  autour  di-  deux  pôles  fixes  P,  P'  (fig,  94)  on 
Jàit  tourner  deux  rayons  rencontrunt ,  rrspeclivfment, 
deux  axes  fixes  EA  ,  E'  B'  en  diux  points  m  ,  m'  /eA,  çtie 
l'on  ait  la  relation  constante 


dans  laquelle  A  ft  W  sont  deux  points  fi.i 
trairenient  sur  les  deux  axes  i  E,  E'  les  points  oii 


iris  arbi-      _ 
I  CCS  axes     m 
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rencontrent  la  droite  PP',  et  a  ,  ô  ,  v  des  coefficients  con- 
stants, le  point  de  concours  des  deux  rayons  Pm,  P'm' 
décrira  une  ligne  droite. 

En  effet  l'équation  exprime  que  les  deux  points  m ,  m' 
forment  sur  les  deux  axes  EA,  E'B'  deux  divisions  honio- 
graphifjues  dans  lesquelles  E  et  £'  sont  deux  points  homo- 
logues (123).  D'où  il  suit  que  les  deux  droites  Pm,  Vm' 
décrivent  deux  faisceaux  boraographiques  qui  satisfont  à  la 
condiliou  que  la  droite  PP'  soit  elle-même  sou  homologue 
dans  les  deux  faisceaux.  Donc  le  point  d'intersection  des 
deux  rayons  Pm.  P'  m'  décrit  une  ligne  droite  (105).  Ce 
qu'il  fallait  prouver  (*). 

Il  est  clair  que,  réciproquement,  une  droite  étant  don- 
née, on  pourra  toujours  déterminer  deux  des  trois  con- 
stantes «,  6  et  V,  l'autre  étant  prise  à  volonté,  de  manière 
que  l'équation  [a)  corresponde  à  \i  droite. 

422.  Sous  avons  vu  (123)  que  dans  l'équation  («)  un 
ou  deux  des  poiuts  fixes  A ,  E,  B',  E'  peuvent  ftrc  situés  à 
l'inâni;  et  que  le  segment  qui  se  rapporte  à  un  point  situé 
à  l'inGni,  disparaît  de  l'équation  eomme  s'il  était  devenu 
^al  à  l'unité.  Il  s'ensuit  qtie,  sans  ehangrr  la  position 
des  deux  pâles  P,  P',  mais  en  supposant  que  l'une  des 
deux  origines  A ,  R',  ou  toutes  deux ,  soient  à  l'infini ,  ou 

Éwnl  dumé,,  dans  Vriptce ,  un  Itiangli-  cl  Itws  ni^i  jiiet  4e  di-rclion 
lurlaimili' ,  ï«r  leneoHlrent  Ir plan  da    irwnglr  ™  iruit  pùiHts  E,  E',  E'; 

Ut  ttoh  «ICI  ra  trù,  poiaU  m ,  m',  m"  tnh.  itr  I'or  an  U.i-Uiion 
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bien  que  l'un  des  deux  axes  EA,  E'B',  ou  lous  deux,  soîoni 
parallèles  à  la  droilo  PP',  ou  aura  les  tpiaire  équations  sui- 
vantes, toutes  également  propres  à  représenter  une  ligni- 
droite  quelconque  : 


à 


423.  Quand  daus  ces  équations,  de  nu'uie  que  dans  {a), 
la  constante  v  est  nulle ,  l'équalion  devient  a  deux  termes , 
et  alors  les  points  Gxes  A ,  B'  sont  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  liomo graphiques  (116),  et  la  droite,  lieu 
du  pointd'intersecliou  des  deux  rayons  tournants  P/n,P'm', 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  d^ux  droites  PA  ,  P'  B'. 
Cela  a  lieu  même  quand  les  points  A  et  B'  sont  à  l'intîni. 

11 

424.  Les  pâles  P,  P'  sont  pris  arbitrairement  ;  la  seule 
condition  à  observer,  c'est  que  ces  points  et  les  deux  E ,  E' 
soient  tous  quatre  sur  une  même  droite.  Cette  droite  peut 


être  à  rinfini;  alors  les  droite 
elles,  ainsi  que  les  droites  P'» 
rectioit  ;  et  l'équation  devient 


Pm  sont  parallèles  entre 
,  mais  sous  une  a 


L 


a.Am  +  e.B'm'rr:»- 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  sur  deux  axes  on  prend,   à  partir  de  deiix  points 
fixes  A,  B'  {fig.  gS) ,  deux  segments  variables  Am,  BW 
liés  entre  eux  par  la  relation  dit  premier  degré 
(6)  a.Am-He.B'm'  =  ., 

et  que  par  les  points  m,  m'  on  mette  des  droites  parai- 
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lèlcs  à  deux  autres  axes  Jixes ,  le  point  tl' intersection  de 
ces  deux  droites  décrira  une  ligne  droite. 

ConoLLArnE.  —  Si  les  deux  points  fixes  A  ,  B'  coïncideot 
en  O  (Jig-  96)  avec  le  point  d'intersection  des  deux  axes  , 
et  si  les  droites  Mm  sont  parallèles  à  l'axe  Om',  el  les 
droites  Mm'  parallèles  à  l'axe  Om,  les  deux  segments  Om, 
Om'  seront  précisément  les  deux  coordonnées  .r,  y  du  sys- 
tème de  géométrie  analytique  de  Descarics  ;  et  le  théo- 
rème exprime  que  l'équation  du  premier  degré 

est  celle  d'une  ligne  droite. 

425.  Reprenons  le  cas  où  les  points  A ,  B',  origines  des 
segments  Âm,  B'm'  {fig.  g5),  sont  quelconques,  ainsi  qne 
les  directions  des  deux  axes  fixes  auxquels  les  droites  Mm, 
Mm'  sont  parallèles, 

.  Que  l'on  mène  par  le  poini  fixe  A  la  parallèle  à  la  droite 
Mm,  et  qu'on  abaisse  sur  cette  droite  l'oblique  Mp  paral- 
lèle à  Am;  on  aura  Mp  =i  Km.  Pareillement,  ayant  mené 
par  le  point  fixe  B'  la  parallèle  à  Mm'  et  abaissé  du  poiut 
M  sur  cette  droite  l'oblique  M/V  parallèle  à  B'm',  on  a 
Mp'^B'm'.  De  sorteque  l'équation  [b)  devient 

!<.Mp-+-e.My  =  ï. 
C'est-à-dire  que  : 

Si  l'on  demande  le  lieu  d 'un  point  M  tel,  que  les  obliques 
Mp,  Mp'  abaissées  de  ce  point  sur  deux  axes  fixes,  sous 
des  angles  donnés,  aient  entre  elles  la  relation  du  pre- 
mier degré 

a.Mp-^C.M//  =  v, 

le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  peut  encore  conclure  de  là  l'équation  de  la  géométrie 
analytique,  déduite   plus  dirrclenicnl    du    théorème  pr6- 
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m. 

4>4i6.  Au  lieu  de  l'équation  (a) ,  pour  exprimer  la  divi- 
sion homograpliiquc  des  deux  droites  EA ,  E'  B'  {fig.  97  ) , 
on  peut  prendre  rétguatîoii 

(c)  Am.BV  +  X  Am  +  f..BW-f-*  =  o     (151), 

poniTurpie  l'on  détermine  l'un  des  trois  coefficients  >. ,  //,  v 
de  manière  que  les  points  de  rencontre  de  la  base  PP'  par 
les  deux  axes  EA,  E'Ii'  soient  deux  points  homologues. 
L'équation  qui  exprime  celte  condition  est 

AF..B'E'  +  Â,AE-h[i  B'E'-|-v  =  o. 
Ainsi  l'équation  générale  d'une  droite  sera 

AM.BW  +  i  A/H-Hf..B'w.'  =  AE.B'E'-t-i.AE+t..B'E', 
les  deux  coefficients  ï  et  u  étant  arbitraires. 

Appelons  I  h'  point  de  la  première  droite  EA  qui  corres- 
pond à  Tinlini  de  la  seconde,  et  J' le  point  de  celle-ci  qui 
correspond  à  l'iuBni  de  la  première;  on  aura  X  =^  —  B'J', 
f*  ;=  —  Al  (  134) ,  et  Téquaiion  devient 
Am.B'iw'— B'J'.Am  — AI.B'/n'=AE.B'E'— B'J'.AE— AI.B'E. 

Réciproquement,  une  droite  L  étant  donnée,  celle  équa- 
tion pourra  la  représi^iiter";  les  points  A,  lï'  y  sont  arbi- 
traires :  mais  les  deux  points  I,  J'  ne  le  sont  pas;  ils  dé- 
pendent de  la  position  de  la  droite.  Pour  déterminer  le 
pointlonmène  la  droite  P'C  parallèles  la  droite  E'B', 
et  qui  rencontre  ]a  droite  L  en  C;  puis  la  droite  PC  qui 
marque  sur  EA  le  point  I.  Pareillement,  pour  déterminer 
le  point  J'  on  mène ,  parallèlement  a  EA  ,  la  droite  PD  qui 
rencontre  la  droite  L  en  D;  la  droite  P' D  rencontre  la 
droite  E'iî'  au  point  ulierclié  J'. 

Si  l'on  place  les  deux  points  A  et  li'  en  I  et  J'  respecti- 
vement,  Ti-quation  si-  réduira  à 

i™,J'w'  =  lE.J'E'. 
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437.  Dans  lous  lus  ibt-oréiiics  prvcédeiils  on  peut  suppo- 
ser (juc  tes  deux  transversales  coïacident ,  les  niâmes  équa- 
tions subsistent. 

L'équation  (i)  peut  prendre  alors  une  forme  ditTérente , 
savoir, 
(d)  A/H-B'm'-t-i.ram'  J>~-.~n     (161). 

Mais  il  faut  observer  que  la  constante  v  n'est  pas  arbi- 
traire; car,  pour  que  l'équation  soit  celle  d'une  droite, 
il  faut  que  le  point  E  où  l'axe  EA  {/îg-  98)  rencontre  le 
base  PP'  soit  un  point  double ,  c'est-à-dire  la  réunion  des 
deux  points  homologues  E,  E'.  Cette  condition  s'exprime 
par  la  relation 

AE  B'E-f-v  =  o. 

Ainsi  l'équation  générale  d'une  droite  sera 
Xm.B'w'  +  X.v'n'  =  AE.B'E; 
les  points  A  et  B'  étant  pris  arbitrairement  sur  l'axe  EA .  et 
i  étant  tm  coefficient  arbitraire. 

Cette  équation  renferme  trois  éléments  indéterminés,  le 
point  A,  le  point  B  et  le  roefficieut  ).  Une  droite  étant 
donnée  ,  ou  ne  peut  prendre  qu'un  de  ces  éléments  arbi- 
trairement ,  les  deux  autres  seront  pris  de  manière  que  l'é- 
quation s'applique  à  cette  droite  particulière. 

CoKOLLAiKE.  —  Les  deux  points  doubles  des  divisions  ho- 
mograpbiques  marquées  par  les  points  m ,  m'  sur  l'axe  EA 
sont  !e  point  E  et  le  point  F  interae<-tion  de  l'axe  EA  par 
la  droite  proposée.  Il  s'cnsnil  que  les  deux  points  A  et  B' 
sont ,  de  part  et  d'autre ,  à  égale  distance  du  point  0  milieu 
de  EF(lfil).  On  peut  donc  placer  le  point  A  en  E  et  le 
point  B'  en  F;  alors  l'équation  de  la  droite  est 


V.m 


El./ 


THAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 
i  l'équation  de  toute-  di'oile  peut  être  de  U  formir 


§  II. — Équation  entre  <îes  segments  faits  surplus 

axes  par  des  rayons  tournant  autour  de  points  fixew 

situés  en  ligne  droite. 

I. 

428.  Le  Lhéoréme  (421  )  relatif  aux  segments  faits  sur 
deux  axes  Ëxes  peut  être  généralisé  et  appliqué  aux  seg- 
ments faits  sur  un  nombre  quelconque  d'axes  Gxes ,  de  la 
manière  soivanle  : 

Si  l'on  a  plusieurs  axes  AE ,  BE',  CE",...  et  autant  de 
pôles  P,  P',  P", .  . .  placés  en  ligne  droite,  et  que  de  cha- 
que point  M  d'une  droite  L  on  conduise  des  rayons  à  ces 
pôles,  lesquels  rencontrent  respectifentenr.  les  axes  AE, 
BE',  CE",,.,  en  m,  m',  m",,..,  on  aura  entre  les  segments 
que  ces  points  font  sur  ces  axes,  à  partir  d'autant  de 
points  Jîxes  A,  B,  C,...  pris  arbitrairement,  et  des  points 
E,  E',  E",...  tous  situes  sur  la  droite  W  V" ... ,  la  rela- 
tion constante 


dans  laquelle  tous  les  cocfficienis ,  moins  deux,  peuvent 
être  pris  arbitrairement. 

Ccst-à-dire  que  les  deux  cocOîcieui£  non  délerminés 
pourront  i  £tre  de  manière  que  l'équation  ait  loujoun 
lieu. 

Nous  allons  démontrer  que  si  la  proposition  est  vraie 
dans  le  cas  de'/  axes  AE,  BE', ...,  elle  l'est  nécessaii-emenl 
pour  [h  -i-  t)  axes. 

Supposons  que  li's  deux  coefficients  iudélcrmiai-s  soieul 


] 
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a  et  ë.  Faisons  abstraction  du  premier  axe  AË;  nous  au- 
rons un  axe  de  moins,  el,  par  hypothèse,  la  proposition 
sera  vraie;  de  sorte  que  les  coelHcicnts  y,  J,.  . .  étant  don- 
nes, on  pourra  déterminer  les  deux  €',  v'  de  manière  (joe 
l'on  ait  toujours  l'équation 

Mais  en  ne  considérant  que  les  deux  axes  AEeL  RP.',  on  peut 
déterminer  deux  coeflicients  a,  S"  de  manière  que  l'on  ait 
toujours  la  rclaliou 

Ajoutant  ces  deux  é<[ualîonà  membre  à  membre .  on  a 

km       ,„,       ,„,  Bm'  Cm" 

Celle  équation ,  relative  à  (n  +  >}  axes,  aura  toujours  lieu, 
puisqu'elle  résulte  de  deux  équations  qui  clles-mûmes  ont 
toujours  lieu  ;  cl  les  coefficients  de  ses  deux  premiers  termes, 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés,  oui  des  valeurs  déter- 
minées. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coefficients  non  dé- 
terminés soient  «  et  v.  On  fera  encore  abstraction  du  pre- 
mier axe  AE,  et  l'on  déterminera  deux  coefficients  Ê'  et 
v'  de  manière  que  l'on  ait 


ce  qu'on  peut  faire,  par  hypothèse.  Puis,  en  considérant 
les  deux  axes  AE  ,  BE',  on  déterminera  deux  coeiricieni» 
of ,  v"  tels,  que  l'on  ait 


É- 


Ajouta  Dl 
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ces  deux  équations  membre  à  membre  ,  il 


--f-e^ 


=  (■'' 


'"); 


équation  dans  laquelle  les  deux  coclËcients  a  et  (v -h  v'), 
les  seuls  qui  ne  soient  pas  donnés,  ont  des  valeurs  déter- 
minées 

Ainsi  il  est  démontré  que  si  le  théorème  a  lieu  pour  n 
axes,  il  aura  lieu  pour(n-|-  i)  Mais  il  est  vrai  pour  deux; 
donc  aussi  pour  trois,  pour  quatre,  etc. 

Obseivalion.  —  Dans  le  cas  de  deux  axes  on  ne  peut  pas 
faire,  en  général,  la  constante  v  égale  à  zéro;  mais  on  le 
pourra  toujours  dans  le  cas  où  l'on  a  plus  de  deux  axes. 

429.  IVous  veaotis  de  prouver  qu'ayant  pris  arbîtratre- 
memles  coefBdemsiz,  3,...,  v,  moins  deux,  on  peut  déter- 
miner ceux-t:)  de  manière  que  l'équaiion  ait  lieu  pour  tous 
les  points  d'une  droite  donnée  L.  Or  deux  poiuts  quel- 
conques de  la  droite  peuvent  servir  pour  déterminer  ces 
deux  coeflicienls.  En  effet,  ees  àe\x\  points  donneront  Heu 
à  deux  équations ,  telles  que 


—  -i-e 


E'm 


Et  CCS  équations,  dans  lesquelles  lessegmenis  A  m,,  Anit,  etc., 
sont  connus ,  servent  à  détermiuer  les  deux  coefficients  in- 
connus. 

Il  suit  de  là  que  :  Quand  l'équation  [e)  a  lieu  pour  j 
deux  f/oirits  d'une  droite,  elle  a  lieu  pour  tous  li^s  autres  | 
pointu  de  celle  droite. 

Ce  qui  conduit  à  ce  théorème  général  qu'on  peut  consi-  | 
dérer  comme  la  réciproque  de  la  proposition  (  -i28)  ; 

WO.   Éinni  donnés  drs  n,rr.    AE,    HE',  CE".... 
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iniiti-s  en  E,  E',  E",.,.  à  une  même  droite ,  et  autant  de 
pôles  P,  P',  P",...  situés  sur  cette  droite,  si  I'qh  demande 
le  lit'u  d'un  point  M  tel,  que  les  rayons  conduits  de  ce  point 
aux  pôles  P,  P',  P",,..  fassent,  respectivement ,  sur  les 
axes   AE,  lîE',  CE",...  des  segments  dont  les  rapports 

-S~  '  ^7~''  F'""^'  »■■•  lient  entre  eux  la  relation  du  premier 

degré 

km  W       _  Cm"    ^        _ 

doits  laijuelle  a,  Ê,  y,---,  v  sont  des  coefficients  constants, 
pris  arbitrairement,   le  lieu  du  point  M  sera   une  ligne 

Eu  cfl'ct,  supposons  que  l'on  ait  détermiiii.>  deux  iminis 
M,.,  M,  salisfaisaDt  â  l'ét^uation ,  cette  équation  aura  lieu 
pour  tous  les  autres  poiuts  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
Mj,  M,  (i29).  Ce  qui  démoulre  iv:  tKiîorème. 

Nous  verrons  plus  loin  (410)  comment  on  pourra  déter- 
miner les  points  M, ,  M, , ,  .  .  qui  satisfont  ri  l'équation. 

U. 

■i31 ,  Ces  théorèmes  relatifs  à  plusieurs  axes  dounent  lieu 
aux  mêmes  corollaires  que  If  théorème  relatif  à  deux  axes. 
Ainsi  nous  dirons,  en  supposant  tous  les  pôles  P,  P',.--  à 
l'infini ,  que  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  les  segments 
que  ces  obliqurs  détermineront  sur  ces  axes,  à  partir  de 
points  Jïxcs  K,  R.-..,  auront  entre  eux  une  relation  du 
pivinier  degré 

i.Am +e.Bm'  + v-C'""   V  -  .  ■  =  v, 
'     dans  laquelle  tous  les  coefficienis  »,  £,...,  v.  moins  drux, 
[    pourront  être  pris  arbitrairement. 
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4;i2.  Ou  peut  MibsiitUL-r  aux  segmenls  faits  sur  les  axm 
fixes,  les  obliques  abaissées  parallèlement  à  ces  axes  sur 
d'autres  axes  menés  par  les  mêmes  poïnls  Ëxes  Â,  B, .  .  ., 
comme  daus  le  cas  de  deux  axes  {42a)  ;  et  l'on  a  ce  ihéo- 


<Si'  de  chaque  point  {l'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes 
fixes  des  obliques,  sous  des  angles  donnés,  ces  obliques 
p,  p',  p",  ■  .  .  auront  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré 

»./.-f-e./j'  +  7./>"  +  .  ..  =  ■,, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6,.-i  "i  moins  deux, 
peufenC  être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement  ;  Le  lieu  d'un  point  tel,  que  lc:s  obli- 
ques abaissées  du  ce  point  sur  des  axes  fixes,  sous  des 
angles  donnés,  aient  entre  elles  une  relation  du  premier 
degré,  est  une  ligne  droite  (*), 

\33.  Aux  obliques  qui  ont  des  dîrectioDS  ditîérenles,  ou 
peut  eu  substituer  d'autres  ayant  touteslamèmc  directioD, 
parce  que  celles-ci  seront  proportionnelles  aux  premières, 
respeetîvenient  :  il  s'ensuit  que  : 

Étant  données  plusieurs  droites  AE,  BE',  CE"  et  une 
dernière  L,  si  l'on  mène  des  transversales  toutes  parallèles 
entre  elles,  dont  chacune  rencontre  ces  droites  en  des 
points  a,  b,  c,...,  M,  on  aura  entre  les  segments  Ma, 
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M  Li . . . .  la  relation  du  premier  degré 

»,M<H-e-Mi  4-7.Hc  +  ...  =  v, 
damlaquelle  tous  les  coe^cienls  a,  £,.,.,  v,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 
El  reciproquemi'ai. 

§  m.  —  Équation  entre  des  segments  faits  sur  un  ou 
plusieurs  rajrons  tournant  autour  de  pôles  fixes  quel- 
conques. 

434.  Dans  les  tliëorêines  précédeuts,  l'équation  d'une 
ligne  droite  a  lieu  euLre  les  segments  que  les  rayons  menés 
(le  chaque  point  de  cette  droite  à  deux  ou  plusieurs  pôles 
tixes  font  sur  des  axes  fixes.  Nous  allons  maintenant  ex- 
primer l'équation  d'une  droite  eu  fonction  de  seginenls 
faits  sur  des  rayons  menés  de  chaque  point  de  la  droite  à 
ijii  ou  plusieurs  pôles  fixes  pris  arbitrairement. 

Considérons  le  théorème  général  (428),  d'après  lequel 
tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbi- 
trairement. 

Prenons  sur  les  axes  AE ,  BE',  eic,  (Jig-  99),  des  points 
fixes  R,  R',..  ■,  et  remplaçons  les  coufficienU  «,  6,...  par 

/       AR\      /,      BR'\  ,..         .        ,     .      , 

v"'  ■  FÏÎ  )  '  \     'v^  l'elc,  I  équation  deviendra 

C'est-à-dire  que  ;  si  de  chaque  point  M  d'une  droite  L  on 
mène  les  rayons  MP,  iMP',  etc.,  qui  rencontrent  respecti- 
vement les  axes  AE,  BE',  etc.,  en  m,  m',,..,  on  aura  cette 
relation  dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,,  £,,  etc., 
moins  deux ,  peuvent  être  pris  arbitrairement;  les  points  R, 
R',...  ayant  été  pris  eux-mêmes  arbitrai  renient  et  restant 
fixes  sur  les  axes  AE ,  BE',  etc. 
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CoDsidérous  les  quatre  droites  mcinées  du  point  V  ai 
quatre  points  M,  Â,  E,  R,  et  (.oupoDS-les  par  une  trans- 
versale issue  du  point  M  ;  soient  M ,  a,c,  p  les  points  d'in- 
tersection :  leur  rapport  aiiharinoniqun  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  IM ,  A,  E,  R,  de  sorte  que  le  premier  terme 

^     „.         .  .  ,      .  /"M    npN     „. 

de  I  équation  peut  être  remplace  par  a,  I  — —  :  -'^  I  ■  Si ,  pa- 
reillement, l'on  mène  par  le  point  M  une  autre  transver- 
sale qui  rencontre  les  droites  P'IÎ,  P'E',  P'R'  en  /»,  e',  p', 
on  pourra  prendri-,  pour  le  deuxième  terme  de  l'équation, 

1.  .       .   /iM     Ap'\  ...  ,, 

1  expression  6,  (  -r—  ;  —^,    ;  et  aiusi  des  autres  termes  :  1 

\e  M     e   p   I 

quation  devient  donc 


1 


Ainsi  les  segments  qui  étaient  comptés  sur  les  axes  AE, 
BE',  etc. ,  sont  remplacés  par  des  segments  comptés  sur  des 
transvei'sales  menées  arbitrairement  par  chaque  point  M  de 
la  droite  L;  et  les  axes  AE,  BE'  n'entrent  plus  dans  le 
théorème.  A  leur  place,  on  considère  de  nouvelles  droites 

PA,P'B,...,  PR,  P'R' Les  points  p,p',...  sont  sur  les 

droites  fixes  PR,  P'R',...;  maison  peut  éliminer  ces  droites 
en  considérant  les  points  p,  p',...  comme  des  pôles  fixes 
pris  arbitrairement,  par  lesquels  on  fait  passer  toutes  les 
transversales  issues  de  chaque  point  M  de  la  droite  L. 
Eulin  ,  de  cette  manière ,  les  pôles  primitifs  P,  P', .  . .  dis- 
paraissent et  se  trouvent  remplacés  par  les  nouveaux  pôles 
p,  p%. . . .  On  a  donc  ce  théorème  général  :  v 

Étant  données  des  droiles  h,  B,  C,...  (fig.  loo),  cl  éloM^^ 
pris  arbitraù-enient  autant  dt;  pôles  fixes  p,  p',  p",...,  cor*    ' 
respondants  à  ces  droites,  un  à  une,  reyicctivement ,  si  par 
chaque  point  M  d'une  droite  L  on  mène  des  transfersales 
passant  par  ces  pôles  p,  p\p",...,et  rencontrant,  respecté' 
vemeiit.  lis  droites  A,  R,  C,...,  en  des  points  a,  b 


i 


TRAITÉ  DE  Géométrie:  supérieure, 

?  tfroife  Jixe  E,  cm  des  poiiiH  e,  e',  c 
aura  la  relation  constante 

lions  laquelle  tous  les  coefficients  a ,  £,, 
peuvent  être  pris  arbitrairement. 


435.  Ce  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  corol- 
lair(>s;  car  on  peut  supposer  h  l'infîni  soit  la  droite  E  ,  soit 
un  ou  plusieurs  des  points  p,  p',.  . .  ou  tons  h  la  fois;  el 
ces  points  peuvent  se  rùunir  en  un  seul. 

Si  l'on  sup|K>se  tous  res  points  à  l'infini ,  l'équation  {/) 
deYÎenl 


La  droite  snr  laquelle  sont  tompl^s  les  doux  segments 
Ma,  Me  reste  parallèle  à  elle-même;  de  sorte  que  ces  deux 
segments  sont  proportionnels ,  respectivement ,  aux  dis- 
lances du  point  M  aus  deux  droites  A  et  E.  11  en  est  de 
même  de  tous  les  autres  segments.  On  a  donc,  en  appelant 
p,  p\  p",.  .  .  vl  q  les  distances  de  chaque  point  M  de  la 
droite  L  aux  droites  lixes  A  ,  H,  C,. . .  et  E,  la  relation  h<^ 
mogène 

Iff')  a, />  + fi. /i' -h  7  /*'■-(-..     =•..,,. 

Donc  :  Les  tlistances  <le  chaque  point  d'une  droite  à 
plusieurs  axes  fixes  ont  ro'ujours  eniie  elles  une  relation 
homogène  du  premier  degré ,  dans  laquelle  tous  les  coeffi- 
cients, moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitrairement, 

436.  Si  la  droite  E  est  à  l'infini,  l'équation  [f)  devient 


(A) 


,  6M 


rM 
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est  ^gal  au  rapport  des  peipeiidiculaircs  abaisstrs  da 
poiuts  M  et  p  siir  la  droite  A,  et  de  même  des  autres  lermes; 
or  les  perpcndieulaires  abaissées  des  points  p,p',...  sui 
les  droites  A  ,  B, .  .  .  soot  eoustaulcs,  et  l'on  peut  les  fain 
entrer  dans  les  coefficients  de  l'équation,  de  sorte  qu'er 
appelant  p,  //, ...  les  perpendiculaires  abaissées  de  chaqm 
■  poiîil  M  sur  les  droites  A  ,  H, .  . . ,  on  a  la  relation 
{/>')  a./J  +  e ./)'  +  V  -p"  -t- .  -  .  =  V, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux,  pcuveni 
être  pris  arbitrairement;  c'est-à-dire  i\ae  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  chaque  point  d'une  droite  L  sur  des  a.rc; 
Jixes  ont  entre  elles  une  relation  du  premier  degré,  dan; 
laquelle  on  peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coeffi- 
cients moins  deux.  Ce  qui  est  le  ibéoième  (t32),  car  or 
peut  substituer  aux  pei'pendiculaires  des  obliques. 
437.  Faisons,  d«DS  rà{aaUoQ  (  k) , 

att=  pM  —  pa, 

6M  =  p'M  — p'6, 

il  vient 


Éltiiil  données  des  droilrs  A,  H,  (.;,..  .  ef  nul, 
pôles  fixes  p,  p',  p" ■,■■  ■  placés  d'une  inaiiicri-  (juelc 
si  di;  rhtiifiie  point  M  d'une  autre  droite  \.  on  inè 
rayons  ii  ces  pôles,  le.u/uels  rcin-onlii-ront  le\  drv 
Xi.    <:....   ,■/,   ,A-  /'-ml.  a.  h,,- ,./,  u(,'.<   !o  , 
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constante 

*  pa  p  à  p  c 

dans  laquelle  a ,  6, . . . ,  V|  sont  des  constantes  qui  toutes^ 
moins  deux,  pcui^ent  être  prises  arbitrairement. 

438.  Si  tous  les  points  p^  p'?  •  •  •  «e  confondent  en  un 
seul,  Inéquation  [h)  devient 

/ïM    '       Z^M  rM 

{k)  a. h^-T H7. h...=v, 

'  ap  bp  cp 

et  Téquation  (1  ) 

/  .>  a  6  7  V, 

'  pa       pb       pc  pM 

Ce  qui  prouve  que  : 

Étant  données  plusieurs  droites  A ,  B ,  C , .  . . ,  et  une 
dernière  L ,  si  autour  d*un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une 
transversale  qui  rencontre  ces  droites  en  des  points  a ,  b, 
c , .  . .  »  M ,  on  aura  les  deux  relations  (  k)*ef  (1) ,  dans  cha" 
cune  desquelles  toutes  les  constantes,  moins  deux,  peupent 
être  prises  arbitrairement, 

439.  Et  réciproquement  : 

Étant  données  plusieurs  droites  A,  B,  C,..,,  si  autour 
d'un  point  fixe  p  on  fait  tourner  une  transversale  qui  les 
rencontre  en  des  points  a,  b,  c,...,  et  quon  prenne  sur 
cette  droite  un  point  M  détermine  par  l'une  ou  Vautre  des 
deux  équations  (k)  e^  (1) ,  fc  lieu  de  ce  point  sera  une  ligne 
droite  (*). 

440.  Dans  ce  théorème  on  détermine  immédiatement, 
soit  par  l'équation  (A  ),  soit  par  la  seconde  (/),  chaque  point 

(*  )  (3c  ihéorème  «e  trouve  dans  le  Mémoire  tic  M.  Poncelet  sur  les  Centres 
des  moyennes  harmoniques  (voir  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Croîle; 
cniiic  111  ,  papo  2.55;  année  i8a8;. 
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[VI  situû  Mit'  um-  iransvcrsslu  issue  du  point  p.  Kt  contawi 
OD  pa&sc  de  lY-ijuntioii  (c)  du  iliiiorènic  {  430) ,  à  l'une  ou  i* 
l'autre  des  «]uatiou»  [(•)  cl  {/) ,  dont  les  coefficiems  dé- 
peudeiit  àc  ceux  de  l'iJcjustioa  [c) ,  \c  point  p  pouvant  iriv 
pris  arbitraircmcnl,Ou  vuit  qu'où  |)uurra  &e  servir  de  Tune 
desé^uatioiib  (Aj  et  (/]  pour  dviermiui-r  les  poîutâ  M  qui 
satî«roDti  l'équiitiun  {c)\  i-imâmcpourdélciminer  eu  par- 
ticulier le  poiut  situé  sur  une  droite  dutiuée-  ■ 

■Wl.  Observation.  —  Tous  les  ihéorôini»  compris  dan» 
le  deuxième  et  le  troi^iiinie  paragraphe  de  ro  ctiapîtrc ,  qui 
ont  été  des  couséquences  immédiates  de  l'un  ou  de  l'autre 
des  deux  théorèmes  généraux  {'i2S)  et  (W-i) ,  comporteul 
ia  même  géuéralîté  que  ceux-Iii  ;  car  on  peut  remonter  de 
tous  ces  théorèmes  aux  deux  (428)  et  (434)  \  et  comme  ou 
passe  aussi  de  l'iiu  à  Tautre  de  ces  dcux-U  ,  nuiu  pouvons 
dire  que  tous  les  théorèmes  ont  une  égale  généralité,  et 
qu'ils  no  soûl  que  de»  expressions  diirérentes  d'une  mêmc^ 
pTQpi'iétéreJitive  à  tous  les  points  d'tioe  ligue  droite.  De 
ce»  express  i  uns ,  la  plus  ùvple  est  cclltM:i  :  Les  distancer 
tfr  chaqiif.  peint  iJ'iinr  lii^rii--  /froîti'  à  plusieurs  axes  fiTf!- 
nul  entre  elles  une  iflalion  li'i  premier  ilegré,  snil  hoino- 
^ène ,  soit  coinplèle ,  ilniis  /ntprefle  Ions  fes  coclficicnis , 
moins  lieux,  peuvent  e'/re  pris  arbitrairement. 

'['ous  les  théorèmes  n'expriuicnt  rien  de  plus  que  rette 
«impie  proposition  ;  mais  il  est  intéressant  de  voii'  qu  au 
moyen  de  la  notion  du  rapport  anhannonique  on  les  dinliitt 
tous  d'une  proposition  éiémcnlairr  (12lt  ) ,  rt  que  l'oti  petit 
passer  (te  l'nii  à  l'anlrr'. 


^ 
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CHAPITRE  XXII. 


iQUATIOIfS  AU   POIKT,  OU  HEURTIONS  DE   SEGMENTA  ^ERVAIIT  A 
DéTEBHIIVER  VVB  INFINITÉ  DE  DROITES  ASSUJETTIES  A  PAéftÉR 

TOUTES    PAR    UN    MEME  POINT.  CENTRE  DE  GRAVITÉ   d'uN 

SYSTÈME    DE     POINTS.    CENTRE    DES    MOYENNES    HARMO- 
NIQUES. 


442.  Nous  appelons  équation  au  point,  une  équation 
entre  certaines  variables  dont  chaque  système  de  valeurs 
détermine  la  position  d'une  droite ,  de  manière  (Jue  toutes 
ces  droites  passent  par  un  même  point.  On  peut  dire  que 
réqnatioa  représente  ce  point, 

§  I.  —  Équation  entre  les  segments  quune  droite  tour-- 
nant  autour  fTun  point  Jait  sur  deux  axes  fixes. 

Si  sur  deux  axes  SA,  SB  (fig.  loi),  qui  se  coupent  en  S 
<^i  sur  lesquels  A  et  B  sont  deux  points  fixes,  on  prend 
deux  points  variables  m,  m',  liés  entre  eux  par  la  rela- 
tion 

^    *  S/«  S//Î 

dans  laquelle  a^  o  et  v  sont  des  coejficients  constants,  ta 
droite  mm'  passera  toujours  par  un  même  point  p. 

En  elFet,  celle  «quation  exprime  la  division  homografiflii- 
que  des  deux  droites  SA,  SB  (123),  et  dans  celte  division 
deux  points  homologues  coïncidciu  en  S.  Par  conséquent 
la  droite  mm'  passe  toujours  par  un  même  point  p  (103). 

On  peut  dire  que  l'équation  représente  le  point  p,  ou 
qu'elle  est  l'équation  de  ce  point,  ou,  en  terme  gétiéf al , 
que  c'édt  une  équation  au  point. 

21. 
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II  est  évident  que,  réciproquement,  un  poiiili^lantdoniiéi* 
OD  peut,  en  attribuaul  à  Tuii  des  trois  cofînîcieui.«  « ,  ë  elv 
one  valeur  arbitraire,  déterminer  les  deux  autres  de  ma- 
nière que  l'équatiou  (a)  représente  ce  point. 

443-  Chacun  des  trois  points  S,  A ,  R  peut  être  à  l'i 
fini  (1^).  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  cquaiioDS  : 


Dans  c^tte  dernière ,  les  deux  axes  SA ,  SB  sont  psrxf 
lèles. 

444.  Quâiid  la  constante  v  est  nulle ,  le  point  représente 
par  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  est  toujours  situé  sur 
la  droite  Alî.  Car  alors  l'équation  générale  se  réduit  à 


^ 


et  cette  équation  exprime  que  dans  la  division  homogra- 
phique  des  deux  droites  SA,  SB,  les  points  A  et  H  sont 
deux  points  homologues  (HS)-  Doue  la  droite  AB  est  une 
des  positions  de  la  droite  irim',  cl  par  conséquent  le  point 
p  se  trouve  sur  cette  droite. 

445.  On  peut  encore  prendre  pour  l'équation  d'un  point, 
l'équation  générale 

{6)  Am.Bm'-|-i.A/n  +  fi.B/n'-+- v  =  o, 

pourvu  que  l'on  détermine  l'un  des  trois  coefficients  de 
manière  à  exprimer  que  deux  points  homolof;ucs  roïneident 
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en  S.  La  relation  qui  exprime  cette  condition  est 

AS.BS-+-X.AS  4- ft.BS -h  V  =  o. 

Éliminant  v,  on  aura  pour  l'équation  générale  d'un  point 

(6')     A/w.B/w'-l->  A/ii-f-u.B/?i'=  AS.BS-f-\.AS-4-ft.BS; 

dans  laquelle  les  eofGcients  X  et  |x  sont  arbitraires.  Réci- 
proquement, un  point  étant  donné ,  on  pourra  attribuer  à 
ces  coefficients  des  valeurs  telles,  que  Féquation  représente 
ce  point. 

446.  Quand  les  constantes  X ,  ti  sont  nulles ,  Téquation 

se  réduit  à 

A/it.Bw'  =  AS.BS. 

Ainsi  toute  droite  mm\  déterminée  par  cette  relation  , 
passera  par  un  point  fixe. 

Et  réciproquement  :  Zfn  point  étant  donné,  on  peut  dé- 
terminer  sur  les  deux  axes  SA,  SB  (fig.  102)  la  position 
des  deux  points  A ,  B ,  et  une  constante  X  ,  de  manière 
qite  réquation  du  point  soit 

A/7I.B/l/=  A. 

En  effet,  cette  équation  ,  qui  exprime  la  division  homogra- 
phique  des  deux  axes  AS ,  BS,  fait  voir  que  le  point  A  cor- 
respond à  l'infini  de  la  seconde  droite,  et  le  point  B  à  l'in- 
fini de  la  première.  Donc  si  par  le  point  p  on  mène  une 
parallèle  à  Taxe  SA ,  elle  déterminera  sur  le  second  axe  le 
point  B.  Et  pareillement  la  parallèle  pA  an  second  axe 
détermine  sur  le  premier  le  point  A.  Quant  à  la  con- 
stante 1 ,  elle  est  égale  au  rectangle  SA .  SB. 

§11.  —  Équation  entre  les  segments  faits  par  une  droite 
tournant  autour  d'un  point  Jixe,  sur  plusieurs  droites 
concourantes  en  un  même  point, 

447.  Étant  données  plusieurs  droites  SA,  SB,.  . .  pas^ 
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tant  toutes  par  un  même  pointa  (fig.  io3}  et  sur  lesquelhi 
sont  pris  arbitrairement  des  points  fixes  A  ,  [) ,  C ,  .  . .  j  ii 
autour  rTun  point  p  on  fait  tourner  une  transversale  qui 
rencontre  ces  droites  en  des  points  m,  m',  va",...,  on 
aura  la  relation  constania 


i'^) 


h  *•-. 


Cm" 


a,  S,  ...,  u  étant  dos  coofficients  constants  qui  loiiff , 
moins  deux ,  peuvent  être  pris  arbàrairenient. 

La  dûmoiistraiîoii  est  aluoliuoent  la  mûme  que  |kiui'  Ii^ 
tltéorémc  {428). 

4-48.  Poui-  que  réquation  (c)  loit  relie  d'un  point  dè- 
tcrrnifié,  il  tujjit  qu'ff/e  soit  satisfaàe  pottr  deux  transver- 
sales issues  de  en  point. 

V.i\  dXet,  pour  qut!  IV-quatîoii  soit  c.A\a  cl'uii  point  dunoô, 
ou  peut  prcudre  iirbitrairunii-'nl  tous  les  coefficients  moins 
lieux  ;  cl  ctux-ci  se  deUirmùicroai  par  certaines  relations 
dépeDdant£s  de  la  position  particulière  da  point.  Or  deux 
transversales  passant  par  le  point  donnent  deux  équations 


et  CCS  deux  t'qnatioiis  suffisent  pour  déterminer,  et  déter- 
minent nécessairement  les  dcnx  coellicieuls  inconnus.  De 
sorte  que,  quand  elles  sont  satisfaites,  réfjuation  (c)  est  celle 
du  point  donne,  et  par  conséquent  toute  aulri;  transversale 
menée  par  ce  point  satisfera  aussi  à  réqualioii.  IJone,ctc. 
i49.  Quand  une  droite  mobile  rencontre  /ci  lixes  SA  , 
SB,  se,  .  .  .  en  des  points  m,  m',  m".  .  .  .  enfrr  Ir'f/ueh 
a  lieu  la  rolnlion 


"\ 
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ou  a^  S  y  y,  ...,v  sont  des  coefficients  constants,  cette 
droite  passe  toujours  par  un  mente  point. 

En  effet ,  si  Toii  considère  le  point  d'intersection  de 
deux  des  droites  qui  donnent  lieu  à  cette  équation,  il  ré- 
sulte de  ce  qui  précède,  que  l'équation  aura  lieu  pour 
toute  autre  droite  menée  par  ce  point.  Mais  elle  ne  peut 
pas  avoir  lieu  pour  une  droite  qui  ne  passerait  pas  parce 
point;  car  cette  droite  rencontrerait  celles  qui  passent  par 
le  point,  en  des  points  par  chacun  desquels  on  pourrait 
mener  une  infinité  de  droites  satisfaisant  à  Téquation  ;  d'où 
Ton  conclut  que  toute  droite  quelconque  satisferait  à  Téqua- 
tion  ;  ce  qui  n^est  pas  possible.  Donc ,  etc. 

Observation,  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme 
la  réciproque  de  la  proposition  (446).  De  sorte  que  les  di- 
verses propositions  que  nous  déduirons  de  celle-ci  admet- 
tront une  pareille  réciproque. 

450.  Dans  Téquation  (c)  le  point  S,  ou  bien  les  points 
El  y  B,...,  peuvent  être  pris  à  l'infini,  et  Téquation  sub- 
siste comme  si  les  s^ments  infînis  devenaient  des  con- 
stantes. Cela  résulte  de  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  deux 
axes  (443).  Mais  il  est  irès-facîle  de  le  démontrer  directe- 
ment. En  effet,  prenons  sur  chacune  des  droites  SA  ,  SB,... 
un  point  fixe,  R  sur  la  première,  R'  sur  la  seconde <  elc. , 
on  pourra  écrire  Téquation  sous  la  forme 

,  ,,  A/iî    AR       ,    B/w'    BR' 

^    ^  Sm     SR  S/w'    SR' 

SR         SR' 
car  on  considérera  les  quantités  «  -^  >   S  x^»  etc. ,  comme 

AR         BR 

formant  les  coefQcients  des  différents  termes.  Ainsi ,  les 

points  A,  R;  B,  R';  etc.,  étant  pris  arbitrairement  sur  les 

droites  SA  ^  SB,  etc.,  rcspccli^ement  ^  on  poun^a  prendre 

arbitrairement  toutes  les  constantes  a,  6,  .  .  .,  v,  moins 

deux,  et  déterminer  ces  drtur-ri ,   de  manière  que  cette 
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équation  ait  lieu  pour  toulen  les  positions  de  la  rlroile 
nun'm". . .  tournant  autour  d'un  point  fixe  donné. 

Si  le  points  esl  à  l'infini ,  les  rapports  ;; —  i  -^ — -,)  eU'. , 
^  '^'  S/w     S/n' 

sont  égaux  à  l'unité,  n  l'équation  devieni 


ou  simplemeut 

Si  ce  sont  les  poîuls  A ,  B ,  .  .  .  qu'on  suppo&c  û  l'ÎTiiiMi  . 

,  km     Bm'  .  .   ,,       .    ,  ,,  . 

les  rapports  — -,  — ; ,  . .  .  sont  égaux  a  1  uuilé,  cil  équa- 
tion prend  la  formf 


(  = 


Sm 


Sw" 


^  lU.   —  Helation  cansfante  cntn:  !ii.i  perpendiculai 
abaissées  de  plusieurs  peints  sur  unr.  droite  qui  tout 
autour  d'un  poini  fixe.  —  Centre  de  ^rni'iff:  d' 
tème  de  points. 


À 


i  des  théorèmes  d'un 
ont  plus  des  seguicnt» 
à  détormincr  la  posi- 
Ics  distances  de  celle 


ABi.  L'équalioD  [c)  donne  lieu 
énoncé  difTérent ,  dans  lesquels  ce  ii< 
faits  sur  des  droites  fixes,  qui  scrvei 
lion  d'une  droite  mobile ,  maïs  biei 
droite  à  des  points  fixes. 

En  eli'el,  le  ternu;  -^^ —  est  égal  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  deux  points  A,  S  sur  la  droite  pm. 
Pareillement  le  terme  -; — ;  est  égal  au  rapport  des  peipen- 
diculairc'5  abaissées  des  deux  points  H  et  S'  sur  In    même 


drc 


is!  des  auiiL's.  Sriirnt  donc  p.  />'.  p" 


,  -,  le-. 


<^ 
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distances  des  points  A ,  B ,  C  ^ . . . ,  S  à  la  droite  pm ,  Téqua- 
tion  deviendra 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d*un  point,  ses  dis- 
tances à  plusieurs  autres  points  fixes  quelconques  ont  entre 
elles  une  relation  homogène  du  premier  degré  dont  tous 
les  coefficients  y  moins  deux,  peui^ent  être  pris  à  volonté. 

Et  réciproquement,  quand  les  distances  d*unc  droite 
"variable  de  position ,  à  plusieurs  points  fixes,  conservent 
entre  elles  une  relation  homogène  du  premier  degré ,  cette 
droite  passe  toujours  par  un  même  point,  . 

La  détermination  des  signes  dans  ce  théorème  est  évi- 
dente. Pour  tous  les  points  situés  d'un  même  côté  de  la 
transversale ,  les  distances  de  ces  points  a  cette  droite  sc^ 
ront  positives,  et  pour  tous  les  points  situés  de  l'autre  côté, 
les  distances  seront  négatives.  Car  chaque  rapport  tel  que 

-  a  le  même  signe  que  le  rapport  correspondant  ^ —  ;  et  ce 

signe  est  -+-,  ou  — ,  selon  que  les  deux  points  A  et  S  sont 
du  même  côté  du  point  m  et  par  conséquent  de  la  transver- 
sale, ou  de  côtés  différents.  Donc  en  donnant  un  signe  arbi- 
traire à  la  distance  </,  on  donnera  aux  distances  p^  /'^••• 
des  signes  semblables  ou  contraires,  suivant  que  les  points 
A,  B,...  seront  du  même  côté  de  la  transversale  que  le 
point  S,  ou  de  Tautre  côté. 

45S.  Etant  donnés  des  points  A,  6,  C,. . .  et  des  con- 
stantes a,  6,  y, ... ,  on  peut  mener  une  infinité  de  droites 
telles,  que  leurs  distances  à  ces  points,  multipliées  respecti- 
vement par  les  constantes,  donnent  des  sommes  nulles.  Eu 
effet,  si  de  ces  points  on  abaisse  sur  une  même  droite  des 
perpendiculaires  dont  les  pieds  seront  a,  ft,  c,.  .  .,  il  suf- 
(u*a  de  prendre  sur  cette  droite  le  point  px  déterminé  par 
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rt  <li.-  mtrner  par  le  point  p,  une  parallèle  aux  perpendicu' 
Iairi;s;  cette  parallèle  satisfera^ à  la  question;  c'est-à-dire 
i]u'cn  appelant /^>,  p',  -  -  -  ses  dislanccs  auxpoinb  A,  U,  — , 
un  aura 

Oi',  d'après  lu  ihéorèaie  préctkletit ,  toutes  les  droites  ainsi 
(Ictcrini nées  passent  par  un  même  poiul  f.  On  peut  doiic 
dire  que  : 

Etant  doritU-s  ilef  points  ifiip/fonf/iios  A,  11,  i'.,-..  cl  ties 
coefficients  a,  Ê,  y,...,  il  exhte  loujoiirsiin  certain  point  p 
tel,  que  si  l'on  mène  par  ce  point  une  droite  tfuelcontjae, 
/a  somme  tle  ses  distances  aiiT point"  A,  B,. ..  multipliées 
tv.%pevtivcmcnt  par  les  nonstaMes  a  ,  6 ,  «te, ,  sera  toujours 

Le  point  p  i»l  ce  qu'on  appelle  le  centre  fie  gi-avitè  des 
poiou  A ,  B»  C  t. . .  supposés  maiérîels  et  ayant  pour  masMS, 
respectivement,  les  constantes  2 ,  Ê,  y,.--. 

i^n.  ga.i.<[l<;.sp„inls  A  ,  I!  ,  <;,,...  s..tH  en  lijj.ir  drmt.s 
Icui- centre  de  gravité  est,  évidemment,  le  point  p  de  celte 
droite  ,  déterminé  par  l'équation 

a.Ap-i-6.Bp  +..  .  =(•. 

Caries  distances  p,  p',...  des  points  A  ,  H,...  ;'i  une  droite 
quelconque  menée  par  le  point  0  seront  proporlioniiellcs 
aux  segments  A^:,  lip,...,  et  auront,  par  conséqnrnl .  entre 
elles  la  relation 


loi.   Considérons  un  système  de  poinis  quciconcpii 
1,  <".,,..  ei  li^r  rentre  de  gravité  p:  n'iieevons  qu'o 


A 
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projette  tous  sur  une  droite,  par  des  obliques  parallèles 
entre  elles,  et  soient  a,  6,  c  ,.•  *i  j^i  leurs  projections.  Les  seg- 
ments api^  bpf^  etc.,  seront  proportionnels  aux  distances 
des  points  A ,  B,  C , . . .  à  Toblique  menée  par  le  point  p  ;  on 
aura  donc  la  relation 

a  /ip,  -+-  €.^pi  -4-7. rp,  -h...  =0. 

Or  cette  équation  exprime  que  le  point  px  est  le  centre  de 
gravité  des  points  a,  i , . . .  supposés  doués  des  masses  a,  6 , . . . . 
Donc,  si  l'on  projette  sur  une  droite  quelconque  des  points 
matériels  A ,  B ,  C , . . .  et  leur  centre  de  grai^ité,  la  projec- 
tion de  ce  dernier  point  sera  le  centre  de  grav^ité  des  points 
en  projection, 

455.  Diaprés  cela  ,  pour  déterminer  le  centre  de  gravité 
d'un  système  de  points  A  ,  B ,  C ,. . .,  il  siiflit  de  projeter  ces 
points  sur  deux  droites ,  et  de  prendre  les  centres  de  gravité 
des  deux  séries  de  points  en  projection^  les  deux  points 
ainsi  déterminés  seront  les  projections  du  centre  de  gravité 
cherché. 

Les  deux  projections  peuvent  aussi  se  faire  sur  une  même 
droite,  par  des  obliques  diiFérentes. 

456.  Qu'on  mène  une  droite  quelconque  ne  passant  pina 
par  le  point  py  et  soient  P,  P',  P'^, ...  ses  distances  aux  points 
A,  B,C,.,.,  et  G  sa  distance  au  point  p,  on  aura  /i  =  P — G> 
p':=P'  —  G,  etc.,  et  l'équation 

deviendra 

a.P4-€.P'-h7.P^  -h.  .  .  =(a-h6-h7-h.  .  .)G. 

D'après  cela  on  peut  dire  que  : 

Tje  centre  de  gravité  d'un  système  de  points  matériels 
est  un  point  dont  la  distance  à  une  droite  quelconque  y 
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rntiiti/tlicc  par  la  somme  des  masses  ils  tous  les  points, 
est  égale  à  la  somme  fies  tiislances  de  ces  points  à  la 
même  di-oite,  multipfiées  respectivement  par  les  masses 
de  ces  points. 

Quand  tous  les  coefficients  □: ,  S,etc.,som^gauxàruuité, 
uu  appelle  le  poîal  p  le  centre  tles  moyennes  dislances  des 
points  A.  B,  C,...,  parce  que  la  distance  de  ce  point  à  une 
droite  quelconque  esl  la  valeur  moyenne  des  dislances  de 
IDUS  les  points  a  eetlc  droite.  Ccsl-à-dire  que  l'on  a 

P  -f-  P'  +  P"  -I- . . .  ^H 


M  étant  le  nombre  des  points  Â,  li,.-- 

Quand  la  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
lauccB,  la  somme  de  ses  distances  û  tous  les  poinis  est  nulle. 


ij  l\ .  —  Centre  dci  moyennes  Itarnionitfacs  d'un  système 
^^  du  points. 

^^ 

■i57.  Reprenons  l'équation  (c',  ioO)  ;  supposons  que  les 
points  R,R',...  {Jig-  io4),  qui  sont  arbitraires,  soient 
pris  tous  sur  une  môme  droite  L,  et  par  le  point  O,  où  la 
droite  qui  tourne  autour  d'un  point  tixc  rencontre  cette 
droite  L,  menons  d'autres  droites  aux  points  A,  H,.  .  . ,  S; 
puis,  concevons  une  transversale  qui  coupe  ces  droites  en 
des  points  a,  h ,  .  .  . ,  J ,  la  droite  inin'  en  un  point  o,  et  la 
droite  L  en  ;■;  on  aura 
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De  sorte  que  Fëquation  {c')  devient 

#        %  ^P  m    ^P  ^P 


•  ..=»•-=- 


ar  br  sr 

Or  les  droites  SA ,  SB , .  . .  n'entrent  plus  que  par  leurs 
points  fixes  A,  B,  etc.,  dans  la  manière  de  former  cette 
équation  ^  ce  sont  les  droites  issues  d'un  même  point  O  va- 
riable sur  la  droite  fixe  L,  qui,  en  tournant  autour  des  points 
A  ,  By  . .  . ,  S  et  p,  déterminent,  sur  la  transversale  menée 
arbitrairement ,  les  points  a ,  & ,  . .  . ,  s  et  p-^  l'équation 
exprime  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés  plusieurs  points  fixes  A ,  B ,  .  .  . ,  ^ ,  et 
une  droàc  L,  Si  de  chaque  point  de  cette  droite  on  conduit 
des  rayons  à  ces  points  y  et  qu'on  mène  une  transi^ersale 
qui  rencontre  ces  rayons  en  des  points  a ,  b , . .  . ,  pt ,  et  /a 
droite  luenun  point  r ,  il  existera  entre  les  segments  forâ- 
mes parles  points  a,  b , . . .,  à  partir  de  l'un  d'eux  pi  et  du 
point  r,  la  relation 

[h)  aîP!-He^'-4-...=0, 

ar  br  ^ 

dans  laquelle  toutes  les  constantes ^  moins  deux ,  pcuv^ent 
être  prises  arbitrairement  y 

Et  toutes  ces  constantes j  j  compris  ces  deux-là,  reste- 
ront les  mêmes,  quelle  que  soit  la  transv^ersale . 

458.  Réciproquement  : 

Etant  donnés  des  points  A .  B ,  C ,  .  .  .  ,  des  constantes 
a,  6 ,  y , . .  ,  et  une  droite  L ,  si  par  chaque  point  O  de  cette 
droite  on  conduit  à  ces  points  les  rayons  OA ,  OB ,  OC , . . . 
qui  rencontreront  une  transv^ersale  en  des  points  a ,  b , 
c,  .  . . ,  et  qu'on  prenne  sur  cette  transv^ersale  le  point  p, 
déterminé  par  V équation 

ar  br  cr 
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r/aiu  iiif/uel/e  r  fSt  /e  point  lie  ivnconliv  tic /a  tnmfvfi- 
.lale  fl  (Vf  la  dt-m'le  L ,  iii  tli-oite  Op,  passera  loiifoun:  par 
lin  point  Jixn  ; 

Kl  ce  point  nera  le  inémn,  «fntd/'e  que  soit  la  position  ili: 
la  trnnsversitle. 

Le  point  pi  (lélermiiKî  «ur  U  li«usversale  par  l'équa- 
lioii  (A)  a  iHc  appclL-  par  M.  PonCfflel  le  centœ  des  moyennes 
harmoiuqurs  dua  pointu  a.  A,.-,  relatij  ttii  point  r;  ri  Ii- 
point  p  par  lequel  passent  toutes  les  droites  O^,,  le  centre 
des  nioyi'nnrs  /lurmnniqacs  di-s  points  A,  li,  C,  .  .  .  rel^t- 
ti/'ii  la  (ImiteLl*). 

-159.   D'après  ctts  délinilions,  k- lliéorèmu  exprime  que  : 

Étant  donné  an  xystènie  de  points  A,  B,  .  .  .  et  leur 
centre  des  moyennes  liarinonif/ues  p,  relatif  «  une  droite 
L ,  siiriin  point  do  celte  droite  ou  mène  des  rayons  à  tous 
ces  points  et  t/ue  l'on  tire  une  transversale  /fui rencontre  ces 
rayons  en  des  points  a,  b,  .  .  .,  p,  <■/  la  droite  L  en  un 
point  r,  le  point  p,  sera  le  centre  des  moyennes  ftarmoni- 
çues  des  points  a^  b, . . .  relatif  au  point  r. 

\m.  i;,Vjiialir,n  (//K.]„i  ihanmii.c  !.■  crnin- ,lrs  n.mrn- 
ncs  liai 'moiii<{ucs  p,  des  points  a,  /%...  p;ii'  rftppoil  .111  jniiiit 
r,  se  met  sous  uni'  autre  foniic.  Qnon  y  l'assr 


f.-rb. 
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Quand  tous  les  coefficients  « ,  6 , .  . .  sont  égaux  a  Tunité, 
le  segment  rpi  est  ce  que  Maclaurin  a  appelé  la  moyenne 
harmonique  entre  les  distances  ra^  rb^ .  .  .  (Bi2). 

U  est  à  remaitpier  que  l'équation  (k)  peut  se  mettre  sousf 
la  forme 

(,)  („-HÇ+...);;i-_  =  a    -  +  6. -^  +  etc., 

I  étant  un  point  quelconque  pris  sur  la  même  droite  que 
les  points  a,  &,  etc. 

En  eflet,  si  Ton  divise  les  deux  membres  par  -^»  Téqua- 

tion  ne  contiendra  que  des  rapports  aiiharmoniques,  et  par 
conséquent  elle  aura  lieu  poiir  toute  position  du  point  i\ 
si  elle  a  lieu  pour  une  seule.  Or  quand  le  point  i  est  à  rîn- 
fini,  Féquation  redevient  l'équation  (k).  Donc  elle  a  lieu 
quel  que  soit  le  point  i. 

461.  Si  le  point  r  de  réquatiou  (//)  est  à  l'infini ,  le 
point  p  devient  le  centre  de  gravité  des  points  a,  />, .  .  . 
supposés  matériels  et  ayant  pour 'masses  les  coefficients  a, 
c ,...  ;  car  l'équation  s'écrit 

^    ,        ^r  rr 

a. £10,  -h  yi.opi, h  7.ro,. h  .  •  .  =  o, 

'  ^      ar  '      (ir 

OU,  parce  que;  les  rapports  t-  '  —  '  etc.,  sont  égaux  a  1  u- 
nité, 

a./7p,  -h  o.^p,  -h  7.C0,  -f-  ...  :=:  (», 

ce  qui  exprime  que  le  point  Oj  est  le  centre  de  gra^ùté  des 
points  a^b  ^  c,...,  dont  les  niasses  seraient  a  ,  t ,  y...  (454). 

462.  Quand  la  droite  L  est  à  Tinfini,  le  centre  dez 
moyennes  harmoniques  des  points  A,  B,...  devient  lui- 
même  le  centre  de  gravait  c  de  ces  points  supposés  doués  d(^ 


t 
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maaic*  «,«.•..  Cir  Untl»  l«s  itroim  taraérr,  d'an  poîiil  0 
âr  U  limite  L  à  et*  poinU  sont  parallèles  entrr  elles.  If 
point  r*or  onc  Irannrnalt^  est*  l'inâni,  et  Ir  point  c,  de- 
i4;niiiDë  nir  cr  Ue  droite  est  le  centre  de  fn'>*>tè  de»  points  a. 
A,...;  d'où  il  Miît  (jnc  Ir  point  s  est  leerntre  deçravitëdn 
pcritlla  A,  II.... 

II. 

463.  D'api-n  ces  considéra Itoiu,  on  pourrait  croire  <[BC 
le*  propriétés  da  centre  des  moyrnnr^  harmonûjttcs  d'iBi 
système  de  points  impliquent  nnr  notion  plus  générale  tnc 
rrllc  dn  centre  //r  ^nn'ilé.  M»îs  cette  plus  grande  géuénn, 
lilë  n'vst  qu'apparente  et  n  existe  pas  au  fond.  On  peut  la 
concevoir,  ;>  priori ,  car  les  propriétés  du  centre  de  gravil^ 
et  celles  du  centre  des  inuTennes  harnionî(|neâ  d'uu  syi- 
lémc  di^  poifitA  sont,  sous  une  forme  diirérenle,  des  e^ 
pressions  générales  d'un  même  tliéorême  eicprimé  par  l'é- 
cjuaiion  {c.  4-17);  elles  n'expnmcHl  dont-  rien  de  plus  a! 
moins  tpie  c«itc  éqnation ,  et  rîea  de  plus  ni  moins  l'une 
que  l'auire.  Et ,  en  cflet ,  nous  allons  voir  qu'on  peut  coa^ 
i-Iiire  Ir.-i  propiiéK's  du  milir  dt-s  nin\i'ns  liarni.iniqur"!  (Je 
relies  du  ccnirc  de  gravité. 

.Soient  dis  points  A  ,  lî,  C...  (  //^,  io5);  que  p,  p'.... 

représentent  leurs  dislaiicos  à  une  droite  L, 

leurs  masses;   et   .soient  P,  P',  .  .  .  Its  di 
mêmes  {>oints  à  une  auli'e  droite  K  menée 

d,■f;.,■.^ilé;  on  aur.-.  (452) 


/'    P 


SoilO  lepoiiuoi'iU  di 

tite  K  lenconti 

l'_5inK0A 
/'  ~  sin  I.OÂ  ' 

P'       sin  KOB 
;/  ~  >^in  I,OB 

'\ 
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«t  Téquation  devient 

sin^KOA  sin  KOB  _ 

sin  LOA  sio  LOB 

Or  si  l'on  mène  nne  transversale  qui  rencontre  les  droites 
OÂ,  OB,...,  en  des  points  a,  b^,..^  la  droite  OK  en /Oi 
et  la  droite  L  en  r,  on  peut  substituer  aux  rapports  de  sinus 
qui  entrent  dans  Téquation  les  rapports  de  segments  cor^ 
respondants,  de  sorte  que  l'équation  devient 

a— i-  H-6-îi--h...==o. 
ar  or 

Cela  est  évident;  car  si  Ton  divise  tous  les  termes  de  Vé- 

,  sin  KOA  j  .  ^ 

quation  par  le  rapport  -; — =rjr-r  du  premier  terme,  on  forme, 

dans  tous  les  autres,  des  rapports  anharmoniques  de  sinus, 
auxquels  on  peut  substituer  les  rapports  anharmoniques  des 
segments  correspondants;  d*où  résulte  Téquation  que  nous 
venons  de  poser. 

Or  cette  équation  exprime  le  théorème  (^fôS)  sur  le 
centre  des  moyennes  harmoniques;  de  sorte  qu'on  peut  dire 
que  :  le  point  appelé  centre  des  moyennes  harmoniques 
fVun  système  de  points  matériels  A,  B,  C,...,  relatif  à 
nne  droite  L,  est  le  centre  de  gratuité  de  ces  mêmes  points 
tjui  auraient  d*autfes  masses  égales,  respectivement, 
nux  premières  divisées  par  les  distances  des  points  à  la 
droite  L.' 

464.  Observation,  —  Les  divers  théorèmes  contenus  dans 
les  trois  paragraphes  II ,  III  et  IV  de  ce  chapitre  pouvant  tous 
se  déduire  les  uns  des  autres,  d'une  manière  facile  et  di- 
recte, au  moyen  du  rapport  anharmoniquc  qui  forme  leur 
lien  commun,  on  peut  les  considérer  comme  exprimant 
tous,  sous  des  énoncés  diilerents,  une  même  propriété  rc- 

22 
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lulive  à  un  «yslèmc  di-  ilmili-s  pas.sani  par  uii  même  ]K)iiil, 
L'expression  la  plus  sinipli-  de  ccixu  propriélé  est  la  sui- 
vante : 

Quand  une  dfoile  tourne  autour  d'un  poinl,  sen  i/is- 
ttuives  p,  p', . , .  à  plusieurs  points  fixes  quelcontjucs,  oui 
entre  el/es  une  ivîution  homogène  du  premier  di-f;rc 

x.p  +  n.p'  +  y.p"+  ftt.  =  0, 

donl  tous  les  coefficienis,  moins  deux,  />fui-rnl  l'in-  pris 
arbitrairem  en  t. 

ri  rè-ciproqup-mcnl ,  quand  plusieurs  droites  salisjoni  li 
celti!  relation  constante,  elles  passent  toutes  par  un  même 
point. 


A 


TROISIÈME   SECTION. 

SYSTÈMES  DE  COORDONNÉES  SERVilNT  A  DÉTERMINER 
DES  POINTS  OU  DES  DROITES.  —  FIGURES  HOMOGRA- 
PHIQUES,  ET  MÉTHODE  GÉNÉRALE  DE  DÉFORBCATION 
d'une  FIGURE.  — FIGURES  CORRÉLATIVES,  ET  MÉTHODE 
GÉNÉRALE  DE  TRANSFORMATION  DES  FIGURES  EN 
d'autres    DE    GENRE    DIFFÉRENT. 


CHAPITRE  XXIU. 

SYSTÈMES  DE  COORDONNEES  SERVAIT    À  REPRÉSENTER  PAR    LNE 
ÉQUATION    TO08    LES    POINTS    d'uNE    COURBE. 


r. 

465.  Nous  avons  vu  (421)  qu'étant  donnés  deux  axes 
AC ,  BD  (fig*  106),  et  deux  points  fixes  P,  Q,  situés  sur 
la  droite  AB,  si  autour  de  ces  deux  points  on  fait  tourner 
deux  rayons  dont  le  point  de  concours  m  décrive  une  ligne 
droite,  les  segments  que  ces  deux  rayons  feront,  respecti- 
vement, sur  les  deux  axes  AC,  BD  auront  entre  eux  la  re- 
lation constante 

«C       .  ^D 

Et  l'éciproquement. 

De  sorte  qu'une  telle  relation  (bi-me  Yéijuation  d'une 
ligne  droite  dont  chaque  point  se  tix)uve  déterminé  par  les 

-deux  rapports  — f  j—'  Ces  rapports  peuvent  s  appeler  les 

coonlonnécs  du  point  /// ,  ahscisst^  et  ordonnée  ;  et  en   les 
représentant  par  deux  simples  lettres  »i  ,    ),  on  dira  que 

22. 
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Vè^ualion  tlu  prentier  licgré 

e$t  cette  li'iute  ligne  lirottv. 

466.  U  s't-nsuîl  qu'nnr  njiuilion  iln  degré  m  entre  Is 
lieux  roèmc!!  nxtnloitnécs .  represcnlcra  une  courbe  jod»- 
sani  de  U  propri*-lé  d'tlre  roupêe  par  une  droite  qm-Inm- 
qno,  en  nt  points  rvtAs  on  imaginaires^  ce  i|ii'oii  apprlk 
nno  courte gcontétrùf tir  ttu  degré  ou  de  Voiviiv  m. 

Car  eelie  vqualion  élant 

¥fx,  v)  =  o 

les  ord<mDëes  des  points  d'intersection  de  U  eourbc  parbl 
droite  (1')  acrant  les  racine?  âe  l'équation 

Uqiirllc  TM  du  dc^re  m. 

Ainsi  dans  ce  systètac  de  coordonnées,  comme  dans  \e 
système  eu  usage ,  toute  ûourhe  géométrique  tta  l'ordre  n 
eu  rvprtaentée  par  une  équation  ttu  degré  m. 

■t07.  On  peut ,  conimo  nous  l'avons  vu  (122) ,  faire  di- 
verses hypothèses  sur  la  position  des  axes  AC ,  lîD  ,  el  celle 
«tes  deuiï  points  lives  (",  I)  qu'on  i>eut  placer  à  l'inllni.  Les 
deus  pôles  P,  Q  peuvent  aussi  cire  à  l'infini,  auquel  cas 
les  deux  points  A.  lï  s'y  trouvent  eus-nièmes.  Dans  tous 
les  cas,  eeux  des  segments  An,  etc..  dont  les  origines  sont 
à  l'iiiliiii,  disparaissent  de  l'é^iuation,  comme  s'ils  étaient 
dcvnius  égaux  à  l'unité.  Nous  avons  donné  {  i22)  les  équa- 
tions qui  résultetii  de  ces  diverses  1  ivpotl lèses  ;  nous  n'y 
reviendrons  pas  ici.  Nous  examinerons  en  parlienlier  un 
seul  des  systèims  de  coordoiim-cs  qui  i-épondcnt  aux  posi- 
tions dillerentes  des  axes  et  dos  pôles;  celui  qui  a  le  plus 
(l'analogie  nwv  le  système  en  ns,if[e  dans  la  Gi-oniéiiir  nue- 
h  liijtir. 


\ 
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468.  Prenons  pour  les  pôles  P  et  Q  (fig*  107)  les  deux 
points  B  et  A  respectivement,  et  pour  les  points  C  et  D  le 
point  de  concours  S  des  deux  axes  \  les  deux  coordonnées 

d'un  point  m  seront  les  rapports  —  >  -r-g  que  les  deux 

rayons  B  m  et  A  m  forment  sur  les  deux  axes  SA ,  SB. 

Si  Ton  suppose  les  deux  points  A  et  B  à  l'infini ,  ce  sys* 
tème  de  coordonnées  deviendra  précisément  celui  de  la 
Géométrie  analytique,  imaginé  par  Descartes,  puisque  les 
deux  segments  infinis  aA,  &B  disparaîtront  de  Téqua- 
tion,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (424). 

Considérons  le  cas  général  où  les  deux  points  A  et  B  sont 
à  distance  finie. 

i*'.  Le  rapport  des  coordonnées  d'un  point  ?  ""  ^u  —  :  t^ 

rB 
est  égal  au  rapport  —  des  segments  que  la  droite  menée  de  ce 

point  à  l'origine  S  fait  sur  la  base  AB ,  ce  rapport  étant  pris 
avec  le  signe  —  ^  ainsi 

JT  cB 

y  rA 

En  eAét,  on  a  dans  le  triangle  ASB 

aS     ^B    cA_ 

^  '  ÏS  '  cB  ""  ""  '  ' 

doù 

cB  a%     bS  .V 

c  A  ^/  A  '  ^  B  y 

2".  La  somme  des  deux  coordonnées  d'un  point  m  est 
/;?S 


égale  à  -— •  Car  on  a  dans  le  quadrilatère  aSbnij 


Sa       S  6       S  m      .... 


ou 
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1".  Les  cooixloiinécs  de  chaque-  pt»ini  do  U  base  AIS  soii! 
iiilinî<-s.  Car  pour  as  poiiiU  cm  a  a\=o,  AB^o,  cl  par 

t'otisé<|aent  jr  =  —  =  -  =  se  ,  et  de  même  yt=x  . 

usa.  Trom-er  les  (Hiinlf  où  la  tiroitc  représentée  pat 
r  équation 

X  +  i/  =  Jl, 

rencontre  len  nrrt  SA ,  SB  et  In  base  AB  {/ig.  108). 

Les  deux  coordonrufes  x,  y  d'ua  point  m  »ont  les  deux 
rapports  -  -•  ^'  Si  ce  point  coiacide  avec  le  poiut  a  lui 
U  droite  proposée  rencoalre  l'axe  SA.  le  point  h  colRCÎdc 
avec  S,  ctIonaT  =  rg  =  Oi  "  S  ensuit  j-='—  =  (i. 

Pourlepoint  ÊsnrraxeSB,  onax  =  o  ei  ^=1^  =  ^ 

Le  point  y,  où  la  droite  perce  la  tase  AR,  sc  ilétcnniiie 
[«!'  ta  relation  qui  a  lieu  dans  le  triangle  ASIî  coupé  par  la 
droite  «S,  savoir. 


Ainsi  l'im  peut  dîn- i]iif  dans  li'-([iial 


les  di.'ux  paianifires  u  cl  /.  drloriiiiurnl .  irspctli\ciiiL'iit 
les  points  où  la  droite  fcmonirc  1  axe  des  ,r  pi  la  base:  1 
leur  rapport,  le  point  où  ladroiu:  rcncontie  l'axe  des  ■>  . 

Il  rsl  clair  ([uc,  réiiproqiieinrnt ,  deux  des  trois  jKiiiii 
où  nnc  droite  icntontrc  ler.  deux  axes  SA,  SIS  et  la  hnt 
Ali .  font  connaître  irntn.-diatoiuenl  les  deux  eoellleleuts  .1 
lV<|uation 'le  la  droite. 
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pressions  géométriques  des  deux  coefficients  X  et  a  que 
nous  venons  de  donner,  on  discute,  sans  difficulté,  les  dif- 
férents cas  que  peut  présenter  l'équation  de  la  droite.  Voîci 
le  résultat  de  cette  discussion  : 

droite  passant  par  l'origine  S. 

2**.  X  =  G  ;         X  =1  ft; 

droite  passant  par  le  pôle  B. 

3®.  >  =  QO  ;       j  =  consL; 

droite  passant  par  le  pôle  A. 

droite  parallèle  à  la  base  AB. 

5**.  fjL  =  i  ;  X  -(-  À  V  =  I  ; 

droite  parallèle  à  Taxe  des  x,  ou  SA. 

droite  parallèle  à  Taxe  des  j^. 

droite  située  à  Tinfini. 

Car,  pour  chaque  point  m  de  la  droite  rcpréscnlét;  par 

Téquation  x  -h y  =  i ,  on  a  — -  =  i  (468,  2")  ]  ce  qui 

prouve  que  le  point  m  est  à  l^infini. 

On  peut  encore  dire  que,  d'après  4"?  5"  et  6°,  la  droite 
est  parallèle  tout  à  la  fois  aux  deux  axes  SA ,  SB  et  h  la 
base  ;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  elle  est  à  Tinfini. 

471 .    Tronv^cr  les  points  où  une  courbe  représentée  par 

une  équation  ¥  (x,  j)  =  0  rencontre  les  axes  et  la  hase. 

On  détermine  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  ren- 
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contre  l'axe  SA ,  ru  faisanl  y:=:a  daos  r«({Uatioii;  i.-t  lii- 
même  les  onlonDées  des  point»  où  «lie  niiciMiltt;  l'axv  SB, 
CD  faisant  x=  o- 

Qaant  aux  points  ou  la  coiirlic  rencontre  la  base  AB. 
une  difficulté  semble  se  présenter,  car  pour  cbacan  de  et» 
points  les  deux  coordonnées  sont  infinie»  (468,  3");  mais 
leur  rapport  va  snffirc  pour  dêlemiiueT  cbaquc  point.  Fn 
edel,   le  rapport  des  denx  coordonnées  d'uu  point  m  est 

égal  à {468,  i").  Quand  les  deus  coordonnées  sont 

infini 
base,  c 

le  rapport -;  à  la  limite,  le  poiut  m  se  trouve  sur  la 

ii<i«eniéme,couicidaut  avec  le  point  c:  donc  le  rapport  des 
deux  coordonnées  inGniea  exprime  le  rsp]>ort  —  —  ijvà  dé- 
l(.*rmine  ce  point  c. 

Il  faut  donc  trouver  dans  l'équation  F(x,j')  =  o,>-le» 
valeurs  du  rapport  -  quand  r  et  y  sont  supposés  infinis. 

Prenons  uiïi;  couibts  géomélriinii'  du  dci;rû  m.  et  soit 


grandes,  le  point  appiochc  indéfiniment  de  la 
le  rapport  des  deux  coordonnera  exprime  toujours 


.  Kci 


1  par 


Kiisoiis  ^    iiiliui,  ]'é({ualiuii  se  léiliiil  .i 

Ci-.sl  d'ili'  Crjllaljoil  (Jlli  liyilliPI.l  11:,  v.lk'ius  <iu  irtpiMil 
'  „„  -'^.  |r„|„,-llc>  il,-.rrrillili.-lll  I,-  pr.H.1.  .l'M,t,™>. 
H.„l  ,!.■  la  ™iirbr   c'I  :k-  la  l.a.r   AU 


A 
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472.  Remarquons  que  dans  cette  équation  le  terme  con- 
stant F  de  1  équation  de  la  courbe  n'entre  pas.  11  s^ensuit 
que  deux  équations  qui  ne  di livrent  que  par  le  terme  con- 
stant représentent  deux  courbes  qui  coupent  la  base  ÂB 
dans  les  mêmes  points.  Dans  le  système  de  coordonnées  eu 
usage,  les  deux  équations  représentent  deux  courbes  honio- 
thétiques  (c*cst-à-dire,  semblables  et  semblablewent  pla- 
cées) \  et  comme  ce  système  dillère  de  celui  dont  il  est  ici 
question,  en  ce  que  la  base  AB  y  est  à  Tin  fini ,  on  en  con- 
clut que 

Deux  courbes  homothctiques  sont  deux  courbes  qui  ont 
les  mêmes  points,  réels  ou  imaginaires,  à  l'infini. 

Cela  se  vérifie ,  du  reste ,  tout  naturellement ,  en  cher- 
chant les  directions  des  asymptotes  (réelles  ou  imaginaires) 
des  deux  courbes. 

473.  Equation  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe, 
—  L'équation  d'une  droite  qui  doit  passer  par  deux  points 
(x',/')  et  (x"^j")  est,  évidemment, 

y'  —  '/' 

On  en  conclut,  comme  dans  le  système  de  coordonnées  en 
usage,  que  la  tangente  en  un  point  {x\y)  d'une  courbe 
'*'  (^j  J^)  =  ^î  21  pour  équation 

ou 

II    Autres  expressions  des  coordonnées  d'un  point . 

474.  L'équation  (i)  exprime  que  les  deux  points  a^  h 
forment  sur  les  deux  axes  AC,  BD  (fig-  io6)  deux  divi- 
sions homographiques ,  dans  lesquelles  les  points  A  et  B 
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sont  (U'iix  poliUs  homolof^ups.  On  ppui  prendre,  pour  es- 

piimwr  i-esilpux  divisions,  l'équation 

sin«PC         siuAQD 
^''  slï7^PX-^\inftQn  =  f- 

qui  «ignît'ie  que  les  d lux  rayons  louinaiils  Pfl,QA  for- 
menl  deux  faisceaux  homograpliiques  (141}).  De  sorte  qu'on 
peut  considérer  celle  étjufllioii  comme  étant  celle  d'ntie 
ligne  droite^  ei  ]qs  deux  lappurls  de  sinus  seront  les  deux 
viiordoiinces  d'un  point. 

475.  Soient  p,  f>'  cl  q  les  distances  de  ce  point  aux  trois 
dioiiea  P(i.  Ql)  ei  l'Q ;  l'i-quation  se  change  en  reîle-ti  ; 


(3;  p-\-  \p'  =  ^g; 

e'esi-à-diic  ([u'on  peut  prendre  pour  rc(|uaUon  d'une  droite, 
une  relation  homogène  du  premier  d^ré  entre  les  distances 
de  cliaipic  jioinl  de  la  droite  h  trois  axes  lixes.  Les  rapports 

'/'  '/  " 

dés  comme  les  cour/h ii nées  d'un  poiiit. 

Il  s'ensuit  que  l'équalinn  d'une  cuurbe  de  l'ordif  m  scia 
une  relation  homogène  du  di.'jjié  m  rmre  les  distances  de 
cliaque  point  de  la  courbe  aux  trois  axes  fixes. 

Si  le  troisième  axe  aui[ucl  s<'  lapportc  Va  distance  '/  est  ii 
l'infini,  celte  variable  disparaît  de  l'équation  {'.)]  comme 
si  elle  devenait  égale  à  I  unité,  ainsi  que  nous  1  ,-i\ons  \u 
souvent;  et  alors  on  iTlronve  le  système  de  coordonnées  en 


Oiiii'iil  une  c.iiiihi   ^inmi-lii'jiii-  île  l'imlrr 


n-N 
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fl'ttn  triangle  ASB  en  des  points  a ,  a', .  .  .  sur  AS ,  b ,  ])', .  .  .  sur 
SB,  r^  c,  c' . .  .  sur  BA  ,  on  a  la  relation 

,   ,        «A     /ï'A  6S    ^'S  cB    r'B 

^^        nS     «'S         ^^B     6'B        ^cA    c'a        -^'' 

les  points  pouvant  être  réels  ou  iniaginaii*es,  en  totalité  on  en 
partie,  sur  chacun  des  côtés  du  triangle. 
En  effet ,  soit 

Ax"-»-(iï  -4-  ^/)x*-'4-. .  .-»-Ej*-+-F=:o, 

réquation  de  la  courbe,  rapportée  aux  deux  axes  SA,  SB  connue 
précédemment  (471). 

On  détermine  les  abscisses  de?  points  a,  a',  ... ,  c'est-à-dire  les 

rapports  — -?  -tt'  •  •  •  '  ^^^  faisant  y  =  o  dans  Ténuation  de  la 
ak    a' k 

courlie.  L'équation  devient 

Ax"  -4-  ^.r*-'  H-  ...  -4-  F  =  o  ; 
et  par  conséquent  o^  a 

/iS    /7'S  .    F 


ak    a' k  ~A 

Pareillement,  en  faisant  j:  =  o  dans  Péqiiation  delà  courbe,  on 
trouve  pour  le  produit  des  ordonnées  des  points  h,  //,  .  .  on  la 
courbe  rencontre  Taxe  SB , 


^S     6'S 

-+!: 

^B     ^'B 

E 

X  V  B 

Mais,  d'après  Téquation  qui  donne  les  rapports  -  ou  —  — -  re- 

latifs  aux  points  de  la  courbe  situés  sur  la  base  AB  (471),  on  a 

fB     r'B  E 

ck    c*  k  A 

De  ces  expressions  des  trois  produits  de  rapports,  on  conclut  l'é- 
quation qu'il  s'agissait  de  démontrer.  Donc,  etc. 

477.  CoROLLAiRKS.  --  Ou  pcut  donucr  an   lliéorènie  une  antre 
expression  ,  et  dire  qne  ;  Si  par  deux  points  fixes  k  y  B  on  mènr 
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ilcttJ:  droites  i/iiplcnitr/iii'i  se  coupant  en  un  point  S  rt  leinuntrunl 
lu  courbe  en  deitr  terics  ilc  points  a ,  a' .  .  .  rf  b,  b', .  .  . ,  o/i  aura 
la  retalion 

a&    a' k  iS     //S 

qiirUc  tjue  soit  la  liinrtîon  des  deux  droitet. 

Car  celle  cc]ualion  Jevienl  l'équaiion  [a],  si  l'on  y  nift,  pour  la 

.  .  ■         .  ,   ,   ck    c'a 

t:omlante  (im  forme  le  second  membre,  le  produit  — -  ■  -^i  ■■■ 

i|iii  l'cste  consUnl  d'3|irés  l'hypothi'^se. 

478.  Dans  ce  [héorènie,  an  peut  supposer  que  le  point  S,  ou 
bien  l'un  des  deux  points  A ,  B,  ou  tous  les  deux  ù  la  fob ,  soient 
d  riniini;  et  l'cciuation  subsistera  ,  comme  si  les  sei^mcnts  infinis 
étaient  devenus  é^anx  à  l'unité.  £n  effet,  dans  le  premier  cas, 

»ù  le  point  S  est  à  l'infini,  les  rapports,   tels  que  r^'  de  ilcui 

si^raents  iniiois  comptés  sur  deux  droites  parallèles  à  partir  de 
deux  points  déterminés,  sont  é^ou»  H'unité;  ainsi  les  segments 
infinis  disparaissent  et  l'équation  devient 


{'■) 

A«.A«'... 

C'est  à-dire  que  ; 

.S>'  /Hir  deux  poil 

ti  _fi.,r>  A  ,   IJ  pris  lia, 

1  (laiif  le  plan  d'uni-  cimrhc 
f^èomètriiiiic,  on  mi-ae  deux  Irrinsfcrsalcs  parallèles  t'iilre  cllrt , 
les  produits  des  scgmcnls  [r^cls  an  imaginaires)  compris  sur  ir.s 
droitet  entre  la  courbe  et  1rs  dcuj:  pi/ints  A  et  B,  rcsprctii'cment , 
seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant ,  quelle  que  suit  la  ili- 
icction  commune  des  deux  transi'crsales. 

479.  Si  <r'csl  le  point  B  que  l'on  supjiuse  ;i  l'iufiui ,  les  serment:. 
hM,  etc.,  formeront  avec  cB,  t'ii:.,  qui  se  tiouvcut  dansTcxpies- 
siun  de  la  constante  qui  constitue  le  second  membre ,  des  rapports 
éijiiux  à  l'uniti-,  de  sorte  quo  l'équation  deviendra 


t-^ 
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480.  Pareillement,  si  le  point  A  passe  à  l'infini ,  cette  éc|uation 
devient  " 

,  ,  6S.  A'S.  . . 

^"^  «-sT^^s::^  =  '^"*'- 

Ce  qui  exprime  que  : 

Si  par  un  point  S  on  mène  dans  le  pian  d*une  courbe  géomé- 
trique deux  transversales  parallèles  h  deux  axes  fixes,  les  pro- 
duits des  segments ,  réels  ou  imaginaires ,  /ormes  sur  ces  deux 
droites  entre  le  point  S  et  la  courbe ,  ont  un  rapport  constant , 
quel  que  soit  le  point  S. 

481.  Observation.  —  Cette  propriété  des  courbes  géométriques 
se  présente  si  naturellement  dans  la  Géométrie  analytique,  qu*on 
pourrait  en  faire  remonter  la  connaissance  au  moment  «où  Des- 
cai-tes  a  mis  au  jour  son  immortel  ouvrage.  Toutefois  on  la  dé- 
signe assez  s«)uvent  sous  le  nom  de  théorème  île  Newton ,  parce 
qu'on  la  trouve  dans  l'ouvrage  intitulé  :  Énumération  des  courbes 
du  troisième  ordre,  (  De  ratione  contentorum  sub  parallelarum  seg- 
mentis,) 

Le  théorème  général  relatif  aux  segments  faits  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle  est  dû  à  Carnot,  qui  l'a  donné  dans  sa  Géo- 
métrie de  position  (pages  291  et  436). 

On  i>eut  le  conclure  très- facilement  du  théorème  de  Newton. 
En  effet,  que  l'on  mène  par  un  point  O  trois  droites  parallèles  aux 
trois  côtés  du  triangle ,  les  produits  des  segments  faits  par  la  courbe 
sur  ces  Irois  droites  à  partir  du  point  O,  auront,  deux  à  deux, 
des  rapports  égaux  aux  rapports  des  segments  faits  sur  les  trois 
côtés  du  triangle.  Il  résulte  de  là  trois  égalités  qui ,  multipliées 
membre  à  membre,  produisent  l'équation  de  Carnot. 

Le  théorème  s'applique  à  un  polygone  quelconque ,  et  se  dé- 
montre, soit  en  partant  du  cas  du  triangle,  soit  par  le  mode  de 
démonstration  même  que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  cas  du 
triangle. 

IV.  Autre  application 

48Ï.  Théobèmr.  —  Si  autour  d*un  point  fixe  on  fait  tourner 
une  transversale  qui  rencontre  une  courbe  de  C ordre  i\  en  t\  points 
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(  rèets  iiit  imiifiinnirfs  )  ilani  un  piriiit  /<■  ei-iilre  drs  moyennes  hue- 
moniques  M  rrliilif  nu  iminl  fi-rr,  !'■  l'cii  dr  ir  /mini  M  i-tt  nnr 
ligne  ilrnilr. 
S')it 

l'i'qiiationilc  lu  cotirtii',  ruiipurlcf  a,  iWiix  axes  coordunnes  S,A  , 
.SR  i  et  prenons  le  aoinmel  A  |mtir  le  puint  ilxi.'  utititiir  duquel 
lournela  iransverwilc. 

Soil  y'  \'on\oR\wv  du  point  où  relie  droits,  dans  l'une  de  an 
positions,  rtncoiitro  Vaw  SB,  IVijiiulion  de  lu  droite  sera  y  =y'; 

•■1  It-s  abscisses  des  puints  m ,  m', l'i  elle  ifriconiM'  la  unirW 

>erf>nl  donnri-s  par  réf|ui»ion 

rtr-4-{"  4-  6t')  J^-'-t-  .  .  -  +  E/'"  -i-?  =  ». 
t-eL.rsiinim.-fSldonr 


rt  A       "'A 
nt-nt-t^diJ    poil 


)  ha 


Or  hidi'i 

iiiqms  des  points  m ,  m', . .  .  n-Liiif  ù  l'nrigini'  A ,  passi-  pur  le 
eentro  iki  moyennes  harmoniques  des  ]>i>inls  /i .  u',  eu-,  I  itlDy , 
Icipiel  se  iliMeriliine  pur  In  relatinn 

M, S        ./S         ti'S 


iniiiii.rH(]Mr 
.lilr     Unm- 
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485.  Corollaire.  —  Nous  avons  vu  cjnc  quand  Torigine  par 
rapport  à  laquelle  on  prend  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
d^in  système  de  points  est  à  l'infini ,  ce  point  devient  le  centre  des 
moyennes  distances  du  système  de  points  (401  ).  Par  conséquent, 
si  le  point  A ,  autour  duquel  on  a  fait  tourner  la  transversale,  est 
à  rinfini ,  on  a  ce  théorème  : 

Si  dans  le  plan  (Vunc  courbe  géométrique  on  mène  une  série  de 
transversales  parallèles  entre  elles ,  et  qu'ion  prenne  sur  chacune  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  ou  elle  rencontre  la  courbe, 
le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  a  appelé  cette  droite  le  diamètre  conjugué  à  la  diiection  des 
transversales. 

Cette  propriété  des  courbes  géométriques  est  due  à  Nevtrton  et 
se  trouve  dans  VÉnumératinn  des  courbes  du  troisième  oiUrc  [De 
curvarum  diametiis  y  etc.);  celle  relative  aux  ccnires  des  moyennes 
harmoniques  est  due  ù  Cotes,  et  a  été  démontrée  par  Maclaurin 
dans  son  Traité  des  propriétés  des  courbes  géométriques  (§27, 
Théor.  IV),  cite  précédemment,  page  43. 
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CHAPITRE   XXIV. 

SYSTkMES     DE    COOnnONNÉBB    SEHVAKT    A    nEPRÉSEHTEH 
LKR    ËQrATlON    TOUTES    LES    TJkKCEKTES    n  VHE   COCRI 


i8i.  NiHis  avons  vu  (M2)  qu'en  Jt-ierniinaitl  la  posùion 
il'ime  droilc;  par  les  rapports  do  segments  qu'elle  fait  sur 
deux  axes  Hxes  SA ,  SH  {Ji}^.  109} ,  s'il  existe  entre  ces  rap- 
ports la  rcleiîun  du  prctiiicr  deg;-é 

la  drnito,  dans  toutes  ses  positions,  passe  toujours  par  un 
int'^me  point  ;  cl  iiotis  avous  appelé  cctic  relation  l'équation 
de  ce  point.  On  peut  dire  que  les  deux  rapports  -5"  *"  r^ 

sont  les  coonlonnécs  de  la  droite,  ah.u-run-i  <wl„uncr. 
iVmis  les  n'pr<.'scntorons ,  pour  abréi;cr,  |ai' .i-  cl).  Ainsi 
l'équation  d'un  point  sera 

485,  L'ne  équation  F(.j',  y)  ^o  représentera  iitn-  inli- 
nité  du  droites  dont  eliacnue  sera  dét et  minée  par  un  s\s- 
tèmede  valeurs  de:trct_7  satisfaisant  à  l'éqnatioii  :  di-  sotie 
qn'on  pourra  dire  que  l'équation  est  eelle  de  In  loiirl'i:  rii- 
ff/oppe  lie  toutes  ces  droites. 

Si  l'équaiion  est  ali;él)iiijnc  et  dn  degré  w.  la  rourlie 
qn  elle  représente  jouira  de  la  propriété  que  jiar  nn  p'iini 
<|nel<oiiqnc  on  pourra  lui  mener  m  tangentes,    réilics  nu 
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En  e(Tet,  on  détermine  les  tangentes  qui  passent  par  le 
point  dont  Téquation  est  x-4-Aj^  =  fi,  en  remplaçant  x 
par  [ji  —  Xjr  dans  l'équation  proposée,  laquelle  devient 

Les  m  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  m 
tangentes  cherchées.  Donc  la  courbe  admet  m  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  passant  par  un  même  point. 

486.  On  peut,  dans  ce  système  de  coordonnées,  prendre 
le  point  S  à  Tinfini  {Jig-  i  i<>)  ;  alors  les  deux  axes  AS,  BS 
sont  parallèles,  et  les  deux  coordonnées  d'une  droite  ab 
sont  deux  simples  segments  x  =  ha^y  =^  B6,  comme  dans 
la  Géométrie  de  Descaries,  mais  formés  dilTéremment. 

On  peut  aussi ,  en  conservant  le  point  S  à  distance  finie 
ifig'  109),  supposer  les  deux  points  A,  B  à  Tinfini',  on  a 

alors  X  =  TT-  ?  y  =  —7  5  c'est-à-dire  que  les  deux  coordon- 
Sa   ^        So  ^ 

nées  d'une  droite  ah  sont  les  valeurs  inverses  des  deux 

segments  que  cette  droite  fait  sur  deux  axes  fixes  à  partir 

de  leur  point  de  rencontre. 

Considérons  le  cas  général  d'un  triangle  ABS. 

487.  Etant  donnée  V équation  d'un  point,  déterminer 
les  droites  qui  vont  de  ce  point  aux  trois  sommets  du  tri- 
angle ASB  (fig.  m). 

L'équation  d'un  point  m  est 

\X  =  fi. 


X  et  y  représentent  les  rapports  — ^'  7-^  qu  une  droite  quel- 
conque, menée  par  le  point  ///,  forme  sur  les  deux  axes 
SA ,  SB.  Pour  déterminer  le  point  a  où  la  droite  Bm  ren- 

contre  Taxe  SA,  il  faut  faire  r  =  o,'  c'est-à-dire  ,—  =  o  ; 


r  =  -   =  f. 


23 


L 
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Fareillenienl,  faisant  x  ^  o,  on  a  y=  —  =  ^■ 
On  détrTmine  le  poipt  y  où  la  droite  Sm  rcncontrt-  la 

base  AU  par  la  rclaliun 

7A__«A    6S__     .P__. 

Ainsi  dans  rétjuation  d'un  poinl 

■r  -t- 1 J  =  F  ■ 
les  deux  paramèires  X  et  fJL  déterminent  resprclivenienl  les 
deux  droites  menées  de  ce  point  à  l'origiue  S  et  au  point  B^ 
l't  leur  rapport  ^  délermiiic  la-droîtc  menée  du  méuie  point 
au  point  A. 

i88.  Rapport  des  dciur  coorrlonnèa  il'itnc  ilroile. — 
On  a  {Jig.  na) 


c'est-à-dire  que  le  rapport  des  coordonnées  d'une  droite  est 
égal  au  rapport  des  segments  que  la  droite  J'nil  sur  la  hase. 
489.  Discussion  de  l'équation  d'un  point.  —  1".  Si  \i: 
poinl  m  est  situé  sur  la  l>aso  AH,  on  a  (.i  =1  o  .  et  l'riniaiion 
du  point  est 


Car  la  droite  hni  renco 

MclW  SA  ..„„„, 

lillt  a 

lequel  on  a  —  =  ^  =  0 . 

.,  position,!,,  ,,„;„, 

■si  dé 

née  par  le  rapport —- = 

^X. 

a".  Si  le  poinl  m  est  sur 

l'a]ioAS,ona/=, 

.  Kl  l 

tion  ilu  point  i-st  x  =^  0.. 

:„•  ,lo„  ],■  ,-„|,,,o,' 

6S  ~ 

"X 
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3^.  Tome  droite  passant  par  l'origine  S  a  ses  coordon- 
nées infinies. 

Car  pour  une  telle  drpile  on  a  aS  =  o ,  èS  =  o ,  et  par 

conséquent  x=-;r  =  -=00ietde  même  r  ==  oo  . 
*  <iS       o  ^ 

490.  Étant  donnée  T équation  (Tune  courbe ^  troui^er 
celles  de  ses  tangentes  qui  passent  par  les  sommets  à  la 
base,  A,  B  ,  et  par  V  origine  S. 

Soit  F (x,  jr)  =  o  Téquation  de  la  courbe-,  si  l'on  y  fait 
jr  =  o ,  Fëquâtion  donnera  les  abscisses  des  tangentes  issues 
du  point  B. 

Et  de  même  en  faisant  x  =  o ,  on  aura  les  ordonnées  des 
tangentes  issues  du  point  A. 

Les  tangentes  qui  passent  par  Torigine  S  ont  leurs  coor- 
données infinies  (489,  3**.)  ;  mais  on  détermine  leur  direc- 
tion par  le  rapport  de  leurs  coordonnées,  lequel  a  une 
valeur  finie.  En  effet ,  supposons  que  la  droite  que  Ton  con- 
sidère passe  infiniment  près  du  point  S  (fig  112)  et  coupo 
les  deux  axes  SA ,  SB  en  a,  & ,  et  la  base  AB  en  c ,  on  a 

cK flA  ^  ^B X 

cB       aS  ' hS       y 

A  la  limite,  où  les  segments  aS,  bS  deviennent  nuls ,  et  les 

cA 
deux  coordonnées  de  la  droite,  infinies,  le  rapport  —  qui 

détermine  la  direction  de  la  droite  est  toujours  égal  à  celui 
de  ces  deux  coordonnées.  11  faut  donc ,  pour  déterminer  les 
tangentes  à  la  courbe  qui  passent  par  le  point  S,  prendre  le 

rapport  -  dans  Féquaiion  de  la  courbe  et  y  faire  x  et  y 

infinis.  Soit 

celte  équation  \  celle  qui  donne  les  rapports  -  rrr  —  quand 

23. 
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X  el  y  sont  infinis,  vu 


Hcmaii/iic,  —  Le  terme  connu  F  n'entre  pas  dans  cette 
équation.  II  en  résulte  que,  tlci^r  courbes  dont  les  éqiià- 
lions  ne  ilijfèrent  qiit  par  Je  terme  connu,  ont  les  mêmes 
tangentes  issues  de  l'origine  S. 

491.  On  distingue  les  courbes  ainsi  représentées  par  uue 
ùquatioD  entre  les  coordonnées  de  Il-uts  tangentes,  parle 
degré  de  celte  équation,  ell'on  appelle courlte  de  seconde  ou 
troisième,  etc. ,  classe  les  courbes  dont  l'équation  est  du  se- 
cond, ou  troisième,  etc.,  degré. 

On  peut  dire  aussi  que  la  classe  d'une  courbe  indique  le 
nombre  de  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  qu'on  peut  lui 
mener  par  un  point. 

492.  Trouver  l'équation  ihi  point  d' intersection  de 
deux  droites  déterminées  parleurs  coordonnées. 

Soient  x',j^'  les  coordonnées  de  la  première  droite,  et 

xf,y"ci\\es  Je  la  seconde;   l'équation  du  point    seia  évi- 
demment 


493.    Trouver  l'équation  du    point  de  lontact  d\, 
trhe  et  d'une  de  ses  tan. 


Soit  F{x,  y)  =  o  l'fiquaiion  de  la 
coordonnées  delà  tangente  dont  t 
contact.  L'équation  de  ce  point  si 


.t  X  .  ,  ■  I. 

.■rie  point  (I 


'■)g*'-^)^^" 


A 
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II.  Autres  expressions  des  coordonnées  d*une  droite. 

494.  L'équation  (i),  qui  représente  un  point,  exprime 
que  la  droite  mobile  ab  (Jig.  ii3)  fait  sur  les  deux  axes 
SA  ,  SB  deux  divisions  homographiques  qui  ont  deux  points 
homologues  coïncidents  en  S.  Or  on  exprime  encore  Tho- 
mographie  des  deux  divisions  par  l'équation 

sin/7BA       ^sinftAB  ,..«v 

sin  aBS  sin  6  AS       ^ 

Ou  peut  donc  prendre  celte  relation  pour  l'équation  d'un 

,     1      j  sinaBA    sin^AB 

point,  ei  recarder  les  deux  rapports  -, — — ;  »  -: — z-tt,  comme 
*^         ^         ^  ^*  smaBS     sin  6AS 

les  coordonnées  de  la  droite  ab.  En  représentant  ces  deux 

rapports  par  x  et  y^  Téquation  d'un  point  sera 

et  celle  d*une  courbe  de  m'^'"'  classe , 

A  a*  -+-  (fl  4-  by)  jtf^'  -|-  .  .  .  4-  E  j*  -j-  F  =  o. 

495.  L'équation  (i)  donne  lieu  encore  à  une  autre  inter- 
prétation. Le  rapport  —  est  égal  à  celui  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  A  et  S  sur  la  droite  ah\  et  de 
même  du  rapport  y^ •  Soient  donc  /?,  p'  et  q  les  distances 

de  la  droite  ab  aux  trois  points  A,  B,  S,  on  aura  la  rela- 
tion 


7         7 
ou 

C'est-à-dire  qu'on  peut  prendre  pour  V équation  d'un  point , 
une  relation  homogène  du  premier  degré  entre  trois  va- 
riables représentant  les  distances  d'une  même  droite  k 
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ti-ois  poiuts  Gxes.    Celte  droite    passera    toujours   par  un 

m£aie  point  qui  sera  le  point  représenté  par  l'équattoD  lio- 


Les  deux  rapports  ->  —  peuvent  ùlre  consii^érés  comme 

la  coordonnées  de  la  droite  ab,  puisqu'ils  déterminent  la 
position  de  celte  droitt-. 

On  conclut  de  Vu  qu'en  général ,  une  équation  homogèut: 
du  degré  m  enlretes  dislances  d'une  droite  à  trois  points  Qxn 
représentera  une  couibc  géomélrique  de  la  m"""  classa, 
c'est-à-dire  une  courbe  à  laquelle  on  pourra  mener  par  on 
mÈmc  point  m  tangculea,  réelles  ou  imaginaires. 


m.  Applientioi»  du  «)f«i«ni*  da  eanritaonéD*. 
406,  THioiÉMC.  —  Si  Pvn  conçoit  toutes  Ici  longe 


relies 


oa  imaginaims,  menées  à  une  coarbe  géamelrique,  par  an 
pris  sur  une  droite  fixe  L,  le  centre  îles  moyennes  liarmoaiqi 
leurs  points  de  contact,  rtlallf  à  la  droite  l.{iSB),  sera  un  point 
Jixe,  lie  quelque  /loiitl  île  la  droile  L  qu'un  ait  mené  les  tan- 
gente,. 


Ax-+(«+i^)^'^  + 

t-Ej"-i-L'.-.o 

rèqiiation  de  la  courbe  rapporlce. 

coni. 

iR- pr.T.'Jini!nicnt  [MiH), 

a  deux  axes  SA,  SB,  tt  sii|>pr)siin; 

9  t\\n: 

la  droile  L  cuïnride  avec 

SB.  Les  langenies  mcnies  par  lui 

p.iill 

t  Ode  cet  axe  dont  l'or- 

doanéc  est/',  renconireront  lavi 

!  SA  . 

vn   <!fs   poiiils   a,  a',... 

dont  les  abscisses— ,  eii-.,  s.n.ii 

t  dun 

nt'L'î  par  rcqii.iiioii  de  l.i 

courbe  clans  laquelle  on  mettra  r' 

ilaj 

iljcedej-.  I.\'iiu;tlii.n  de- 

y'\ 
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Soit  pt  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a ,  <i',... 
relatif  au  point  S ,  lequel  sera  déterminé  par  Téquation 

Ap,       A«       Aa' 


'"tt-^^^-z H=— 7--+-...     (460), 

Sp,       Srt       S«'  ^        '' 

ou 

Sp,  A 

Nous  avons  vu  (458)  que  la  droite  Op,  passe  par  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d*un  système  de  points  pris  sur  les  droites 
On,  Oa'j  etc. ,  lesquelles  sont  les  tangentes  à  la  courbe;  par  con- 
séquent,  cette  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  harmoni- 
ques des  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

Api 
Représentons  par  s/  le  rapport  --*-»  Téquation  précédente  de- 

bpi 

vient 

mx  H =  o  ; 

A 

équation  du  premier  degré  entre  x'  et  jr\  et,  par  conséquent,  équa- 
tion d'un  point.  C'est-à-dire  que  la  droite  Opi,  dontx'  et  j'  sont 
les  coordonnées  9  passe  toujours  par  un  même  point  fixe.  Je  dis 
que  ce  point  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
de  contact  du  faisceau  de  tangentes  issues  de  chaque  point  O  de  la 
droite  SB.  En  effet ,  si  l'on  conçoit  deux  faisceaux  de  tangentes 
issues  de  deux  points  0 ,  O',  chaque  tangente  du  second  faisceau 
pourra  être  considérée  comme  étant  la  position  qu'a  prise  une 
tangente  du  premier  faisceau ,  quand  on  a  fait  glisser  le  point  O 
on  (V;  de  sorte  que  les  tangentes  des  deux  faisceaux  se  corres- 
pondront deux  à  deux  ;  si  Ton  prend  les  m  points  d'intersection 
des  tangentes  correspondantes,  le  point  Gxe  par  lequel  passent  les 
deux  droites Opi,  O'p',  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m  points  (4tf8).  Or,  si  le  point  0'  est  infiniment  voisin 
de  O,  ces  m  points  seront  les  points  de  contact  des  m  tangentes 
issues  du  point  0.  Donc  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
de  ces  m  points  de  contact  reste  un  point  fixe,  quelle  f]ue  soit  la 
position  du  point  O  sur  Taxe  SB.  Le  théorème  csl  donc  démontré. 
CoEOLLAiRE.  —  Quuud  la  droite  L  est  à  Tinfini ,  le  centre  des 
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itio,venni«  )iariniiiii(iii<»  des  |ioini*  de  ••tinUrt  de*  langcnies  de- 
vient luiir  ct^nirp  dt»  inoTenne»  disianccs  {46Ï).  On  a  donc  wiw 
propririté  dn  courbe)  gromt-lritgues  : 

Si  l'on  mène  k  une  fourhc  géomrtritfiif  louiet  tes  tangvuli' 
[réeltetau  imaginaires), parnllèia  à  une  m f me  /traite,  leiirij/oinn 
dr  rontaci  [r^rls  <>a  imaginaires  )  auront  pour  centre  des  mnyenne.s 
Aistaneet  an  /t^iint  fi^c ,  ijiictlr  que  toit  la  direction  eammiine  tir 
iautei  eei  tangentes. 

407.  Pour  duDncr  un  exemple  de  riiM(,'c  de»  rappuris  de  sinui 
pm  pour  coordonnées  d'une  driii(c(4II4),  démontrons  la  pfu- 
priété  suivante  de»  nnirbrs  gcomririqoes. 

TltinitAm:.  —  Étant  prit  dam  le  plan  d'une  roarbe  gt'ùmétriqut 
un  triangle  ttont  let  trois  eûtes  sont  A  ,  B ,  C  j  il  par  tes  tommclt  on 
mène  toutes  les  tangentes  àlaeaurhe  {rMlei  ou  imaginaires) ,  ei 
iju'on  leprèsentc  par  a.,  a',eUi.,  tel  tangente»  IssueM  An  sommet  op- 
posé nu  e6té  A;  rt  par€,6',...  et  f ,•]',...  les groHpes rte  tangentei 
issues  dri  sommet'  opposés  atue  deuxeàtés  B,  C,  on  aura  t'ètjiia' 
tion 

8i»(«,B).sin(»'.B).,sin(e.Cl.»n(e',C0...  i»niT^)jin^\i^  ^. 
■   «n[tt,C].iin[a',C)...Mia(e,AJ.sin(€',A]...  sin{7,B}.  11^(7', B}...  ' 


Pn-iions  les  deux  eùtM  A  ,  li  pour  l.s  .I<-ik  a\fs  crDrii.uiue; 

mr.-nt  (^0*1. Soit 

\x^  +  {a-h''y\r'"    '-I-,     . +  V.,-  -t- ,->"■•  -hP  --  " 

Lesluuyenres«,  ■/,...  isMies  ^h.  s..mmi'l  du  IniiiijU-  «pj-os.'  ;i 
.l.mri.  es  ].  Il-  lé.[ii;iu,>a  di-  l.i  .i.iiilie  ,  d:m--  l,u|iioll.'  un  fair  >  =  .. 
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F 

Pareillement,  le  produit  des  onlonnces  est  ±i  -• 

_  sin(7,A)  ,.         .    .  ,,. 

Les  rapports  -t—t^ -^  etc.,  sont  détermines  par  I  oqiiaiion 

^^        sin(7,Bj 


Ar-j   -^^(-1       4-...4-E  =  o(4î)0;; 

E 
et,  par  conséquent,  leur  produit  est  égal  à±-  •  Ces  expressions 

des  trois  produits  donnent  Téquation  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
Donc,  etc. 

498.  Remarque.  —  Si  l'on  suppose  que  x^y,  dans  l'équation 
de  la  courbe,  représentent  des  rapports  de  segments,  au  lieu  de 
rapports  de  sinus,  la  démonstration  reste  la  même,  et  le  théorème 
prend  cet  énoncé  : 

SI  fies  sommes  (C  un  triangle  ABC  on  mène  les  tangentes  [réelles  ou 
imaginaires)  à  une  courbe  géométrique,  lesquelles  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  des  points  a  ,  a', .  •  •  ;  h ,  b', . . .  ^f  c,  c', . . . ,  o//  /?,  entre 
les  segments  que  ces  points  font  sur  1rs  côtes,  la  relation 

aB.a'B,.,      bCb'C.     ck  c'A...        _, 
aC  a'C...'  bk.b' X../  cB.c'B...'~       '   * 

le  signe  du  second  membre  étant  -H  ou  — ,  selon  que  le  nombre  des 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires)^  qu'on  peut  mener  h  la  courbe, 
par  un  même  point,  est  pair  ou  impair. 

499.  Observation.  —  Quoique  nous  ayons  exposé,  dans  ce 
chapitre  et  le  précédent,  les  systèmes  de  coordonnées  qui  servent 
ou  peuvent  servir  à  déterminer  par  une  équation  tous  les  points 
ou  toutes  les  tangentes  d'une  courbe,  nous  n'aurons  point  i\  faire 
usage  de  ces  méthodes,  dont  les  applications  constituent  la  Géo- 
métrie analytique.  Mais  comme  les  bases  sur  lesquelles  elles  re- 
posent n'impliquent  que  des  considérations  de  pure  géométrie, 
nous  avons  cru  devoir  ne  pas  les  passer  sous  silence ,  d'autant  plus 
qu'elles  se  présentaient  ici  naturellement  el  dans  un  degré  (Pexlenr- 
sion  nouveau  à  plusieurs  égards. 
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CHAPITRE  XXV. 

TIIËOniË    DRS    FIGURES    lIOMOOntPHUJCES, 


§1,   —  Définition  et   construction  générale  des  Jigurcs 
hom  ogi  itphitfues . 

SOO.  J'appL-lk'  fijjurps  homogiaphiquea  deux  figm  «  dans 
lesquelles,  à  des  points  et  à  des  droites  de  l'une,  con-ospon- 
dent,  respectivement,  des  points  et  des  droites  dansTauire, 
de  manière  que  quatre  points  en  ligne  droite  dans  une  fi- 
gure aient  leur  rapport  anliarmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  corrcspondanls  de  la  seeoiidc  figure  ,  et  que  qualrt- 
droites  issues  d'un  mfcmc  point  dans  la  première  figure  aii-nl 
leur  rapport  an  harmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites 
correspondantes  de  la  seconde  figure. 

Deux  figures  planes ,  dont  l'une  a  été  formée  par  la  per- 

pA/t/Mcf  ;  car  elles  ont  cnli'e  elli's  les  relations  qur  cum- 
porle  noire  définition  (1G  et  10). 

I.   Construction  p'iu-i'.ilf  dfs  fi!;iii'('s  liimio';ruphi(]iu>s. 

fiOl.   Étant prisim  tnangk-  Ai!C  (fi^-.  i  i-l)  'hms  !<■  plan 

d-uncjlgurc,  si  , le  , es  sommets  A,  li,  on  mhw  à  cha.!».- 

point  m  tif  la  figure  lieux  droites  tpii  fornicnl  sur  hs  rôles 

.     ,         ,  ,  liC     aC  . 

opposes  /es   deux   rapports  de  segments  ^^    — ;  puis. 

qu'on  prcnnu  un  second  triangle  quelconque  A'IVC  W 
(/<•«  (■  constantes  1 ,  f.' .  rt  i/u'on  dèlennine  dans  ee  tri<in!^le 
un  point  ai' tel ,  tpic /es  iiip/!orls  des  segments  Jails  pur 
les  droili".  \'m\   W  wi  sur  le-   r-Urs  «iiposi"^ .  tuent.   a\'e< 
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les  premier  rapports  y  les  relations 
,    ,  aC         fl'C  bC  h'C 

le  point  m!  appartiendra  à  une  figure  homo  graphique  à  la 
proposée, 

C'esl-à-dîrequc,  i°  quand  des  points  m  de  la  première 
figure  seront  en  ligne  droite,  les  points  m'  de  la  seconde 
figure  seront  aussi  en  ligne  droite;  2"  quand  des  droites 
de  la  première  figure  passeront  par  un  même  point ,  les 
droites  correspondantes  de  la  seconde  figure  passeront  aussi 
par  un  même  point  \  3"  quatre  points  en  ligne  droite  dans 
la  seconde  figure  auront  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  points  de  la  première  figure ,  et  4"  quatre 
droites  passant  par  un  même  point  dans  la  seconde  figure 
auront  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  de  la  première  figure. 

Démonstration,  —  1°.  Je  dis  que  des  points  m  en  ligne 
droite  donnent  lieu  à  des  points  m\  également  en  ligne 
droite. 

En  effet,  puisque  le  point  m  décrit  une  droite,  on  a 

entre  les  deux  rapports  — r  et  j—  une  relation  du  premier 

degré  (421  ) .  Donc  il  existe  aussi ,  en  vertu  des  équations  (  r/  ) , 
une  relation  du  premier  degré  entre   les  deux  rapports 

a'a      b'a    ^        ,         .  ,..     .  ,     . 

-Tjv  1   -jTï^r  Uonc  le  point  m  décrit  une  droite. 

tP,  Quand  des  droites  passent  pas  un  même  point  dans 
la  première  figure,  les  droites  correspondantes  dans  la  se- 
conde figure  passent  aussi  par  un  même  point.  Cela  est 
évident,  car  chacune  de  ces  droites  passe  par  le  point  cor- 
respondant au  point  d'intersection  commun  aux  droites  de 
la  première  figure. 

3°.  Quatre  points  m  pris  en  ligne  droite  dans  la  pre- 
mière figure  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
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Av»  quatre  puiitls  m'  (11-  la  sccojide  li(;ur<T.  Car  les  ijuaire 
points  "/  oui  leur  rapport  atiliannoiiiquc  égal  à  celui  de» 
ipiatre  points  a;  et  les  quatre  points  m'  ont  leur  rapport 
ariharmonique  egnl  à  celui  des  ((tialre  points  a'.  Mais, 
d'après  la  rolatioii  — -' :=  i, -7-^, .  les  quatre  points  n'  oui  leur 

rapport  anharmOLiiqucegal  àeelui  des  qoati-e  poitils  n  (1 15)  ; 
donc  les  qu.ilre  [joinls  m'  ont  leur  rapport  anliarmoniqnc 
égal  à  celui  des  quatre  point»  m. 

4".  Enfin  quatre  droites  L'  de  la  second»  Qgure  passant 
par  un  mt^me  point ,  ont  leur  rapport  anliarmonSquc  égal  k 
celui  des  quatn^  droites  L  de  la  première  figure. 

Eh  eHèt,  une  droite  L  de  la  première  figure  rencontre 
les  deux  côtés  AC,  BC  en  deux  points  o,  i,  cl  l'on  déier- 
nune  la  droite  concsitonJanic  L'  dans  )a  seconde  figure,  en 
prenant  les  points  c',  /''  lies  a  it.  tt  par  les  relations  (n). 
Or,  It^s  qunlre  droites  L  passent  par  nu  inëme  point,  el  par 
eoDScquont  leur  rapport  ajt harmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  a  ;  eeluî-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  poîuls 
a',  eu  vertu  des  équations  («)  ;  et  ce  dernier  est  égal  à  eduî 


point.  Donc,  etc. 
Ainsi  le  ihcorè 


les  t; 


,  ]..i 


I  pa 


II.   nés  points  âilii.'s  ;i  l'iiirini. 

am.  Alix  points  >r,mc  figure  slhws  à  Vififuii.  corrcs- 
ponih-nt  tliiiis  la  figi/iv  liomogriifiliii/iic  i/cs  poiiilf  .uiiiis 
i-n  ligne  tlmite. 

Car  quand  un  point /h  de  la  preniléie  liguii"  se  nii'ut  à 
l'infini ,  les  deux  l'ayons  jinrallèlcs  menés  des  deux  sommets 
A,  Ei  à  re  point  fonnciit  deux  faisceaux  homograpliicjnes  , 
Cl ,  p.-ir  ciHiscfjuenl .  (Icleriniin;nl  sur  les  deux  rniés  oiipo.srs 


11<-,.  AC 


■apiinris 


•  /-n 


.  l,.s,iuels 


^ 
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a  lieu  la  relalion  du  premier  degré  —  h-  —  =  i   (470 ,  7")  ; 

donc  le  point  correspondant  m'  dans  la  seconde  figure  a 
pour  lieu  la  droite  représentée  par  l'équation 

Ainsi ,  à  Tinfini  d'une  figure ,  correspond  une  ligne  droite 
dans  la  figure  liomographique ,  de  même  que  dans  la  per- 
spective des  figures  planes. 

303.  Appelons  I  la  droite  de  la  première  figure,  qui  cor- 
respond à  l'infini  de  la  seconde ,  el  J' la  droite  de  la  seconde 
figure  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première.  Tout  point 
de  la  droite  I  a  son  homologue  à  l'infini  dans  la  seconde 
figure.  De  sorte  que,  à  deux  droites  parallèles,  dans  la 
seconde  figure,  correspondent,  dans  la  première,  deux 
droites  concourantes  en  un  point  de  la  droite  I. 

Il  s'ensuit  que  :  Le  /joint  situé  à  V  in  fini  s  w  la  droite  i' 
delà  seconde Jigure  a  pour  homologue  le  point  situe  ii  Vin- 
fini  sur  la  droite  I  de  la  première.  Car  ce  point  situé  à  l'in- 
fini sur  J'  est  à  l'intersection  de  deux  droites,  J' et  l'infini  \ 
donc  son  homologue,  dans  la  première  figure  ,  est  à  l'inter- 
section des  deux  droites  correspondantes,  qui  sont  l'infini 
eti;  donc  c'est  le  point  de  celte  droite  1  silné  à  l'infini. 

Il  suit  de  là  que  :  Une  droite  parallèle  à  la  droite!  y  dans 
la  première  Jigure ,  a  pour  homologue ,  dans  la  seconde, 
une  droite  parallèle  ci  la  droite  J'. 

Ces  deux  droites  homologues,  parallèles  respectivement, 
aux  deux  I  et  J',  jouissent  de  cette  propriété,  qu  elles  sont 
divisées  sembluhlemefit ,  c'est-à-dire  en  parties  proportion- 
nelles, par  leurs  points  homologues.  Cela  résulte  (il8)  de 
ce  que  leurs  points  à  Tinfini  sont  deux  points  homologues. 

Nous  verrons  plus  loin  (068),  qu'il  existe  toujours  un 
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syslème  du  deux  dmilos  homologues  qui  sont  divisées  en 
parlws  égales  pai"  icurs  poinls  homologues, 

m.  ObsiTvuùons  relatives  fi  la  construction  îles  figures  hoiDogrsr 
phiques, 

504.  Daus  les  rclalions  [a] ,  chaque  rappoil  sert  à  déter- 
miner la  position  d'une  droite  issue  d'uu  des  points  fixe» 

A,  B,  A',  B'.  Le  rapport^,  par  exemple,  détermine  Ii 

direction  de  la  droite  A  m.  Ou  peut  encore  déterminer  ceiifl 

...                                 ,     .                 .    sinmAC 
diieetiou  par  un  rapport  de  sinus,  savoir  -; — ,  ctpi-en- 


dre,  au  lieu  delà  i 


L'iatîoii 

sinfcAC_ 
sinfcAB~ 


^'FÂ' 


Cda  est  évideni;  car  celle  équation  exprime  que  les  deux 
droites  Ah  et  A'i'  Jbnaeiit  dL-.ix  faisceaux  ii.miojiraphi- 
ques  ,  dff  même  que  la  pn-miéro  ;  de  sorle  que  les  deux  équa- 
tions sont  équivalentes. 

Cliacun  des  autres  rapports  de  segments  pourra  sembla- 
blementètre  remplarépar  un  rapport  de  sinus. 

Celle  remarque  permettra  de  supposer  que  l'une  des 
droites  CA,  Ci!  ou  C'A',  C'H'  soit  à  linili.i. 

Les  formidcâ  («)  s'appliquent  d'elles-mêmes  au  c.is  où 
l'une  (les  deux  bases  Ali,  A'IÎ',  ou  toutes  deux,  seraienlà 
l'infini  ;  ainsi  qu'au  eas  où  l'un  des  sommets  ,  daiis  chaque 
triangle,  serait  à 


l'iulini. 

505.  Ces  formules  ne  s  appliqm 
deux  poinls  correspond nnts  <■,  c'  f 
Ail,  A'l!'(//..^.  iir-l.  Miiison  en. 


-.pli. 


■nx  ba'c 
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lieu  entre  ces  deux  points,  laquelle  est 


f\       u    c'k! 


__P 


rB        À     c'B' 

En  effet ,  que  par  les  points  c,  c'  on  mène  deux  droites 
homologues  quelconques  ca ,  c'a';  on  a ,  dans  les  deux  tri- 
angles, les  relations 

fA    fl_C    ^_  ^^A/     a^    h'^R'  _ 

d'où  Ton  conclut,  en  ayant  égard  aux  équations  (a),  la  re- 
lation qu'il  s'agit  de  démontrer. 

506.  Après  avoir  pris  arbitrairement  les  trois  points  A', 
B',  C  qui  doivent  correspondre,  dans  la  seconde  figure, 
aux  trois  points  A ,  B,  C  de  la  première ,  on  peut  prendre 
arbitrairement  un  quatrième  point  D'  pour  correspondre  à 
un  point  D  de  la  première  figure  \  ce  sera  la  position  de  ce 
point  D'  qui  déterminera  les  valeurs  des  deux  constantes  A 
et  fx ,  par  les  relations 

Ainsi ,  pour  former  une  figure  howographique  à  une 
figui^  donnée  j  on  peut  prendre  arbitrairement  les  quatre 
points  qui  correspondront  ii  quatre  points  désignés  de  la 
figure  donnée. 

Toutefois,  il  faut  que  des  quatre  points  désignés,  il  n'y 
en  ait  pas  trois  en  ligne  droite.  Car  si  les  points  D ,  D' étaient 
sur  les  droites  AC,  A'C,  respectivement,  ils  feraient  con- 
naître la  seule  constante  X ,  par  la  relation 

Î)Â""     D'À"' 
et  la  seconde  yi  resterait  indéterminée. 

507.  On  peut  se  donner,  dans  la  seconde  figure,  soit 
trois  points  A',  U',  C  et  une  droite  L',  soit  quatre  droites 
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L',  pour  correspondre-,  ilans  le  prcmiur  cas,  n  truis  puitiU 
A,  )i,  C  ot  uuL-  di-oiu'  L  àe  la  pi-emièrv  (îgurù,  et,  dans  le 
second  ('as,  à  cguatrc  droîicB  L. 

M»is  les  données  ne  peuvent  pas  i^lrc  deux  points  A',  B' 
el  dt'UX  droites  L',  M',  devant  corresporidi-e  A  deux  points 
A,  R  ctileus  Jroite»  I.,  M.  Car  Ii's  deux  droites  L,  M  rpn- 
eoiitrcut  la  droite  AB  en  deux  points  E,  F,  et  les  deux 
droites  I.',  M'  rcncouirt-ni  la  droiie  A'B'  en  deux  points 
E',  F'  qui  correspondent  aux  deux  premiers.  Donc  les  ' 
quatre  points  A',  B',  E',  F'  devraient  avoir  leur  rapport  ,1 
an  harmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  A,  lî,  E,  F  ;  ce 
qui  n'aurait  paa  lieu  si  A',  B',  L'  et  M'  étaient  pris  arbitrai- 
rement. Et  dans  le  cas  011  eeitc  égalité  aurait  lieu,  les  don- 
nées équiv.iudraicut  à  quatre  points  dont  trois  en  ligne 
droite,  savoir  le  point  C  intersection  de»  deux  droites  L', 
M',  et  les  trois  points  A',  îC,  E'.  Cv.  qui  cl  insuflisaut 

^08.  Puisque  deux  {if^ures  planes  perspectives  l'une  d« 
l'autre  BOntdeuxfigurc«bomograpUiqucs{âOU),  ou  pomT«,, 
pour  faircla  perspeciivc  d'une  iigure,  ne  déterminer  direo-i 

tement,  en  se  servnm  de  la  posilioii  di-  IVil,  que  qiiode 


poni 


,  perspanve. 
ouipléirnieni  I 
icunc  tiace  di' 


'  l"'spi 


rti^edeh  lii;ur, 


^   Ji.  —  Dih'c/ofiprmriils  rvliilif.', 
des  /igiircs  homogidjihkjurs.  — 


»■  propntif.'i  ini-nii/iifs 


:  de  d.iix 
r.ippoils 


"A 
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Remarquons  d'abord  que  cette  égalité  donne  lieu  aux 
deux  propositions  suivantes ,  qui  en  sont  des  conséquences 
immédiates  : 

1°.  Deux  droites  correspondantes ,  dans  les  deux  figures, 
sont  dwisées  homo graphiquement  par  leurs  points  corres^ 
pondants^ 

q9.  Deux  faisceaux  correspondants ,  dans  les  deux 
figures,  sont  honio graphiques. 

Cela  résulte  de  la  définition  même  des  divisions  homo- 
grapbiques  et  des  faisceaux  homographiques. 

D'après  la  première  de  ces  deux  propositions ,  si  Ton  con- 
sidère sur  une  même  droite ,  dans  la  première  figure ,  deux 
points  fixes  a,  b  et  un  point  variable  m ,  et  dans  la  seconde 
figure,  les  deux.points  fixes  a  ,  b'  et  le  point  variable  m\  qui 
correspondent  aux  trois  premiers,  on  aura  la  relation 


am a  m 

bm  b'  m 


/' 


dans  laquelle  X  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  des  deux  points  a,  i;  c'est-à-dire  que  ces  deux 
points  étant  fixes  ainsi  que  a'  et  £',  si  m  et  m'  sont  deux 
points  correspondants  variables  sur  les  deux  droites  ab  et 


am       a' m' 


a'b\  les  deux  rapports  -. —  et  -7-, — -,  sont  entre  eux  dans  une 
raison  constante  (  1  i 5) . 


am       .  a  m 


5<0.  On  sait  que  dans  Téquation  -j— =^\-r, — ;  chacun 

des  points  fixes  a,  i,  a',  //  peut  être  pris  à  Finfini,  et  que 
Téquation  subsiste,  comme  si  les  segments  comptés  à  partir 
de  points  situés  à  Tinfini  étaient  égaux  à  Tunilé  (119). 
Si  donc  le  point  b  est  pris  à  Tinfini ,  on  aura 


am  •=.  >. 


a  m 


b'  -"' 


m' 


Si  le  point  a'  de  la  seconde  figure  est  aussi  à  Tinfini ,  il 

24 


L 
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vient  (1171  =  -,--,'  ou.  suivant  notre  notation  habiiuellc, 

c'c«t-à-dirc  ijuc  ;  Dans  deiLC  figures  homographiques,  n 
l'im  pii-ml  sur  fJriix  liroilt^s  rnnvsfoniluntes  les  points  ï 
fl  j  tlonl  las  homologues  writ  n  l'hifuii ,  le  pt-oduit  lîtt 
fliuanciis  tlf  deux  points  homologues  quelcoiiffuex  de.  CŒ 
deux  dnntcs  aux  deux  points  iel  ;',  ivspectivomenl ,  set& 
constant. 

11. 

511.  (IniK'i-vonï  deux  droilca  homologue»  (c'fi9t-éi-diK 
conT«poiulaiil(s)  [.,  L',pattant  respectivement  |>ar  Ira  deux 
poînl»  w»,  m';  k'iapporl  7—  est  ^gal  au  ritpport  des  dis- 
tances de  la  piTmière  droite  aux  deux  pointa  a  ,  &;  et  de 
m6mc  ji — ,  est  ^gal  au  rapport  des  distaucca  de  la  droite  L' 
aux  deux  poiula  a\  t'.  Par  conspuent  on  conclut  ds-k.-a 
relation  générale  r-  =  ^  -r— ;'  •"'■'*''  propriété  fort  impo?™ 
tante  : 

Étant  pris  deux  [loints  fixrs  dans  une  figure,  et  les 
deux  points  homologues  dans  la  figure  homogropliique , 
si  l'on  mène  deux  droites  homologues  ffuelcont/iies ,  le 
rapport  des  distances  de  la  première  aux  deux  poiuls 
fixes  de  la  première  figure,  sera  au  rapport  des  distances 
de  la  seconde  aux  deux  points Jixcs  de  la  secoude figure, 
dans  une  rais>'u  lonsfunte.  ipiflU--  ijne  soient  .vt  deux 
droites. 


0II2     .Soin.r   A,   lï 
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■oitos    li 

v.s  qm-tronqu. 

s  de  la 

.innif-ir  lipnr  ,  n    \ 

W  1rs 

U■ii^,h 

iti-A  liuniologii 

■,s  dans 

a  snonrlr  <i[!nir  :  si.  n 

itniii. 

ipniiili 

iineiïmiond 

•s  druï 

A 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  871 

premières,  on  fait  tourner  une  droite  M,  et  autour  du 
point  d'intersection  des  deux  autres  la  droite  homologue  M', 
ces  deux  droites  M  et  M'  formeront  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  (509) ,  et,  par  conséquent,  on  aura  la  relation 

sin(A,M)  __    sin(A%Ivr)  ^ 
8in(B,  M)""    sin(B',M')^ 

X  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  fixes  A,  B  (143). 

Considérons  sur  les  deux  droites  M,  M'  deux  points 
homologues  m,  m!\  le  rapport  des  distances  du  premier 

aux  deux  droites  A  ,  B  est   .    ,,>\,, 5  et  le  rapport  des  dîs- 

'  sin(B,M)  ^^ 

tances  du  second  aux  deux  droites  A',  B',    .    ,  ^/  ^^,  \  -  Donc  , 

sm  (B',M  )  ' 

Quand  deux  figures  sont  homo graphiques ,  si  Von  prend 
dans  la  première  deux  droites  fixes,  et  dans  la  seconde  les 
deux  droites  correspondantes,  les  rapports  des  distances 
de  deux  points  homologues  quelconques ,  à  ces  deux  cou- 
pies  de  droites ,  respect ii^ement ,  seront  entre  eux  dans  une 
raison  constante. 

Ainsi ,  soient  p^  q  les  distances  du  point  m  aux  deux 
droites  A,  B,  et  p\  q'  les  distances  du  point  m!  aux  deux 
droites  A',  B';  on  aura 

7  7 

X  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des 
deux  droites  A,  B. 

513.  Chacune  des  quatre  droites  peut  être  prise  à  Finiini, 
et  la  distance  qui  se  rapporte  à  cette  droite  disparait  de 
l'équation,  comme  si  cette  distance  devenait  égale  à  F  uni  té. 

Ainsi,  supposons  que  la  droite  B  de  la  première  figure 
soit  à  Finfini ,  je  dis  que  Fon  aura 


/ 


'/ 

^4 
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En  ciVct,  dans  ci;  eus  l'Iiomographie  dos  di-ux  faisreaus 
lormés  jiar  le»  deux  droites  M ,  M'  s'exprime  par  l'ikjuation 

^       5iD(A',M') 

'""  sin(B',M')' 

nfM  «tant  li-  si-gmenl  compris  sur  une  transversale  Gse  eu- 

irvlcs  deux  droites  A  vt  M  (150).  Or,  si  l'on  cousidèi'c  sur 

les  deux  droites  M  ci  M'  deux  points  homologues  m,  m\ 

la  distance  p  du  premier  h  la  droite  A  est  proport iounelle 

nu  segment  ti/ri,  et  lu  riipport  des  distances  du  second  aux 

1  I     ■         Il    11'  sin  (A',  M'  1     , 

deux  droites  A  ,  11   est  toujours  -=-4-R.-nr;  ;  ''^^  sorte  qn  o« 

a  la  relation 

Ou  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans    linux  figures  honiograf>hi<}Hcs,    la  flîstance  de 
chaque  point  de  l 'une  A  une  droite  fi.TD  A ,  est  au  rupport 
des  diiiances  du  point  homologue  de  la  seconde  Jigure,.  m 
aux  deux  droites  A',  B'  qui  con-espondent ,  respevtivo^^ 
nient,  à   la  ihoiiv  A  ei  ii  Vinfiiii  ,Jl-  la  prcinii-rt-  Jif;ure. 
dans  une  raison  constanlv. 

514.  On  peut  prendre  la  droite  A'  de  la  seconde  figure 
à  l'inlini ,  la  distance  //  disparaîtra  de  l'êqiialiun  ,  et  l'on 
aura 

Car,  dans  ce  cas,  les  deux  droites  M,  .M'  forment  deux 
faisceaux  do  di'oites  parallèles  aux  dcn\  A  et  lî'  respec- 
tivement, L'homograpliie  des  deux  faisceaux  s'exprimera 
par  celle  des  deux  séries  de  points  qu'ils  marqueront  sur 
lieux  transveis.ilcs  fixes  ipicleonipies ,  et  par  conséijuent  par 
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pris  sur  ces  deux  transversales,  entre  les  deux  droites  A  et 
M  d'une  part,  et  les  deux  droites  B'  et  M'  d'autre  part, 
puisque  aeiU  sont  les  points  qui ,  dans  les  divisions  bomo- 
graphiques  faites  sur  les  deux  transversales,  ont  leurs  ho- 
mologues à  l'infini.  Or,  si  sur  les  deux  droites  M,  M'  on 
considère  deux  points  homologues,  leurs  distances  /?,  q' 
aux  deux  droites  A  et  B'  respectivement  sont  propor- 
tionnelles aux  segments  a///,  V m' ,  On  a  donc  l'équation 

Ce  qui  prouve  que  : 

Etant  données  deux  figures  homo graphiques ,  si  Von 
prend  dans  la  première  la  droite  qui  correspond  à  V infini 
ile  la  seconde  y  et  dans  celle-ci  la  droite  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  première,  les  distances  de  deux  points  homo- 
logues quelconques  des  deux  figures,  à  ces  deux  droites , 
respectivement^  ont  leur  produit  constant, 

515.  Toutes  les  relations  précédentes  dérivant  de  l'éga- 
lité de  deux  rapports  anharmoniques  dans  les  deux  figures, 
et  cette  égalité  ayant  lieu  dans  une  figure  plane  et  sa  pers- 
pective, on  en  conclut  que  toutes  ces  relations  s'appliquent 
à  deux  figures  perspectives  l'une  de  l'autre. 

IV.  Nouvelles  définitions  des  figures  homographiqnes. 

516.  D'après  le  théorème  (512) ,  on  peut  donner  cette 
nouvelle  définition  des  figures  homographiqnes .  aussi  sim- 
ple que  précise  : 

Deux  figures  homographiqnes  sont  celles  dans  les- 
quelles les  points  se  correspondent  deux  à  deux,  de  ma-- 
nière  que  les  rapports  d<;s  distances  de  chaque  point  de 
la  première  figure  à  trois  droites  fixes,  soient  aux  rap^ 
ports  des  distances  du  point  correspondant  de  la  seconde 
figure  à  trois  autres  droites  fixes,  dans  des  raisons  con^ 
s  tan  tes. 
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•in.  On  pirul  (encore  dire  que  :  , 

Deux  figures  sont  homographiqiiea  tjuamt  des  ttroîlà 
dans  l'une  voiiespomlcni  à  îles  droites  dans  l'autre,  tU 
manière  que  las  rapports  des  distances  de  chaijue  droUt 
de  ta  praniièiv  figure  à  trois  points  fixes,  soient  aux  rap^ 
ports  des  distances  de  la  droite  correspondante  dans  Ul 
seconde  figure  A  trou  autres  points  fixes ,  dans  des  raisoni 
constantes. 

Cela  résultp  du  théorème  {SU), 

De  l 'une  ou  Ht  l'aurrc  de  ces  iImix  di^luiïtious,  on  re- 
monte Bons  didiculté  aux  t-elatious  f  n) ,  et  à  toutes  1rs  pro- 
pri^tf^a  des  fij^res  homographiques. 

§  III. — Figtii-es  komologitjties . 
1.  MiiniiVes  <ic  ruimcr  di;tix  figure*  liomulofjiquM. 
S18.  Quand  deux  figures  sont  la  persiicctiii;  l'une  de 
l'autre  Aawi  l'espace,  telles  (jue  deux  ti'Uiiglcs  ABC,  a£c, 
les  ilroîles  qui  joignent  leurs  point»  homolo^es  conconreitt 
en  un  m^mp  point  de  l'espace ,  qui  est  la  position  de  l'œil  ;  lît 
les  droites  lioiiiulojj;ues  roiiiouiciit  en  des  points  situes  sur 
la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux  ligures,  qu'on 
appelle  la  ligne  de  terre.  Si  l'im  fait  tourner  le  plan  de  la 
seconde  figure  autour  de  cetlo  lis'"',  les  droites  «A,  hc ,  cri 
tournent  autour  de  trois  points  ti\es  de  celte  ligne,  et  les 
droites  Art,  \Mi,  Ccconeoureiu  lonjonis  en  un  mime  point 
<jui  forme  une  ni>uvelle  prjsîtion  de  l'iril  ;  de  sorte  que  les 
deux  figures  sont  toiijouisenpersi)ecti\e  (^ifjH).  F.l  si  le  plan 
de  la  seconde  ligure  a/ic  s'applique  sur  le  plan  de  la  première 
ABC,  il  n'y  a  plus  perspeetivc  propiemeiit  dite,  mais  les 
droites  A»,  lil',i\c  concourcnl  encore  en  un  même  point, 
parce  que  les  droites  Ali,  WC. ,  CA  rciteontrent ,  respective- 
ment, leurs  homologues  ah.  lie,  ra  en  des  points  situés  en 
ligne  droite  (;i(i(i} 
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Ce«  figurt*s,  dont  les  points  homologues  sont  sur  des 
droites  concourantes  en  un  même  point ,  et  dont  les  lignes 
homologues  se  rencontrent  sur  une  même  base ,  sont  celles 
que  M.  Poncelet  a  SL^pelées  figures  homologiques.  Le  point 
de  concours  est  leur  centre  d'homologie ,  et  la  base  oc  S  leur 
axe  de  concours  ou  dliomologie  [*). 

Toutefois,  ce  n'est  pas  précisément  par  cette  considéra- 
tion du  rabattement  du  plan  d'une  figure  sur  le  plan  de 
sa  perspective ,  que  le  célèbre  auteur  a  formé  des  figures 
homologiques:  c'est  d'une  autre  manière,  également  simple, 
savoir,  par  la  perspective  sur  un  plan  de  deux  figures  sem- 
blables  et  semblablement  placées,  ou  homotbétiqucs^  con- 
tenues dans  im  autre  plan.  La  perspective  produit  deux 
figures  homologiques  dont  le  centre  (rhomologie  est  la 
perspective  du  centre  de  sitnilùude  des  deux  figures  homo- 
thétiques,  et  Vaxc  de  concours  ou  d'homologie ,  la  pers- 
pective de  la  droite  située  à  1  infini  dans  le  plan  de  ces  deux 
figures.  Cela  est  évident^  et  les  propriétés  des  deux  figures 
homothétiques  donnent  lieu  naturellement  à  celles  des 
deux  figures  homologiques  (^^)- 

II.  Construction  graphique  d'une  figure  houiologique  à  une 

figure  donnée. 

519.  Quand  le  centre  et  Taxe  dliomologie  sont  donnés, 
il  suffit,  pour  construire  la  figure*  honiologique  n  une  figure 
donnée,  de  connaître  le  point  a  qui  correspond  à  un  point 
donné  A  de  la  figure  proposée.  Car  le  point  b  correspon- 
dant à  un  autre  point  quelconque  B  sera  à  l'intersection  de 
la  droite  SB  et  de  la  droite  menée  du  point  a  au  point  y 
où  la  droite  AB  rencontre  l'axe  d'homologie.  Ainsi,  étanl 
donné  le  seul  point  a  de  la  nouvelle  figure,  on  détermi- 
nera, par  de  simples  intersections  de  lignes  droites,  tous 


(*)  Traité  des  Propriétés  projcclivcs  des  fifiurcf  .  |»nc*'  '^*^' 
(•*)  Ibid.,  pages  ifiy-iG'i. 


376  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE, 

les  autres  points  de  la  figure.  La  droite  correspondante  i 
onc  droite  donnée  se  déterminera  par  deux  de  ses  poinU, 
dont  l'un  pourra  éli'e  celui  où  la  droite  donnée  rencontiv 
l'axe  d'honiologie. 

Si  l'on  donne  l'axe  d'homologlc  avec  les  deux  points  a\  ' 
h'  de  la  seconde  figure  qui  iloivcnl  correspondre  aux  deuS' 
a,  £  de  la  première,  ou  peut  construire  la  seconde  figure 
sans  se  servir  du  centre  d'homologie ,  en  délerminant  clia- 
(jae  point  m'  correspondant  à  chaque  point  m  ,  par  l'inler-  > 
section  de  deux  droites  louiTiant  autour  des  deux  points  a'}, 
b',  et  rcncoiilrant  les  deux  droites  ina,  mÂ,  respectivement^ 
sur  l'axe  d'homolugie. 

On  peut,  par  une  consti'uciîon  analogue,  construire  h 
seconde  ligure,  en  connaissant  seulement  le  centre  d'ho- 
mologie el  deux  droites  do  cette  figure  correspondantes  ^ 
deux  droites  de  la  premiil^it;  figure. 

C'est  aiusi ,  par  des  intersections  de  lignes  droites,  q 
M.  Poncelel  a  construit  les  figures  homologiquea  dans  si 
Traité  des  Propriétés  prujectîvùs  (*)  ouvrage  dans  lequij 
se  trouvent  de  très- heure  uses  applications  de  cette  théorie, 
comme  nous  le  vcrrojis  en  li'ailant  des  srtlions  coniques. 


Kl.  Atitr 


[!<.'   ronii 


les  fi  ;i 


520.  È(anf  pris  dans  h  plan  du 
fixe  S  et  un  axe  fixe  X ,  .H  sur  le  rayo 
cfiat/uc  point,  m  tlo  la  fii:;itrt'  du  <I 
point  m'  pur  la  rclnlioii 


s  hoinologicpii 


t; point  n 
i  second 


u.  étant  U:  p'ii 
\  une  t:onsta< 


rencof'lrcl'a.rrfixr\,ct 
,u,rl,.-ndrai,,m>- figure  ho- 
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mologù/ue  à  la  proposée;  le  point  S  et  Vaxe  X  setvnt  le 
centre  et  Vaxe  dliomologic  des  deux  figures. 

En  effet,  les  deux  figures  satisfont  à  Tune  des  deux  condi- 
tions de  construction  des  figures  homologiques ,  savoir,  que 
les  points  liomologues  soient  sur  des  droites  concourantes 
en  un  même  point  ;  il  suffit  donc  de  prouver  que  deux  droites 
homologues  se  rencontrent  sur  Taxe  fixe.  Or,  pour  deux 
couples  de  points  correspondauts  a,  a'  et  m,  ui\  on  a 

Sa  ^  *^  S/w   pt/;j 

S/i  a  a  S/w  pt/w' 

et  par  conséquent 

Sa     an        S  ru      fim 

a      cta        b/u     i^tti 

Cette  relation  prouve  que  les  deux  séries  de  points  S,  « ,  a, 
a',  et  S,  m,  (jt,  m'  ont  le  même  rapport  anharmonique,  et 
par  conséquent  que  les  deux  droites  am^  o! m'  concourent 
sur  l'axe  fixe  aL^x.  Ce  qu'il  fallait  proj^ver.  Donc,  etc. 

On  peut  appeler  la  constante  X  le  coefficient  d'homolo- 
gie  des  deux  figures. 

Quand  on  donne  un  point  a'  de  la  figure  que  Ton  veut 
construire,  correspondant  à  un  point  a  de  la  figure  propo- 
sée ,  cette  constante  se  trouve  déterminée  par  la  relation 

Sa     an 
a      a  a 

521.  Cas  particuliers.  —  L  Si  Ton  suppose  l'axe  dlio- 
mologic à  Tiufini,  le  rapport  -^—7  devient  éeal  à  Tunilé,  et 

la  relation  se  réduit  à 

S//I 
m 

Alors  les  deux  figures  sont  semblables  et  seniblablement 
placées  ou  hoinothéliqucs .  Leur  centre  et  leur  rapport  de 
similitude  sont  le  point  S  et  la  constante  i. 

II.   Le  rentre  d'humologie  de  deux  figures  peut  c^lrc  à 
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l'infini;  alors  11-  rapport^ — ;  csLegal  ârutiîté,  el  la  rclal 


On  peut  dire  que  la  seconde  figure  est  formée  por  l'at- 
croisaeuicat  des  oidouuvi.s  de  la  preinièi-e  ,  dans  un  rapport 
(uns  Un  t. 

ÎV.  Conslrtii-Iion  des  (i;;ures  lioniol(){;M|ues  dérivée  de  la 
cunstrtictiim  {|;i'ni'rali^  des  ligui-es  liuim>grapliir|iics. 

5â3.  Supposons  (pie  dans  la  coitstruelion  générale  deit 
Ogures  homograpliiques  on  prenne  pour  les  points  A',  15'. 
C  de  la  secondu-  figure  les  trois  points  A,  B,  C  de  la  pre- 
mière; les  relations  (n)  deviennent 

!»t  A  et  fji  ont  des  valeurs  quelconques ,  les  deux  figures  d'ouI 
rien  de  particulier  dans  leur  positiou  relative-;  seuleineul 

trois  poiiils  de  l'une  roinriili-ni  ;ivee  leurs  Iiomolofjues  l'c^- 
pcctifs  dans  lautre;  ce  qui  a  lieu  en  général,  connue  nous 
le  verrons  (î)(>i),  quelle  que  soit  la  position  de  di-ux  figures 
liomographiqucs .  Mais  \/  /us  ilciix  conslnnics  X  et  u  .\imr 
égala,  alors  las  il  eux  figures  .sont  lioi/iologitfucsf  le  point  C 
iJ'S'  "''}  ^^^  '"^"''  ccHCe  i/'hoinologie ,  el  la  base  Alî  leur 
axe  d'homologic. 

En  ell'et,  li's  dcuy  constantes  étant  égales,  Ivs  deux  équa- 
tions donnent  celle-ci 

aA'n'C"  ÈB'  (PV 
qui  prouve  que  les  deux  séries  de  poiuls  A ,  « ,  u',  C  et  II, 
6,  &',  C  ont  le  inénie  rapport  anliariuoniqiu;,  el,  par  eou- 
séqueut,  aussi  les  deux  faisceaux  de  qualre  droites  qui  ont 
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leurs  centres  en  B  et  A  ^  et  dont  les  rayons  passent  par  ces 
deux  séries  de  quatre  points,  respectivement. 

De  là  on  conclut,  d'abord  que  les  deux  droites  ab^  a!h\ 
qui  sont  denx  droites  homologues  dans  les  deux  figures,  con- 
courent en  un  même  point  de  la  base  AB  (38) ,  et,  en  se- 
cond lieu,  que  les  deux  points  m,  m\  sont  en  ligne  droite 
avec  le  point  C  (43). 

Ainsi  les  deux  figures  satisfont  aux  deux  conditions  de 
construction  des  figures  homologiques.  Ce  qu'il  fallait 
prouver.  Donc,  etc. 

La  relation  caractéristique  des  figures  homologiques , 

Cm     pt/7i 

~— ,  :  i-— ,  =  const., 

C/w     pt/?i 

dérive  aussi  de  ces  considérations. 

Car  les  trois  points  C,  w ,  m'  étant  en  ligne  droite,  on  a 

Cm     iA/7f        Ca     Ka 

TT-f  '  ^-—,  =  7^,  '  -T—f  =  ^  =  const. 
C/ii'    pt/w        Cfl     Afl' 

y.  Relations  métriques  des  figures  homologiques. 

523.  Quand  on  considère  deux  figures  homologiques 
comme  deux  figures  qui  ont  été  la  perspective  Tune  de 
l'autre,  on  en  conclut  que  toutes  les  relations  métriques 
des  figures  homographiques,  démoulrées  dans  le  paragra- 
phe précédent,  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux  figures  ho- 
mologiques. Toutefois  la  position  particulière  de  ces  figures 
donne  lieu  à  quelques  relations  spéciales  fort  importantes 
que  nous  verrons  plus  loin  (VI). 

524.  Quand  ou  décrit  les  figures  homologiques  sur  le 
plan,  soit  par  des  intersrciions  de  lignes  (519) ,  soit  par  la 
relation  (i),  la  démonstration  directe  de  leurs  deux  proprié- 
tés métriques  fondamentales ,  d'où  toutes  les  autres  se  dé- 
duisent,  est  extrêmement  facile;  elle  dérive  immédiatement 
des  conditions  de  position  des  deux  figures.  Ces  propriétés 


3Ko 
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droites  concourantes  eD  uu  inèmi.'  [>oitiL  dans  ta  pmitiièii! 
G^urc,  ont  Icar  rapport  anliaruionique  <fgal  à  ct-'lui  des 
quatre  points  ou  des  qualri-  droites  coiTL-spondanti^s  dans  la 
seconde  ligure. 

Or,  dans  deux  ligures  liomologiijues ,  i"  les  droites  qui 
joignent  quatre  poîiils  de  la  première  a,  h  ,c,  rt  k  leurs 
boruologues  a',  b',  c',  ti'  respeclivenicnt,  passent  par  un 
mètnit  point  (le  centre  d'homologie)  ;  donc ,  si  les  deux  s«i- 
Hes  do  qualri;  points  sont  sur  deux  droites,  leur»  rnpporls 
aiiliurmoniques  sout  égaux  (H);  a"  quatre  droites  concou- 
lanlcs  en  un  mÈmc  point  dans  la  pi'cmi^re  figure,  ren- 
cuulri-'iit  respnctivi-ment  les  quatre  dioites  cori't!Six>iidanlcs, 
v.n  quatre  points  situés  en  ligne  droite  (sur  l'axe  d'homo- 
logîe);  donc  les  rapports  auliarmoniqucs  des  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  sont  égaux  (13). 

Ainsi  les  relalious  métriques  qui  font  le  Caractère  des 
ligures  homographiques  en  général,  se  trouvent  démon- 
trées directement  pour  les  iîgures  homologiques. 

n^"}.  Considérons  Icsdniv  droûes  I  ni  V  qui ,  dans  chaque 
respondeiit  à  l'iulitii  de  1  autre 
révid.-mment  parallèles  à  l'axe 
:  riufini  dans  la  seconde  figure 
'spoiid  dans  la  première  ren- 
e  point ,  et  ce  point  est 


figure,  respcciiveineiit, 
figui-e.  Ces  deux  droites 
dhomologîe;ear  la  dro 
et  la  droite  I  qui  lui  i 
contrent  l'axe  d'Iiomologie 


t  l'infini 


donc  la  droite  ï  t 


.  fa 


:  d  homo- 


Les  distances  des  deux  droites  I  et  .1' 
1  l'axe  d'homologic,  di'-pcndenl  de  la 
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denx  droites  I  et  J^  et  Taxe  d'homologic.  Faisant  Sm'  in- 

fini ,  on  a  — .  =  X  :  et ,  faisant  S/w  infini  ,—:;=-• 

Ainsi  Ton  a 

— .=  ^-r,      ou      S/.Sy'  =  x/.jy  . 

Cette  relation  montre  que  le  milieu  des  deux  points  i  et  y' 
coïncide  avec  celui  des  deux  points  S  et  »r,  ou,  ce  qui  re- 
yient  au  môme,  que  la  distance  de  la  droite  I  au  point  S  est 
égale,  mais  en  sens  contraire,  à  celle  de  la  droite  f  à  Taxe 

S/      xj' 
d'homologie.  En  eflet,  la  proportion  — .  =  ^-7  donne 

Si  xj' 


S/  —  xi       xj'  —  Sy' 
ou- 

^'   —""i'         s/-        xi' 
—  — -,        î)l__  XJ   , 

Sx       xS 

Cp  résultat  pouvait  être  prévu,  car  les  points  m  et  in!  des 
deux  figures  situés  sur  un  racme  rayon  forment  deux  divi- 
sions homographiques  dont  les  points  doubles  sont  S  et  x. 
Par  conséquent,  le  point  milieu  de  ces  deux  points  coïncide 
avec  celui  des  deux  i  et  /'  (132). 

VI.  Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures 
homologiques.  —  Diverses  manières  de  former  la  figure  homo- 
logique  à  une  figure  donnée. 

526.  Considérons  dans  une  figure  deux  droites  fixes, 
et  dans  la  figure  homologique  les  deux  droites  corres- 
pondantes; soient  ////;,  mq  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  m  de  la  première  figure  sur  les  deux  premières 
droites,  et  m' p' ^  m  q'  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  m'  sur  les  deux  autres  droites.  Les  deux  rapports 


j  -,/ 


mp    m' p  -  I 

— =-1  —r-,  seront  entre  oux  dans  une  raison  constante,  quels 
mq     m  ff 
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que  soient  les  deux  poiniâ  homologues  m,  m'\  car  cette  re> 
latioD  dërjvf,  comme  nous  l'avons  vu  (512),  de  régalité 
des  rapports  anharmoniqucs  de  deux  faisreaux  homologuea. 
Écrivons  donc 

(')  "^  =  \7?'' 

Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  autres  rclatious. 

Ît27.  Supposons  que  la  première  droite  de  U  preniiéra 
figure  passe  pnr  le  centre  d'iiomologie  ;  clic  coïncidera  avec 
son  homologue,  et  Ton  aura 


Sw 


cl  par  conséquent 

('') 

fiinn  ^  dans  deux  figures  homologitjuns,  si  l'on  prend  lîeuX  1 
droites  fixes  homologues  I,,  I,',  le  rapport  des  distances  J 
de  deux  points  homologues  quelconrjueS  aa  eonlre  d'ho~  l 
mologie ,  sera  au  rapport  des  dùtances  de  ces  deux  pointé  * 

aux  rl'-iij-  i/roifrf  !..  I.'.  mi'mn-c"i'''if .   iliin.'  iinc  raiaon 
constante. 

fi28.  Si  l'on  pirnd  pour  la  droili"  L  l'axi'  dlioniologie, 
L'  coïncidera  aussi  avec  cet  axe,  et  le  rapjrort  — —  stra  «'-g,!] 
à  ^—,:  il  en  résnlte 


-  =  \^ 


Ce  qui  est  la  relation  .Ujà  denioiilrce  (522). 

Nous  n'aurions  pas  besoin  de  dire  quf  dans  ces  div 
relations,  de  mc'imc  que  dans  celles  qui  suivenl.  la 
stanleï  ne  conserve  pas  la  in^me  \.ileur. 


.'»29.   Supposons  (jui 


droitr  I.  s 


>   l'iuliii 


^\ 
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ment  mq  disparaît  de  Téquation  [d) ,  et  Ton  a 


m  q 


m'q'  est  la  distance  du  point  m!  à  la  droite  J',  qui  dans  la 
seconde  figure  correspond  à  l'infini  de  la  première  (525). 

Cette  relation  entre  deux  figures  homologiques  sera  très- 
utile  pour  transporter  à  une  figure  les  propriétés  d'une 
autre.  On  voit,  par  exemple,  que  si  la  première  est  un 
cercle  ayant  son  centre  en  S ,  on  aura  dans  la  seconde 


m'q' 


=r  const. 


Ce  qui  montre  que  celle-ci  est  une  conique  ayant  son  foyer 
en  S,  et  pour  directrice  la  droite  fixe  J'. 

530.  Supposons  dans  Téquation  générale  (c)  que  la  pre- 
mière droite,  à  laquelle  se  rapportent  les  perpendiculaires 
/7t/?,  soit  i  Tinfini,  et  que  la  seconde  soit  la  droite  I  qui 
correspond  k  Finfini  de  la  seconde  figure,  les  deux  segments 
mpy  m! q'  disparaîtront ,  et  Ton  aura 


—  =  k.m  p  . 
mq 


Ainsi  les  deux  droites  I  et  J',  qui  correspondent,  dans 
chaque  figure  respectivement,  à  Tinfini  de  l'autre  figure, 
jouissfmt  de  cette  propriété ,  que  le  produit  des  distances 
de  deux  points  homologues  à  ces  deux  droites ,  respective- 
ment, est  constant. 

Par  conséquent  :  Etant  données  deux  droites  parallèles 
dans  le  plan  d'une  figure ,  si  d'un  point  fixe  on  mène  un 
rayon  à  chaque  point  m  de  la  figure ,  et  que  sur  ce  rayon 
on  prenne  un  point  m'  tel,  que  le  produit  des  dû  tances 
des  deux  points  m,  m'  aux  deux  droites  respectivement , 
soit  constant,  le  point  m'  décrira  une  figure  honiologique 
à  la  proposée. 
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tj  IV.  —  {■Ij-premion  iiniil}  lt</iir  //r'S  Jigiircs  fiomogrn- 
phitjiirf. 

I. 

331 .  RapituMufis  Ils  poioU  de  la  premiêri!  ligure  à  deux 
axes  coordonuifs  OX,  0¥,  et  coiix  de  la  sec-uude  ligure  â 
diîUS  autres  axf's  coorduiiiiés  oj.,  i)^-  piis  arLilt-aîretaent. 

I.a  prupriclé  des  deux  ligurtra,  cxprimcc  par  le  tlico- 
rfmc  {m2}  ,  foumit  imoi^dialcmem  TcKprussion  des  cooi^ 
donnëcs  dt  cbac{UP  point  de  la  secoudc,  fo  foiiciioa  des  cooi^ 
doniiéL'S  du  ]>oint  homologue  de  la  pri;iuière. 

Eu  diet,  soient 
AX  +  8T4.|=o,  A'X  +  B'Y-(-i  =  o,  A"X  +  B"y+i  =o, 
les  équations  de  trois  draites  Ac  U  première  6gure ,  et 
ax  •]•  bjr  -\-  i  =  o,     a'  X  +  b'y  -H  i  =  o,    a"  x  -|-  b"y  +  i  ^  Ot 
ckIIcs  des  trois  droites   correspondantes   dans  Is  seconde 
ûgure. 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  ta  pre- 

secondL'  figure;  le  rapport  des  distauci's  du  point  M  à  doux 
dw  droites  de  la  preniièie  figure  stTa  au  rapport  des  dis- 
tances (lu  point  m  au\  deux  droites  concspoiidanies  de  la 
seconde  ligure,  dans  une  raisou  tonstantc  (51^2).  On  aura 
donc  les  deux  ('(|ualioiis 

[    AX.  +  BY  -H  I     _       >i^-  -h  by  +  ■ 


(') 


<•  -1-  b"y 


'  Â"X~+~D"  Y  ^^1  ""  ^  n"  .r  -. 


,  Y,  lcs.|ue]tes 


■s  de  X  et  y  en  fonrtlon  des 
ont  de  la  fortnr 

4-,  «X-h'.-Y-i 
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{{32.  On  peut  démontrer  à  priori  que  les  expressions 
de  X  et  j"  sont  de  celte  forme.  Pour  cela ,  considérons  les 
axes  oy  et  ox  comme  deux  droites  faisant  partie  de  la  se- 
conde figure  \  soient 

aX-4-6Y-hi  =o     et     a'X -+- €'Y -H  i  =  o, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent  dans  la 
première  figure  à  ces  deux- là ,  et 

a"X-he"Y4-  i=o, 

c^lle  de  la  droite  qui  correspond ,  dans  cette  (igure,  à  rin- 
fini  de  la  seconde. 

La  distance  d^un  point  m  de  la  seconde  figure  à  l'axe  oy 
sera  au  rapport  des  distances  du  point  homologue  M  de  la 
première  figure  aux  deux  droites  correspondantes  à  Taxe  oy 
et  à  l'infini  de  la  seconde,  dans  une  raison  constante  (513). 
On  a  donc 

Et  pareillement 

_      a^X4-6^YH-  I 
^  ""^  ZX  H-  6"  Y  4-  1  ' 

c.   <;».   F.    I). 

II. 
533.  Les  trois  équations 

aX4-6Y4-i  =0,   a'X  +  ^'Y -f-l  ==  o,   a"X  -f-rY-hi  =  o, 

représentent  les  trois  droites  de  la  première  ligure  qui  ont 
pour  homologues,  dans  la  seconde,  Taxe  O) ,  l'axe  o.r  et 
Tinfini. 

Les  axes  OX,  OY  de  la  première  (îgure  sont  arbitraires, 
ainsi  que  les  deux  ox,  oy  de  la  seconde  figure.  On  p(,'ut , 
en  disposant  convenablement  de  ces  quatre  axes,  donner 
aux  formules  des  expressions  plus  simples,  que  voici  : 

i*^.  Les  deux  axes  OX ,  OY  sont  queb^ouques .  et  les  deux 

25 
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ox,  oy  «ont  les  droites  qui  It^ur  i-orrcspondcnt  dans  la 

conde  figure  : 


(3: 


;"  X  -t-  Ê"  Y  +  I 


j"  X  H-  e"  Y  H 


a",  OY  est  paralWc  à  la  droite  I  qui ,  dan»  U  première 
Ëgurc,  correspond  A  l'infini  dp  la  seconde;  OX  est  quel- 
couque-,  c/y  ut  ox  correspondent  respwtivemwit  k  OY  et 
OX;  [çr  est  parallèle  à  la  droite  J'  qui,  dans  la  seconde 
figure,  corrifipondà  l'influidela  première  (503)]  : 

3".  OY  est  la  droite  1  ;  OX  quelconque;  ox,  o_y  quel- 
ronquca : 

«X  +  ËT-Hi  «'X  +  e'Y+i 

(5)       ^-. ^ r  =  ï- X 

4".  OY  est  la  droitcl;  OX  csl  quclconcpie ;  ox  rorre&- 
poud  .'i  OX  :  el  oy  est  quelconque  : 


5".   OY  est  la  droite  I;  OX  ijuclroiique  :  ox  csi  I 
J';  el  oj  quelconque  : 


()".   OV  est  la  droLtft  I  ;  OX  quelconque:  ox  esi  ]:i  dn. 
et  O}-  corrospoiid  ri  OX  : 


.   OY  est  la  droite  I;0\< 
.  OX  rorrespou<]  h  OX  ; 
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Ces  dîiférenies  relations  s'appliquent  aux  figures  homogra- 
pUques  dans  toute  leur  généralité,  et  sont  indépendantes  de 
la  position  relative  des  deux  figures. 

§  V.  —  Figures  \homo graphiques  ayant  deux  droites 
homologues  coïncidentes  à  F  infini, 

I.  Conditions  de  construction  des  figures. 

534.  Si  dans  les  formules  (^7)  qui  noufs  ont  servi  à  con- 
struire une  figure  homographîque  à  une  figure  donnée ,  on 
prend  les  deux  constantes  X  et  j).  égales  à  -h  i,  les  deux 
figures  présenteront  cette  circonstance  particulière,  que 
la  droite  à  l'infini  dans  F  une  aura  son  homologue  égale-- 
ment  à  Vinfini  dans  Vautre. 

En  effet,  aheiah'  {fig-  1 14)  étant  deux  droites  corres- 
pondantes dans  les  deux  figures ,  on  a ,  par  hypothèse , 

aC__a^  bC  _b'C 

7i1l~^  a'k'      ^^      bh"  b'k'' 

Si  la  première  droite  est  à  Tinfini ,  les  deux  rapports  — -? 

—  sont  égaux  à  l'unité,  et,  par  conséquent ,  on  a  aussi 

a' a  b'C 

ce  qui  exige  que  les  points  a' et  è'  soient  à  l'infini.  De 
sorte  que  la  droite  a'i'  est  à  Tinfini.  Ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

On  peut  dire  que  tout  point  à  Tinfini  dans  la  première 
figure  a  son  homologue,  dans  la  seconde,  pareillement  à 
rinfini. 

Il  s'ensuit  que  deux  droites  parallèles  ^  dans  la  première 
figure^  ont  pour  homologurs  dans  la  seconde  deux  droites 
parallèles . 

De  sorte  que ,  à  un  parallélogramme  dans  la  première 

25. 
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l'tguri! ,   corresiioiiil  un  ptirallclo^raniniv  dans  fa  seconde 

figure. 

II.  KclHlion»  mêiriques. 

535.  Dans  ces  figurrs  ,  ii-s  rctalions  métriques  se  simpli- 
ticiil  :  elles  dmvciït  de  c<'lte  priii>rîélé  piinripalc  ; 

DtfUX  dfoites  lioniologues ,  rl/ins  hx  ifiiijrjigutvs,  sont 
ttiviséaa  sembla  blême  Ht  par  leurs  points  homologues. 

En  clTttt,  a,  l>,  i-,  tl  tétant  quatre  pointa  en  ligm-  «Iroiie 
dans  la  promiôre  lîgurc,  et  a',  b',  c',  d'  les  ([Ualix'  poîiils 
1-0  n'es  pondants  dans  la  seconde,  on  n 


ah    Ub 


a'b'    li'b' 


l.es)>oinls(i  l'inlini  sur  les  deux  droites  éniiil  deuK  jHiiuU 
eorrcspiindants  {^3-1),  on  peut  prendre  res  points  |H)ur  (/ 
et  d' .  M  eettc  relation  devient 


ce  qui  expiinie  que  les  deux  droites  sont  diviseis  en  pnrlies 
proportionnelles,  ou  scmldablriiuint . 

De  là  vont  résuker  d'autres  relations  iniporlautes. 

iï3(i.  Dcitx  segments  pris  sur  deux  droitrs  ptiral/c/cs , 
dans  la  première  figure ,  sont  entre  eux  dans  le  nwine 
inpport  que  les  deux  segments  /iiiinol^giii-s  dinis  In  se- 
condcjlewv. 

V.M  ellêl ,  soient ,  dans  la  pirmière  lif^iire ,  1rs  deux  seg- 
nienls  AB,rti  {Jig.  117)  sui- deux  dioiles  parallèles  ,  et  dans 
la  seeondc  fif-ure,  leurs  lioniiili(;urs  \'  \V .  «7>'  lesquels  sont 
aussi  parallèles  (fî;U).  On  a 


A 
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AB       A'B' 


fut  ' 


ab        n'b 
ce  qu*il  fallait  prouver. 

537.  Étant  pris,  dans  les  deux  figures,  deux  droites 
fixes  homologues,  les  distances  de  deux  points  homologues 
quelconques  à  ces  deux  droites,  respcctix^etnen t ,  sont  en- 
tre elles  dans  un  rapport  constant. 

En  effet,  Téquation  précédente  s'écrit 

AB         ab 


lU 


A'B'       a'b 

Or  les  deux  segments  AB ,  ah  sont  entre  eux  comme  les 
distances  des  deux  points  A,  a  à  la  droite  fixe  BC;  et  pa- 
reillement, les  deux  segments  A'B',  a' h'  sont  entre  eux 
comme  les  distances  des  deux  points  A',  a',  à  la  ligne  droite 
fixe  B'C-  On  peut  donc  dire  que  le  rapport  des  distances 
des  deux  points  homologues  A,  A'  aux  deux  droites  BC, 
B'C,  respectivement,  est  égal  au  rapport  des  distances  des 
deux  points  a ,  a'  aux  deux  mêmes  droites.  Ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

III.   Relati(m  entre  les  aires  des  figures. 

538.  Considérons,  dans  la  première  figure,  deux  paral- 
lélogrammes ABCD,  ahcd^  ayant  leurs  cotés  respective- 
ment parallèles;  soient  Q,  q  leurs  surfaces,  on  a 

Q       AB.AD 

17         ab,ad 

A  ces  deux  parallélogrammes  correspondent,  dans  la 
deuxième  figure  ,  deux  autres  parallélogrammes  A'IVC'D', 
a*b'c'd\  ayant  aussi  leurs  eôlés  respectivement  parallèles. 


C'i3sl-H-dir(!  i[ue  : 

Si  l'on  prend,  danx  la  pfemière  Jigurt; ,  un  parnlléh- 
gramme  qui:lconifUQ  ayant  sen  côtés  paml/è/es  à  dvux 
axe.f  fixes,  l'aire  de  ce  parallélogramme  sera  à  l'aire  du 
parallélogrammt:  corn-spondant  dnm  la  seconde Jigurc, 
dan.t  une  raiaan  rotistunte . 

S.Ifl.  I.'csfwre  compris  dans  un  priiiiièlrL-  de  forme  i\ae\- 
coiiqut;  peut  iiVTc  cousitléré  couimc  composé  d'une  infinîtê 
de  paraUéloKraauneeiuJiniment  petits,  ayant  leurs  côtés  pa- 
rallèles A  deux  axes  fixcs.Lcs 

MTO„t  .-ii.v  ;,i,v,  ,),,,  ,,,.,.;,ll,'.|< 
seconde  figure,  dans  une  raii 
qiic  l 

.Si,  dans  1rs  diiix  fi^iin-\ 
homologues ,  leurs  aires  scri 
son  conslanie ,  qaelli-s  que  s 

Os  propriélés  dis  iinuios 
droilt'S  liomolosiïes  coïncide 
.|nc  celles  de  denv  figuies  d< 


de  ces  parallélogrammes 

constaiile.    On  en  conclul 

■   cons,\li-re  dciiA-   courbr> 
i-nlrv  viles  dons  une  fui- 


=  ,,l,i,|,U,  ,,u 


m  le, 


aUt.    Avaiil  iiri.s  .l.nv  .ï»U-nici  <Mi,-lmii.|iir,  .1 
i>iir>  ()\,  ()K  n  .u.'.).  .laiisli^s  ,t,;ts  llj:in. 
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vement,  soient 

AX  H-  BY  -h  I  =  o     et     A'X  -h  B'Y  -f-  i  =  o 

les  équations  de  deux  droites  de  la  première  figure,  et 
ax  -h  by  -i-  1=0,      a'x  ■+-  b'y  -h  i  =r  o 

celles  des  deux  droites  correspondantes  dans  la  seconde 
figure. 

Soient  X,  Y,  et  x,  y  les  coordonnées  de  deux  points 
correspondants  des  deux  figures;  les  distances  de  ces  deux 
points  à  deux  droites  correspondantes,  respectivement ,  sont 
entre  elles  dans  un  rapport  constant  (537)  -,  de  sorte  qu'on 
a  les  deux  équations 

AX-+-BY-+-  I  =^(^xH-  67-4-1), 
A'X-f-B'Y-h  I  =^{a'x-^b'y-^\); 

d'où  Ton  tire  pour  x  ei  j  des  expressions  de  la  forme 

x=z  t(aXH-6Y-h  i),      >-  =  ,y(a'X-+-Ç'Y-h  i). 

Ces  expressions  se  peuvent  déterminer  à  priori,  Soi(»nt 

aX -h  6  Y -h  1=0     et     a'X -f-Ç'YH- I  =0, 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent,  dans  la 
première  figure ,  aux  axes  ox,  oy  de  la  seconde;  les  dis- 
tances d'un  point  m  de  la  seconde  fiijure  aux  deux  axes  or, 
ox  sont  proportionnelles  aux  distances  du  point  correspon- 
dant, dans  la  première  figure,  aux  deux  droites  qui  corres- 
pondenl  à  ces  axes.  On  a  donc  les  deux  équations 

x=:«(aXH-6Y-hl),     j  =  (p(a'X-4-6'Y-hl) 

On  simplifie  ces  formules  en  prenant  pour  les  axes  OX, 
OY  les  droites  correspondantes  aux  deux  axes  o,r,  oy.  On 
a  alors 

.r  =  « .  X  ,      y    =z<f ,  Y . 


%' 
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§  VI.  —  Piopriéti-a  fv/alifcs  au  système  rie  ficux  figuretA 
homographiffiiffs  pf/tcrcf    d'une  tnani'èrc   quelconqx 
l'une  par  rapport  h  l'aittiv. 


hinnPBra|iliic|iie«. 

H4I  .    La  roarbc  lieu  lirir  points  d'i/ilrneclhn  îles  rodons  homt 

ingues  de  deux  faixcvaux  liamagntphliiur»  pasie  par  les  centres  d 

Constriicthm  des  tangcnCes'i  la  courlie  en  ces  point». 

Soient 0,0'{^^.  1 18)  lm-eii(resd»di.>iix  faisceaux;  Ont,  O' ta  J 
deux  rayons  homologueï.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  r\ 
(.-ontre  son  humologiio  O'n'  an  point  O';  Ap  sorte  (jue  la  courbe  1 
passe  par  ce  point. 

La  tangente?  h  \a  roitrbe  en  ce  [)oinl  est  prccî^L-mcot  le  rayon  ^ 
O'ii';  i-ar  si  l'on  conçoit  le  rayon  dn  premier  faisceau  Ou  infini- 
ment peu  incliné siir  00',  son  honinloyiie  O'u  seruinRniment  peu 
incliné  sur  O'il' ,  et  le  point  «>,  intersection  de  ees  deux  rayons 
homologues  Ou,  O'uiScra  le  puint  de  la  courbe  inrinimcnl  voisin  ■ 
du  point  0'.  La  droite  O'w,  ei,  A  lalimiie,  la  droite  U'a'icradoDC^ 
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tf45.  Il  résulte  de  là  que  l'équation  de  la  courbe,  exprimée 
dans  Tun  des  systèmes  de  coordonnées  du  chap.  XXIII,  sera  du 
second  degré. 

Réciproquement  :  Toute  équation  du  second  degré  représente 
une  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  homographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  représentée  par  Téquation 
da  second  degré,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, ayant  leurs  centres  en  deux  des  cinq  points,  et  l'équa- 
tion de  cette  courbe  sera  du  second  degré.  On  aura  donc  deux 
équations  représentant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq  points  ; 
ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coïncident ,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degré  différentes  ne  peuvent  avoir  plus  de 
quatre  points  d*intersection. 

Observation.  —  Si  le  système  de  coordonnées  est  celui  dans  lequel 
les  deux  coordonnées  d*un  point  sont  les  rapports  des  distances 
de  ce  point  à  trois  axes  fixes  (47i$),  on  en  conclut  que  la  courbe 
Heu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  est  le  lieu  d'an  point  dont  les  distances  à 
trois  axes  fixes  ont  entre  elles  une  relation  homogène  du  second 
degré. 

544.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homo- 
iogues  de  deux  faisceaux  homographiques  jouit  de  la  propriété 
que,  si  autour  de  deux  quelconques  de  ses  points  on  fait  tourner 

m 

deux  rayons  se  coupant  sur  la  courbe ,  ces  deux  rayons  décrivent 
deux  faisceaux  homog  '  aphiq ues . 

Cela  résulte  immédiatement  du  ihcorème  (  4iG),  relatif  à  l'hexa- 
gone. 

iS45.  Puisque  les  deux  rayons  Am ,  hni ,  qui  tournent  autour  de 
deux  points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques ,  les  quatre  rayons  menés  du  point  A  à 
quatre  points  de  la  courbe,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  rayons  menés  du  point  B  aux  quatre  mêmes 
points,  et  cetie égalité  a  lien  quel  que  soit  le  point  B;  de  là  résulte 
ce  théorème  : 
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première  courbe;  AC  et  BC  seront  deux  rayons  homologues,  et  la 
relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A/7i,  Bm  sera  de  la 
forme 

sin///AB        ^sin/irBA 


a 


"h^-T :^.=  l       (446). 


sin  m  AC  sin  m  BC 


Soient  pareillement  A',  B'  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs 
à  la  seconde  courbe;  A'C,  B'C  seront  deux  rayons  homologues 
fixes,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A'/w', 
B'  m'  sera 

,sinw'A'B'       ^  sin/w'B'A' 


sin /w' A'C  sin/??' B'C 

Le  point  m  étant  pris  arbitrairement  sur  la  première  courbe, 
on  peut  déterminer  un  point  ///'  de  la  seconde  ,  par  les  relations 

sinmAB         ,sin/«'A'B'  ^sin/wBA        ^,  sin /w' B' A' 

sin//iAC~"      sinw'A'C'         'sin/;/BC"~      sin/z/B'C' 

Car  les  rapports  de  segments  qui  déterminent  ce  point  m'  satis- 
font h  réqualion  de  la  seconde  courbe  ,  en  vertu  de  Téquation  de 
la  première.  Mais  ces  relations  établissent  que  les  deux  courbes 
sont  homographiques  (i>04).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

547.  Nous  verrons  (  569)  que  deux  figures  homographiques  peu- 
vent être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  Tune  de  l'autre; 
par  conséquent  : 

Deux  courbes,  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  rayons  homo.'ogues  de  deux  faisceaux  honiograp/iiqucSy  peuvent 
être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  Vautre; 
trois  points  de  la  première  devant  correspondre  à  trois  points  dési- 
gnés de  la  seconde. 

547  bis.  —  Les  rayons  menés  de  deux  points  fixes  d'un  cercle 
à  un  troisième  point  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
h(»mographiques ,  parce  que  les  angles  de  Tun  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  de  Tautie  ;  de  sorte  qu'un  cercle  est  une  des 
courbes  lieux  des  points  d'inlei-sertion  des  rayons  homologues  de 
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La  courba  lieu  <let  pointi  rViiiUnn-tion  des  rayiina  bomiilaguei 
Je  deux /attceaii e  homographiqui-i,  jouit  df  ta  propriété,  qne  Ut 
quatre  droites  menêet  de  quatre  palan  JLtc.1  de  la  coarbe ,  «  «• 
einqiiifmc  point  quelroHi/iie  de  la  courbe ,  ont  tim/iturf  te  niémr 
rapiiort  anhnrmanitiue. 

RicipBOQURMKTT  :  Étant  donnés  quatre  points  fixes  non  situés 
at  ligne  droite,  si  l'on  demande  If  lien  d'un  point  tel,  que  ki 
ifuatrr  droites  menées  des  quatre  pointi  fixes  h  er  /mint  vanabbt  J 
aient  leur  rapport  nnhunnonique  égal  à  une  quantité  ainsi 
le  lieu  de  ce  point  sera  lu  lii-u  drr  points  d'intersection  des  n 
homologuci  île  deux  /nisei-iiiix  hiimngmphiifues. 

En  trlTeC ,  sriienl  A ,  R ,  C ,  D  [fig.  i  no  ]  lc«  qiintre  points  fixn-  I 
lionne ,  v\  M  \'\»\  Ae%  points  qui  sntisFont  k  U  c^tieiltun  ;  (^«114-  \ 
dire  (jiie  les  quatre  droites  MA  ,  MB,  MC,  MD  ont  Irnr  rappoit  I 
anharmontqiio  rj^al  à  iini^  quontili:  drinniV  \.  Soiunt  m,  m'  let  f 
points  nù  IfS  deux  droites  CM  ,  UM  rcnconiimt  la  droite  BC;  I 
quatre  points  A  ,  B ,  nt ,  m'  uni  leur  rn|ipori  iinharmoiiiqiic  é^sil 
k\;  on  n  rlonr^ 


Cette  ('ipialion  pimivi.'  qiiu  It's  <lt'ii\  |)i>jtil^.  /</,  «/ loiiin-iii  tliii\ 
(tiviaioiis  h(niioj;riiphiq)iiSi  <]iiii<-  les  ilfi[\  ilr.iii.s  Ci'/,  !>'//'  fin- 
nu'nl  deux  faÎM-t'inix  luniiciyi-jpliiiiiiis.  €<.'  'juj  ili'iiumlic  le  lin  ori-iiio 


iHG.  Deux  courbes  thiu  c/uirn/ie  rst  le  Uni  dfx  p'iinls  dlntir- 
i,-ction  drs  rnyms  lwniol,>-i,.:s  de  dri,.ifiii:^ir<iii.r  liomnjirnphiqm.', 
pciiPi-nt  e'in-  rt/mii/rrè,  «  roiiiiiie  driix  fiiinre.f  ho'iif^riipliiqiirs  diim 
lesquelles  tniix  pninls  i/UiUmipiVs  de  l'rinr  if"  rrspni/dnmt  rr.<pec- 
livemrnli'i  trois  points  de  l'uKlrr. 

Soient  A,  B,  C(/r^'.  lar!  les  trois  points  do  la  promitTf  coiirl).' 
<[iii  doivent  crirri'SiKiruliv.mx  trois  points  A',  B',  C  de  la  scfoiulc. 
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première  courbe;  AC  et  BC  seront  deux  rayons  homologues,  et  la 
relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A/71 ,  Bm  sera  de  la 
forme 

$in/;iA6       ^sin/nBA  >..^v 

sm/nAC  smmBG 

Soient  pareillement  A',  B'  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs 
à  la  seconde  courbe;  A'C,  B'C  seront  deux  rayons  homologues 
fixes,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues  A! m' , 
W  m'  sera 

.sin/w'A'B'       ^.  sinw'B'A' 


a 


sin/w'A'C   '  ^  sin/^î'B'C       '* 


Le  point  m  étant  pris  arbitrairement  sur  la  première  courbe , 
on  peut  déterminer  un  point  m'  de  la  seconde ,  par  les  relations 

sinmAB         .sinw'A'B'         ^sin/wBA       ^,  sin/w'B'A' 
sin  mAC"      sin  w'  A'  C  '        '  sin  /;/  BC  ""      sin  ///  B' C  ' 

Car  les  rapports  de  segments  qui  déterminent  ce  point  /w'  satis- 
font à  Téquation  de  la  seconde  courbe ,  en  vertu  de  l'équation  de 
la  première.  Mais  ces  relations  établissent  que  les  deux  courbes 
sont  homographiques  (i>04).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

i$47.  Nous'verrons  (  tf69)  que  deux  figures  homographiques  peu- 
vent être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  Tune  de  l'autre; 
par  conséquent  : 

Deux  courbes  y  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'intersection 
des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques,  peuvent 
être  placées  dit  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  l'autre  ; 
trois  points  de  la  première  devant  correspondre  a  trois  points  dési- 
gnés de  la  seconde. 

1547  bis.  —  Les  rayons  menés  de  deux  points  fixes  d'im  cercle 
à  un  troisième  point  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
homographiques ,  parce  que  les  angles  de  Tim  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  de  Tautie  ;  de  sortt?  c|u'un  cercle  est  une  des 
courbes  lieux  des  points  d'interseï  tion  des  rayons  homologues  de 


StjtJ  TEAITÉ  DE  GltOMRTRiK  SUl'ÉRIEUHK. 

(Iciu  Taiftccnux  hDmogra)iliiquc».  Il  multc  donc  du  ilit-orèiiie  |ire< 

cL'dent  quv  : 

La  ciiurbe  Uni  dri  piiintt  d'intertectia/t  drs  rayoni  homolagutt 
de  dcax  faisceaux  homographi/ftiti,  peut  ronjoufs  Are  eansiiUr4t 
eiimmc  ta  itctlnii  plane  d'an  c6nea  base  ttrculnirti  c'ett-h-iUre  //toi 
celle  courbe  est  une  section  conie/ue. 

Autre  démonstration.  —  Concevons  une  droite  (]uelconc)ue  L 
qui  ne  renuonirc  pa»  la  cuiirbr;  et  soient  a,  a'  les  points  o{i 
deux  rayons  homologues  Km,  B//i  rencontrent  cette  droite.  C» 
points  tonnent  deii\  divisions  hoinogra]>hi(|U(.-s  dont  les  pointi 
doubles  sont  imsginaiiTS,  puisque  la  droite  ne  rencontre  pi 
coui'be  (S4a).  Donc  il  existe  deux  points  P  ei  P"  situés  de  part  et 
il'uutre  de  In  droite ,  d'où  l'on  voit  tous  les  segments  ,  tels  que  W, 
sous  des  angles  égaux  (i^i).  Conrevons  uo  rercle  décrit  sur  PP* 
conunc  diamèti'e,  dans  un  plan  pei-pendirulain;  :i  la  droite  L  ;  d'un 
|>oiut  quelconque  S  de  ce  ccitlc ,  on  verra  les  segments  aa'  sous 
des  angles  égaux.  Que  l'teil  reste  placé  en  ce  point  et  que  l'on  fasse 
la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle  au  plan  mené  \»t 
te  point  et  la  droite  L;  les  deux  rayons  Ao,  Ba'  auront  pour 
perspective  deux  droites  parallèles  aux  deux  S<r ,  Set',  et,  pnrcon^ 
•équent,  faisant  entre  elles  un  angle  de  grandeur  constante.  Dooç 
tes  deux  droites  <iiii  toiirnenl  aulniir  de  deii\  ]>oints  fi\es,  yr- 
spectivc  des  deux  A,  B,  se  lottpenl  sur  un  cerclv.  Donc,  la  pers]iei'- 
tive  de  la   courlie  en  <[uesti<ni  est   un  rerck'.   Ce  ipii  dinionlrc  le 


IH8.  Quand  deux  droiirs  L,  1/  Mmt  difis'U-f  /iomngiiip/ii./ii, 
ment  en  ileux  séries  di-  points  a,  b,  c,. ..  <-/  a',  li',  e',.. .  ifig.  1 22 1,  /. 
courbe  enveloppe  des  droites  aa',  bb',...,  i/ui  jnignftit,  deux  11  tliiu 
/es points  homologues ,  est  tangente  aux  deux  droites  1. ,  I,'. 

Tromvr  les  points  de  contiiet. 

Soit  A  le  point  d'intersection  des  deux  droites  L,  !.';  mnsiili 
roiis  ce  point  coruiiic  appartenant  à  hi  première  divisiim  ,  so[i  li< 


e  A-  dar 


..■■|ueri 


iil"' 
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Son  point  de  contact  est  le  point  A'.  En  erfety  si  le  point  a  est 
pris  infiniment  voisin  de  A ,  le  point  a'  est  infiniment  voisin  de  A', 
et  la  droite  aa'  est  la  tangente  à  la  courbe,  infiniment  voisine  de 
la  tangente  L'.  Le  pointa',  intei*section  de  ces  deux  tangentes, 
est  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles.  A  la  limite  où  a  coïncide 
avec  K^  a'  coïncide  avec  A'.  Donc  c'est  en  ce  point  A'  qu*a  lieu 
le  contact  de  la  droite  L^ 

549.  Par  un  point  on  peut  mener  ^  en  général^  deux  tangentes ^ 
réelles  ou  imaginai f  es ,  à  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  Joi- 
gnent deux  à  deujç  les  points  homologues  dt  deux  divisions  homo- 
graphiques. 

Trouver  ces  tleux  tangentes . 

Les  droites  menées  d*un  point  iX\e  aux  deux  séries  de  points 
a,  by  r,...  et  fl',  b\  c',...  des  deux  divisions,  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques ,  dont  les  rayons  doubles  sont  deux  tan- 
gentes à  la  courbe;  car  chacun  de  ces  rayons  passe  par  deux  points 
homologues  des  deux  divisions;  ce  qui  est  la  propriété  des  tan- 
gentes à  la  courbe. 

On  conclut  de  là  qu*on  ne  peut  mener  à  la  courbe,  par  un  point 
donné,  que  deux  tangentes,  lesquelles  se  détermineront  comme 
rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homographiques.  Ces  i ayons, 
et  par  conséquent  les  deux  tangentes,  pourront  être  imaginaires. 

tftfO.  Puisque  par  un  point  donne  on  ne  peut  mener  que  deux 
tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  à  la  courbe  enveloppe  des 
droites  qui  divisent  homographiquement  deux  droites  fixes,  on  en 
conclut  que  cette  courbe  est  de  deuxième  classe  (  491)  ;  et  que  son 
équation  exprimée  dans  le  système  des  coordonnées  d*une  droite 
est  du   second  degré ,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  équation   du 

second  degré  entre  les  rapports  des  segments    -^et  -r^ifig-  109) 

que  chaque  tangente  à  la  courbe  fait  sur  deux  axes  fixes  SA,  SB; 
ou  bien  qu'il  existe  une  relation  homogène  du  second  degré  entre 
les  distances  de  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  à  trois  points 
fixes  quelconques  S,  A,  B  (i9i5). 

RÉcipnoQiiF.MF.NT  :    L'équation   générale  du  second   degré  entre 
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r  lieux  axHiUct, 
rrprâtcnte  tii»;  courbe  dont  touirs  le»  tangentes  forment,  sur  deiu 
tangeDles  Axcst  deui  divUiuiM  hoino^ciiphiques. 

Lar  trois  Urtgi!ute>  et  les  deux  Ung«otes  fixes  dclerminent  une 
«lurbe  enveloppe  de  toutes  Irsdroices  (|ui  divismi  liarmooique- 
uienl  ces  deux  tangentes  fixe».  Celle  courbe  aura  une  «[uatiun  eu 
Berond  dt^re  (itSO)  ;  dune  on  aura  deux  courbes  reprt^^enh.'cs  runT 
et  rnntre  par  one  équation  du  srcond  dt^ré  et  aynnl  dnq  lan- 
génies  l'ommunes.  Donr  les  deux  eoiirbe*  coïncident,  parce  qut 
deux  cunrlies  de  secimde  classe  ne  peuvent  avoir  plus  de  qiulrr 
tangentes  froin  m  unes.  Donr,  ■.'!<-. 

Obien-ation.  —  Si  au  rapport  de  lir^ginenls  (m  sufasLÎlue  ponr 
ronrrlvnitt'i-t  d'une  droite  les  rapports  des  disiaoces  de  c«t[e  droite 
i)  trois  piiints  fixc-s  (  49:1  j,  on  en  conclut  i^ue  tit  rlroitrs  ifui  divuent 
hoiHographiqarmeiit  deux  draitrt  fixes ,  joahieitt  de  la  piitprt^, 
que  les  f/iitaneei  de  rhaciinv  ilf  rrt  droites  à  trait  point»  fixeâ  ont 
entre  rlles  ane  relation  linmogèiir  du  second  degrr. 

ItKl .   /ji  courbe  enveiappe  des  droites  qui  joignent  1(3 points  ha- 
mologueide  deux  dl»Utoni  komographiquei,  Jouit  de  la  propriété,     1 
qué  deux  queleonque*  de  trt  tangente»  font  dlvitéct  homograpkt'  " 
ijiieincnl  par  loiitcs  tes  aiilri-t . 

Cela  SI-  conrliit  sans  diniciillo  du  llicorùmej-HÔ)  relatif  à  six 
droites,  dont  quatre  divisent  luiiTioiirapliiqucmenlles  deux  autrc-s, 

aaa.  Il  suit  de  là  que  :  La  courbe  eiifi-lopp,-  dis  dmilcs  qui  joi- 
gnent ilcit-T  h  deiiT.  Ii:i  points  /lomologues  de  deux  dirifio/ls  honi"- 
graphiqiics ,  peut  être  cnnsidén'-e  comme  f'r/i'vloppc  d'une  dniiir 
mobilif  qui ,  dans  chacune  de  ses  positiom  ,  drlcrmiiie  sur  quatre 
droitifS  fixes  ,  quatre  points  ayniil  un  rapport  anliarnionique  ron- 

Rkcii-roquekkni'  ;  La  cnnrbe  enveloppe  d'une  droite  mobile  ■jui , 
dans  eharunc  de  ses  positions,  renetinlre  quatre  droites  fixes  en 
quatre  piiints  ayant  un  rapport  anliarnionique  constant,  peut  être 
considérée  eoniine  l'enveloppe  d'une  série  de  ilr:iiles  qui  dii-i\enl 
liomographiquenienl  deuj'  droites  fixes. 

Soient  *|ualrc  droires  fi\.'s  A  ,  B,  C,   I)  [fig.  i:'3)  ri'ncniiiivr-, 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  899 

par  une  cinquième  M  en  quatre  points  a,  by  c^  d.  Que  du  point 
d'intersection  O  des  deux  droites  A,  B,  on  mène  les  deux  Oc,  0</; 
les  quatre  droites  A,  B,  Oc,  0^ auront  leur  rapport  anharmo- 
nique  constant,  quelle  que  soit  la  droite  M,  parce  que  ce  rapport 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  d,  lequel  est  constant, 
par  hypotht-se  ;  on  aura  donc 

sin  aOc     sin  bOc 
sinaOd  '  sinbOd 

ou 

sin  a  Oc  ,  sïnaOil 

sin  60c  sin  60^' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  rayons  Oc,  O^  forment  deux  fais- 
ceaux homographiques  (i4.V.  Par  conséquent,  les  deux  points  c,  d 
forment  sur  les  deux  droites  fixes  C,  D  deux  divisions  homogra- 
phiques.  Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

M5.  Deux  courbes  dont  chacune  est  i 'enveloppe  des  droites  qui 
joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  y 
peuvent  être  considérées  comme  deux  figures  homographiques , 
dans  lesquelles  trois  tangentes  quelconques  de  l'une  correspondent 
h  trois  tangentes  désignées  dans  C  autre. 

En  effet,  soient  AB,  BC,  CA  les  trois  tangentes  de  la  première 
courbe,  et  A'B',  B'C,  C'A'  ccllt-s  de  la  seconde  courbe  qui  doi- 
vent leur  correspondre.  Une  quatrième  tangente  M  à  la  première 
courbe  rencontrera  les  deux  AC,  BC  en  deux  points  a,  b  qui  for- 
meront deux  divisions  liomographique»,  exprimées  par  la  relation 

^C       ^  6C  /.^. 

2 h  €tt;  =  »      '145. 

ak  b^ 

On  aura  de  même,  pour  la  seconde  courbe,  une  équation 

,«'C'        ,//C'_ 

Les  deux  tangentes  ab^  a  b'  aux  deux  courbes  respectivemenl , 
peuvent  élre  liées  par  les  relations 

^/C  .  a  CJ  ^  bC         ^.  b'C 


et      '/  T —  ~-  '' 


nK~~        /l'A'  bh   "        //B' 
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tar,  L-n  vci'tu  Hr  l'cqualion  ilc^la  première  courlie  ,  les  valeurs  <ln 
rupports  -7-^>  j— ,  iloiinccs  par  ces  équations,  satisfont  à  l'équa- 
tiiHi  de  ta  scainJt?.  Or  ires  relations  l'iablisïont  que  les  dcu\  droit» 
ait,  a  b'  enveloppent  deux  courbes  liomographiques  dans  les- 
i]iielles  les  trois  droites  A'H',  It'C,  C'A'  de  la  seconde  corrr»- 
pondenl  aux  trois  AB,  BC,  CA  de  la  première  (iJOi).  I,e  ilieorèiae 
est  donc  démontre. 

3IM.  Deux  6i;ure*  homogiaphiques  peuvent  être  placées  de 
nuniârc  ii  être  l.i  perspeetivc  Tiinc  de  l'antre  (Bflfl).  Donc 

l>tiue  eaurbrs  dont  chacune  eut  t'eni-clnppe  tics  tlroitrs  qui  jt>i- 
giteni  Ici  poiitti  homnlogutt  de  tlriLt  dMiions  hamographiifuet  jtfU' 
fent  tottjaun  ^tre  coafiiUtàet  comme  tlant  la  periprctivr,  l'mu  de 
l'aiure,  tie  mnnicrt  r/un  IroU  langcntcf  tic  la  preiulére  rorreipon- 
tirnr  respeciivcmcni  à  trait  tangentes  ilétignccs  tic  la  tecande. 

KJIK.  Les  tnaf^eiites  A  un  cercle  forment  sur  deux  Ungentcs 
fixes  deux  divisions  homograpliiques  [*)■  On  couclul  doDc,  du 
théorème  précédent ,  celui-ci  : 

La  courbe  fnvelop/'c  ilet  i/mitet  qui  Joignent  h-t  points  iiDmn- 
logutt  de  deux  tlmsions  homographlgiict  peut  Are  placée  sur  un 
c6ne  A  èaserlrculatre,  etett,  par  conéiiaent ,  nnesectitin  eanltfue. 

Autre  dêiiionitratifin.  —  Soient  n,  h,  <■,...  t^i  â',  h',  c',.  .  . 
{Jîg.  11^1  les  points  des  deux  divisions  f()rmêes  sur  deux  droites 
L,  V.  Deux  droites  telles  que  nfc'it  ii'  b  se  coupent  en  un  point 
dont  le  lii'u  est  une  liyne  droite  A  (108) ,  et  les  points  où  cetti- 
droile  rencontre  les  deuv  L,L'  sont  précisément  lesjioinls  de  con- 
larl  de  ces  deux  droiles  avec  la  courlie  (MB).  La  droite  A  ren- 
contre la  courbe  en  ces  deux  points;  de  sorte  qu'une  punie  de 
cette  droite  est  au  deliors  de  la  c<uii'be  et  l'autre  dans  son  inté- 
rieur. Prenons  sur  cette  droite  un  jmint  0  dana  l'intérieur  de  l:< 
etuirbe,  de  ninniérc  que  les  tangentes  que  l'on  voudrait  mener  par 


"A 
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I>oints  fi^  b,  Cy, . ,  et  a\  b'y  (/,  .  .  forment  deux  faisceaux  lio- 
mographiques ,  et  ces  deux  faisceaux  sont  en  involution ,  parce 
que,  si  l'on  considère  le  rayon  0/z  du  premier,  qui  a  pour  homo- 
logue dans  le  second  Oa'j  comme  appartenant  au  second  faisceau 
et  étant  Ob' y  son  homologue  O  b  y  dans  le  premier  faisceau ,  coïn- 
cide avec  Oa';  ce  qui  suffit  pour  que  les  deux  faisceaux  soient 
en  involution  (859).  Par  conséquent-,  les  intersections  des  deux 
faisceaux  par  une  même  transversale  seront  deux  divisions  ho- 
mographiques  en  involution.  Supposons  que  cette  transversale 
passe  par  le  point  A  intersection  des  deux  droites  L,  L',  et  par 
le  point  h  intersection  des  deux  droites  aa\  bb'\  et  soient  7,  7'  les 
points  où  elle  rencontre  deux  rayons  homologues  Oc,  Oc*  des 
deux  faisceaux.  Ce  sont  ces  deux  points  7,  7'  qui  forment  deux 
divisions  en  involution;  et  ces  deux  divisions  ont  leurs  points 
doubles  imaginaires,  parce  que  les  deux  rayons  doubles  des  deux 
faisceaux,  qui  seraient  les  deux  tangentes  à  la  courbe,  issues  du 
point  O  (549),  sont,  par  hypothèse,  imaginaires. 

Donc  il  existe  deux  points  P,  P',  situés  de  part  et  d'autre  de  la 
transversale,  de  chacun  desquels  on  voit  chaque  segment  77'  sous 
un  angle  droit  (1104).  Que  sur  PP',  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  transver- 
sale, «t  qu*en  prenant  pour  lieu  de  Toeil  un  [>oint  S  de  cette  cir  - 
conférence  on  fasse  la  perspective  de  la  figure  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  mené  par  le  point  S  et  la  transversale ,  on  aura  en  per- 
spective une  courbe  [fig.  1 2-5)  inscrite  dans  un  losange  (parallélo- 
gramme à  diagonales  rectangulaires) ,  dont  toutes  les  tangentes  ce' 
seront  vues,  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales,  sous 
des  angles  droits.  Or  on  sait  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Donc 
la  perspective  de  notre  courbe  est  un  cercle;  ce  qui  démontre  le 
théorème.  Donc ,  etc. 

556.  Il  résulte  d».*s  propositions  (547  his  et  5iî5j  que  la  courbe 
lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques ,  et  la  courbe  enveloppe  des  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
homographiques,  sont  identiques,  puisque  ces  deux  courbes  sont 
Ttine  et  l'autre  des  sections  du  cône  à  base  circulaire,  c'est-à-dire 

26 


402  TKAITlt  DE  GIÏOMi^TRIE  SUritRIEURE. 

(les  suetl'ins  ceniquen.  Mon»  aurions  pvii  de  mots  il  ajunter  jinar 
prtiuvrr  c|iic,  rpciprociuemcnl ,  toure  section  coniqus  peut  jiln 
consitlérvt:  coniine  éuni  toiii  à  la  fois  le  lien  des  puinu  cfinter- 
KCtion  des  rayons  ho<iii>la||;ues  de  deux  faisceaux  homograplù- 
ques,  et  l'envelojiptf  de»  droites  qui  diviseoi  homoj;rap)iiquemeiit 
deux  droites  fixes.  Mais  nous  voulons  éviter  d'aullci]i«r  \c\  sur  U 
théorie  des  sections  conîiiues ,  qui  doit  faire  le  sujet  d'une  êlntit 
spéciale  :  |)ar  cette  raison ,  nous  passuus  sous  silcnrr  diverses  pro^ 
priêtes  générales  de  ces  cutirbes,  (elles  que  telles  de  riiexajiOM 
inscrit  ou  cirrunsi-rit,  et  taule  in  tlicoric  des  pôles,  qui  we  pré- 
senteraient ici  d'elles-uièmes ,  comme  ronsnjucncFS  naturelles  et 
immédiates  de  nos  llicorics  du  rapport  anharmonique  et  de  l'fao- 
mo^rapliie,  suit  de  deux  séries  de  points,  soit  de  deux  fitisceaux. 

III.  Pn^iridlM  ntlnliri»  4  duul  %urH  boniusriijibiqiK'i. 

ilOT.  Qaellf  que  toil  la  position  de  denx  figures  homogmpMv 
e/utt ,  tnutes  li'.i  droite!  di:  l'une  qui  passent  par  un  même  paM; 
renconirrnt  respeclivrmvnt  tu  dfoitr»  homnlogues  dam  l'aian 
Jtgnrc,  en  des  points  sifiièi  sur  une  conique. 

Car  ces  droîtis  des  deux  tij:ttres  Tormenl  deux  faisceaux  hou^ 
grajtlitques  (  009  )  :  donc  elles  se  rencontrent  deux  k  deux  sur  hd^ 
conique  (K47  bis). 

B88.  Quelle  qiir  soil  In  prisilion  ilr  drii.r  Jiguri-s  Iwmngraplii- 
qnes  ,  si  l'on  joint  un  n  un  ,  rfs/icclivcmcnl ,  par  dis  drnilrs ,  des 
points  'le  la  preinièn:  sitiii-s  en  li^ne  'hnlii- ,  mix points  homainguo 
de  la  seconde,  tontes  ces  drnites  cni'i-tnppimnl  une  conique. 

Car  les  points  de  la  première  (l^urc  étant  en  lij;nc  droite  ,  leurs 
homologues  sont  sur  une  seconde  droite ,  et  les  deux  droites  sont 
divisi'es  homogripliiqueinent.  Donc  i  Jîliiî  ] ,  eic, 

880.  Dans  ili  n.i-  figaivs  hniiingriii/liiqiii.i  plioct  rl'nnc  niniiièir 
quelconque ,  les  points  de  la  pii-niiére  qui  Miti.ifiint  il  In  ronditinn 
que  lis  droites  qui  Us  joignent  ii  leurs  lioiiinlngitcs  rt  speelifs ,  dans 
la  seconde  figii'e ,  passent  toiili  s  par  un  même  point  donne,  snnl 

La  courbe  lieu  des  pniiits  en  qncslion  ne  peut  être  leneontrée 
par  une  droite  I.  <|U>n  di'uv  pninfs,   parti'  fjoe  cette  droite  ctani 
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considérée  comme  appartenant  à  la  première  figure,  les  droites 
qui  joindront  ses  différents  points  \  leurs  homologues  respeciifs 
envelopperont  une  conique  (5tftf)  à  laquelle  on  ne  pourra  mener 
que  deux  tangentes  par  le  point  donné;  de  sorte  qu'il  n'existe  sur 
la  droite  L  que  deux  points  qui,  étant  joints  à  leurs  homo- 
logues, donnent  deux  droites  passant  pai  le  point  donné.  Par 
conséquent,  cette  droite  ne  rencontre  la  courbe  en  question  qu'en 
deux  points ,  réels  ou  imaginaires;  par  suite ,  cette  courbe  est  du 
second  degré;  c'est  donc  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  (i$45),  ou  enfin 
une  conique  (847  6/5).  c.  q.  f.  n. 

560.  Dnns  deux  égares  homographiques  ^  les  droites  de  la  pre- 
mière figure  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rencontrer  leurs  ho- 
mologues respectives  en  des  points  situés  sur  une  droite  fixe  donnée  y 
sont  toutes  tangentes  h  une  même  section  conique. 

La  courbe  enveloppe  des  droites  en  question  n^admet  que  deux 
tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  issues  d'un  même  point.  En 
effet ,  les  droites  de  la  premièi-e  figure ,  issues  d*un  même  point  O , 
rencontrent  leurs  homologues  respectives  en  des  points  situés  sur 
une  conique  qui  ne  rencontre  la  droite  donnée  L  qu'en  deux 
points;  il  u^existe  donc  que  deux  droites  de  la  première  figure  pas- 
sant par  le  point  O,  qui  rencontrent  leurs  homologues  respectives 
sur  la  droite  L;  conséquemment  la  courbe  en  question  n'a  que 
deux  tangentes  issues  du  point  0.  II  s'ensuit  que  cette  courbe  est 
de  seconde  classe,  et,  par  conséquent,  l'enveloppe  des  droites 
qui  joignent  les  points  homologues  de  deux  divisions  homogra- 
phiques (i$l$0),  c'est-à-dire  une  conique  (iSiSiJ).      c.  Q.  F.  D. 

5S6i.  Deux  figures  homographiques  étant  placées  d'une  ma- 
nière quelconque ,  il  existe,  en  général ,  trois  points  qui,  consi- 
dérés comme  appartenant  h  la  première  figure ,  sont  eux-mêmes 
leurs  homologues  dans  la  seconde. 

Deux  de  ces  trois  points  peuvent  être  imaginaires^  mais  le  troi' 
sième  est  toujours  réel. 

En  effet,  considérons  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  ho- 
mologues autour  de  deux  points  O,  O'.  Leurs  rayons  homologues 
se  couperont  en  des  points  situés  sur  une  conique  passant  par  les 

2f>. 
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une  mima  Annie  X,  ijui  iToincidfni  avec  leur»  liuimilogties  respcc-   j 
tifs  II',  i',  c'.  Il  <st  i-vi(|pnt  (jn'un  quatrième  (loinl  (iuelroni|ut 
pristur  la  même  droilt!,  cnïmiJe  av«c  son  homologuer/',  puisque  1 
les  deux  wriw  di-  (quatre  i«»ims  ont  li-  même  rappurt  anharmv-  | 
nique  (K09). 

H  résulte  de  U  que  deux,  droites  liomi>l(^M<'«  ijuelcuiKjues  d 
les  deux  fi^urnt  «e  rmconlrt-nl  sur  b  droite  X.  Par  cunséi^uont  -, 
pour  i[ue  les  deux  fij^ures  soient  huttinluKiriues,  il  suHIt  que  les 
points  humulo^ues  auient  deux  â  deux  mr  îles  droites  concourantes 
enunmi-niepuiiil(Itl8). 

Soient  o ,  a'  deux  points  homolojjuei  ;  la  droite  aa'  rencontre   , 
l'axe  X  eiT  un  point  «  dstus  le(|uel  euinrident  deux  points  home* 
lognes,  cninine  il    vient   d'<^lrc  dit.    Par  conséquent,   les  deux 
droites  att   et  o'a  »uiit  deux   droites  hmnoio^nes  cotncidenles. 
Soient  pareillement  b,  b'  deux  autres  points  liomologuei,  et  <S  le  ^ 
point  o(i  la  droite  /'//  rencontre  l'axe  X;  les  deux  druiltsCb,  Çlf 
sont  deux  droites  honinlt^ues  eoineîdeiili-s.  1«  point  S,  inlersec- 
tian  des  deux  droites  Ao',  66',  est  nn.lieu  de  coincideDc«  de  deux  < 
points  homolo;;itcs;  car,  comme  apparienatit  A  la  première  figure, 
il  Mt  f'tDlWSêction  des  deux  droites  «a,  £8,  et  considéra  comoM  | 
dppBnenmt  k  la  seconde  figure,    il  est   l'intersection  des  ieut  ' 
droites  lioiTiiiliii;ues  n'a,  i'Ç.  I.e  point  S  jonhsaiit  ainsi,  de  mi" 
ijne  chacun  ili's  points  di-  lii  droite  X  ,  de  la  propriflL'  d'être 


c  de  doL 


I  que 


■   I'" 


>  l'un* 


très  termes,  la  droïd-  qni 
le  |MiLiitS.  Diinc  les  deux 


is  où  I.. 


Klloili 


d04.  (jui/'iil  drax- figures  .«•. 
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tfOtt.  Quand,  dans  deux  figures  homographiquesy  trois  drortcs  de 
/a  première,  passant  par  un  même  point,  coïncident  avec  leurs  ho" 
mologues  respectives,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  droites 
menées  par  ce  même  point ,  et  les  deux  figures  sont  homologiques. 

En  effet,  soient  SA,  SB,  SC  les  trois  droites  de  la  première  fi- 
gure passant  par  nn  même  point  S ,  qui  coïncident  avec  leurs  ho- 
mologues SA',  SB',  se  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrième 
droite  SD  coïncidera  évidemment  avec  son  homologue  SD',  puis- 
que les  deux  séries  de  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anhar- 
moDique(iSOO).  Ainsi  les  deux  figures  sont  telles,  que  leurs  points 
homologues  sont  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes  toutes  au 
même  point  S.  Il  faut  faire  voir  que  leurs  droites  homologues  se 
coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite  qui  sera  Taxe  d*homo- 
logie  des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a  leur  point  d'intersec- 
tion. Ce  point ,  considéré  comme  appartenant  à  la  première  droite , 
est  lui-même  son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  S. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point 
d*intersection  6,  considéré  conmie  appartenant  à  la  première,  est 
lui-même  son  homologue  sur  la  seconde.  Donc  la  droite  x6,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  première  figure,  est  elle-même 
son  homologue  dans  la  seconde  ;  et ,  puisque  deux  points  homo- 
logues sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  S,  on  en  con- 
clut que  tous  les  points  de  la  droite  a^  sont  eux-mêmes  leurs  ho- 
mologues. Il  s'ensuit  que  deux  droites  homologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  a6  aux  mêmes  points.  Ce  qu'il  fallait  prou- 
ver. Donc ,  etc. 

566.  Quand  deux  figures  sont  homolngiques,  si  l'on  fait  tourner 
l* une  d* elles  dans  son  plan,  autour  du  centre  d  homologie ,  après 
une  rotation  de  1 80  degrés  les  deux  figures  seront  encore  homolo- 
giqueSy  mais  avec  un  axe  d'homologic  différent. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorèuje  précédent. 

<567.  Deux  figures  homograpliiques  de  construction  générale 
peuvent  toujours  être  placées  de  manière  à  former  deux  figures  ho' 
mologiques. 


Ml  4 
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une  mùint-  <In>itt^  X,  (jtii  roinci<Uiil  nvit;  leur»  liomiilogiies  respec- 
tifs a',  b',  r'.  Il  fK  rviilpot  qu'un  qualrîéiDo  |ioiiil  i]aclci>niiue  4 
pris  sur  k  mi!-n>c  ilroile,  cu'inciile  avec  son  homalogiier/',  puis 
le*  deux  séries  de  (juaiiv  puinli  ont  k  mdcne  rappuri  Anhariuo- 
niqurfao»). 

tl  rc«ultc  dt  ta  que  deux  droite»  homulogufs  quelconque»  daa 
les  deux  fi^un»  vs  reiicunlrent  sur  l.i  ilroiir  X.  Par  ciHuét|umt< 
pour  que  les  deux  figures  snirnt  homolo(;iques,  il  suffic  que  Us 
pointshoniulo(;uessi)ieiildeu!iâdeuii  ïur  des  droim  concourantei 
en  un  même  |iuiiii  ((SIS). 

Soient  a ,  a'  deux  poinls  homolot'ues  -,  lu  droîle  aa'  rrncontte* 
l'axe  X  PII  un  point  a  dasï  le(]ueJ  coincident  deitx  point»  tu 
logiies.  cotnine  il  viept  irélre  dit.  Par  conséquenc ,  les  deuK. 
ili-niies  aa  e»  n'a  lont  dcim  droites  homologues  coincidenlts, 
Soient  pareille  ment  b,  b'  deux  uutres  points  homologues,  ei  C  le 
point  ofi  la  droite /*// rencontre  l'axe  Xi  les  de«x  droiitsCib,  Efi* 
sont  d'iiix  dniiles  hm»olo|'iies  coincidentti.  l.e  itoint  S,  interstc- 
tion  des  deux  droites  aa',  bb',  est  un  lieu  de  coincidence  de  dest 
points  homoio|pics  ;  car,  comme  appnrlenant  ii  la  preinière  figure, r 
il  Ht  l'inlerMctioT)  des  deux,  droites  na,  bt,  et  considéré  cpmnft 
Bppaitenmt  i  )t  serondc  fl};ure,   il  est   rtniersection  des  déni- 


ilru 


/■.,,  h'- 


ijiie  chacun  des  poinls  de 
lieu  de  coïncidence  de  dcii 
il  s'ensuit  <jne   toute  droiti 


ilSjon 
L-  X  ,  de  I 


I  propn 


ê  d  ■être  u 


Il  l.o 


très  termes,  la  dcoile  ijui  joint  deii-i  points  li 
le  point  S.  Donc  les  Aq\i\  lij^uivs  sont  lioniolo 
Oli-'^t-n-ation.  —  U-  UK-..iL'iiie  et  l;i  d.'iiicns 
au  cas  où  le  centre  d'Iioinolu^ic  S  cal  .'i  l'inliii]. 
SB4.  Quiintl  ilfux  figiiri-s  x„„i  l«molo-„ii„; 
func  d\-lk\  iiiuni,r,l<r  Viui-  ifh.motusii;  ik  i. 
ci/li'r  ilf  r/"ii'-riin  inti  plan  nirc  n-liii  ili-  l'iiu 
fis'"-'-'.,  il'iiis  Inir  iiiiiin-lli-  ijosilioit  r.liitk;- .  m 
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565.  Quand,  dans  deux  figures  homographiques,  trois  droites  de 
la  première,  passant  par  un  même  point ,  coïncident  avec  leurs  ho" 
mologues  respectives,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  droites 
menées  par  ce  même  point ,  et  les  deux  figures  sont  homologiques. 

En  effet,  soient  SA,  SB,  SC  les  trois  droites  de  la  première  fi- 
gure passant  par  un  même  point  S ,  qui  coïncident  avec  leurs  ho- 
mologues SA',  SB',  se  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrième 
droite  SD  coïncidera  évidemment  avec  son  homologue  SD',  puis- 
que les  deux  séries  de  quatre  droites  ont  le  même  rapport  anhar- 
momque(500).  Ainsi  les  deux  figures  sont  telles,  que  leurs  points 
homologues  sont  deux  à  deux  sur  des  droites  concourantes  toutes  au 
même  point  S.  Il  faut  faire  voir  que  leurs  droites  homologues  se 
coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite  qui  sera  Taxe  d*homo- 
logie  des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a  leur  point  d'intersec- 
tion. Ce  point ,  considéré  comme  appartenant  à  la  première  droite , 
est  lui-même  son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points 
homologues  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  S. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point 
d'intersection  6,  considéré  comme  appartenant  à  la  première,  est 
lui-même  son  homologue  sur  la  seconde.  Donc  la  droite  a6,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  première  figure,  est  elle-même 
son  homologue  dans  la  seconde  ;  et ,  puisque  deux  points  homo- 
logues sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le  point  S,  on  en  con- 
clut que  tous  les  points  de  la  droite  aS  sont  eux-mêmes  leurs  ho- 
mologues. Il  s'ensuit  que  deux  droites  homologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  aê  aux  mêmes  points.  Ce  qu'il  fallait  prou- 
ver. Donc,  etc. 

566.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  l'on  fait  tourner 
r une  d'elles  dans  son  plan ,  autour  du  centre  dhomologie ,  après 
une  rotation  de  1 80  degrés  les  deux  figures  seront  encore  homolo- 
giques,  mais  avec  un  nxe  d'homologic  différent. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

567.  Deux  figures  homographiques  de  construction  générale 
peuvent  toujours  être  placées  de  manière  à  former  deux  figures  ho" 
mologiques. 


i 
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PtoiiK  disuns  que  k-s  ilcux  li^iircs  sont  de  cunstrurtioii  gciii 
pour  exclure  le  cns  (lA  clic»  miraient  un  systùme  de  Jeux  tlroîM 
huntologues  uotncideni'»  ù  l'infini,  comme  nuits  l'.ivons  vu  (SS4). 
Ce  cas,  eu  re  qui  concerne  l«i  cjuestion  actuelle,  sera  traité  plu) 
)oin(ST3). 

Di'monsiivtion.  —  Qu'on  ilélermine  daus  la  première  figure  U 
droite  I  corres]>oniianle  à  l'inllni  de  la  K-condc ,  cl  dans  la  seconde 
la  droite  J'  correspond  un  te  à  l'infini  de  la  première  (tSOô).  Cunce- 
Tons  que  les  deux  figures  soient  plnct'es  de  manière  que  ces  deui 
droites  soient  [larall^leS' 

Un  point  quelconque  c  de  la  dioite  !  a  son  homola{;ue  dans 
la  seconde  figure  situé  à  l'infini  ;  par  conséquent,  toutes  les  droites 
passant  par  le  point  cont  lcur§  homologues  jurallÈles entre  elles, 
et  l'on  peut  ilétermintT  leur  direction.  Que  l'on  mène  par  le  point  r, 
dans  la  première  figure,  une  droite  E  parallèle  ii  cette  direction; 
etsoilE' la  droite  correspondante  dans  la  sei'ondefigure,  Les  deux 
dratles  K  et  R'  sont  parallèles  entre  elles. 

Par  un  autre  jtuint/'  de  lu  droite  I,  un  mènera  de  mâm«  une 
nutre  drail?  F  parallèle  S  son  honiotogne  F.  Soit  S  le  [wint  d'in- 
tenectiondes  deux  droites  E,  F,  et  S' celui  d^  deux  droites  E*^. 
V;  on  placera  h  seconde  figure,  de  manière  que  les  deux  poinla 
S,  S'  roïnddent,  ;iinsi  que  les  deux  droites  K,¥.'  et  les  deux  F, 
F'.  Alors  les  dcu*:  fiyurcii  smint  liomologiijtics,  cl  leur  centre 
d'Iiunudogie  sera  le  point  S. 

P.n  eflet,  l.i  dmltr  menée  par  le  puint  S  parnllèk'uient  aux  deux 
droites  I  et  J',  considi'réi-  comme  a|ijiiu'tenant  à  la  première  fi- 
gure, est  elle-iiJÙun'  si)n  lioinologue  dans  la  sciondefi[,'ure,  parce 
i|uc  deux  puïuls  hoinolo^jui's  conicidiiil  en  S,  et  ipie  le  point  siltu; 
;>  l'infini  sur  la  droite,  est  Ktissi  iNi-mèine  la  réunion  de  deux 
points  homol<ij;iu'S  dans  i''s  dt'ux  figures  (S05).  Itlais  les  deux 
droites  homcilogiU'S  K,  K'  (■(inii'idcnl,  cl  de  iiiènie  les  deux  V,  F'. 
Ponc,  d'ppri's  le  Ihéinvine  (aiîii),  les  deux  figures  sont  liomolo- 
piques.  c.   y.   f.   u. 

.■iutrrii„nt     Aptes   av.iir   -Iclemiiut   dans,   les  dent  figures   les 
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quelles  seront  homologues  (^Oo),  et  qu*on  prenne  sur  ces  droites 
deux  points  homologues  /;,  b' .  Puis,  que  Ton  détermine  les  deux 
droites  homologues  a  S,  a'  S'  qui  font  des  angles  égaux  avec  les  deux 
ab^  a'b'  respectivement (147);  et  sur  ces  deux  droites,  les  deux 

points  homologues  S,  S' tels,  que  le  rapport  -7—  soit  égal  à  —-r,  (*)  • 

Qu'on  superpose  les  deux  droites  ^S,  a'^'  en  faisant  coïncider 
les  points  S ,  S',  les  deux  figures  seront  homologiques. 

Si  Ton  veut  déterminer  directement  dans  chaque  figure  la  posi- 
tion de  la  droite  qui  devient  Taxe  d*homologie ,  on  cherche  sur  les 
droites  aS,  4' S'  les  points  homologues  a ,  a'  tels  ,  que  S  a  =r  S'a' 
•  fS7)   Ces  deux  points  appartiennent  aux  droites  cherchées. 

Ainsi  l'on  peut ,  sans  déplacer  les  figures ,  déterminer  dans  cha- 
cune le  point  et  la  droite  qui  deviennent  le  centre  et  Taxe  d'ho- 
mologic. 

568.  Remarque. —  Ces  deux  droites  homologues  qui,  superpo- 
sées, forment  Taxe  d'Iiomologie,  sont  divisées,  par  leurs  points 
homologues,  en  parties  égales.  Ainsi  se  trouve  démontrée  cette 
proposition  énoncée  précédemment  (i>05)  savoir  que  :  Dans  deux 
figures homographiques  [de  construction  générale)  il  existe  toujours 
deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues. 

Si  Ton  considère  les  deux  points  S,  S'  des  deux  figures  qui,  su- 
perposées, forment  le  centre  d'honiologie,  on  peut  dire  qu'/7  existe 
toujours  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  homologues  égaux 
et  superposables . 

tf69.  Deux  figures  homographiqucs  étant  rendues  homologiques, 
si  Ton  fait  tourner  Tune  d*elles  autour  de  Taxe  d*homologic ,  elles 
deviendront  en  perspective  (^18).  Ainsi  : 

Deux  figures  homographiqucs  de  construction  générale  peuvent 
toujours  être  placées  de  manière  à  être  la  perspective  l'une  de  Vautre, 


{*)  Soient  I  et  j'  les  points  où  les  deux  droites  a. S,  a'S'  rencontrent  les 
deii\  I  clJ'  re8|>ceti\einenl;  leb  deux  points  S,  S'  seront  dclei mines  p.ir  le» 

dcui  relations 

ai         a' }'  y .«, .  V  <tS  iih 

4 ^1      iiU^     et      -  —  ■-- 

a  o  rt   ,S         #1  w 
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S70.  Nuua  avun»  vu  (jul'  Jeux  ijiiadrilnlèi*»  dont  li-s  sonioiell 
SB  correspondent  Hfiix  à  deu\,  peuvent  iHre  runsjilèrùs  cotnim! 
«ppaiienant  à  <tctix (igures  hoiiiogr^pliitpics  («00);  jKir  ounsr^qitiiit, 
le  probli^me  qu«  nans  venons  de  résuiidre  rflattvement  à  deux  fi- 
gures hi>inoijru|)liî(|uea,  duU  «'entendre  de  deux  quadrilatères. 

Deux  t/uadrrlatèrai  ijueiconqaet  (fui  nr  lant  pas  tous  drux  liet 
paraUèle^rammirf),  dont  lei  lominrtf  te  tmrrttftoarlrnt  deux  h  deux, 
peuvent  toajaort  étie  plaçât,  dont  leur  jjlan  mmmun,  de  nianéèm  k 
tftrfhomûloglqiuiii  c'eM'à-dire.de  manièrf  <jtte  leur)  soniittets  soivnt 
dfitx  il  deux  sur  i/uat/f  droilet  vonroarantct  en  un  même  point,  et 
i/ue  Ifuri  cdtéi  /wmoiugues  se  coupent  deux  h  deux  en  quatre  point» 
en  ligne  droite. 

£i  le»  deux  quadrifatèn-j  pewent  tonjoun  tUre  plufét  de  ma- 
nière h  être  la  perspective  l'un  de  l'autre. 

TioM  disons  que  les  deux  quadrilatères  ne  doivent  pas  être  liius 
deuk  des  |iural]éto^'r unîmes,  parce  que  dans  l'c  L'as  ils  apjiartien- 
draieiit  A  deux  figures  liomoijr^phiqiies  de  construrlion  partiru- 
licrt*  dont  il  v.i  être  question  ci-dessoiis. 

ttTl,  Puisque  deux  (îgiires  per^»ertives  l'une  de  l'autre,  «mt 

deux  fi^'nres  liomoiîraphiijiies.  <•!  <]U['  rèclproiinement  dnix  fi^'m'e* 
liomoyra|ilii(jucs  peiiviTil  i'Ire  mises  en  perspective,  on  enronriut 
que  quand  on  Aitt  diverses  perspectives  A',  A",  etc.,  d'une  nième 
lii;(irr  A,  mit  des  plans  différents  et  avec  des  positions  de  l'œil  dif- 
férentes, deux  quelconques  de  ces  fijuiires  |ieiivent  èii-e  placées  en 
perspective. 


■  i"'y. 
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roDsdans  la  première  figure  un  cerde  ayant  le  point  O  pour  centre. 
Aux  points  de  ce  cercle  correspondront,  dans  la  seconde  figure, 
les  points  d*une  ellipse.  Cette  ellipse  aur(i  deux  df^ini-diamètres 
(y  a! y  (yb'  égaux  au  rayon  du  cercle.  On  cherchera  les  deux  points 
Oy  b  àvL  cercle  correspondants  aux  deux  points  a'^  b'  de  TelUpse. 
Les  deux  droites  O/i,  O' a'  satisferont  à  la  condition  demandée, 
savoir,  d'être  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues 
(855).  Il  en  est  de  racme  des  deux  droites  O^,  O' b' ,  Ainsi,  le 
théorème  est  démontré. 

Il  est  clair  que  les  droites  menées  par  deux  points  homologues 
quelconques  P,  P'  parallèlement,  soit  aux  deux  O^,  O'a',  res- 
pectivement, soit  aux  deux  O^,  O'  b\  seront  aussi  divisées  en  par- 
ties égales  (^36). 

Mais  il  faut  observer  que  les  deux  demi- diamètres  O' a' yOf  b' 
de  l'ellipse  peuvent  être  imaginaires ,  et  alors  les  deux  systèmes  de 
droites  divisées  en  parties  égales  n^existent  pas. 

1575.  Étant  tlonnées  deux  figures  hoinagraphiques  dans  les- 
€/uelles  deux  droites  homologues  coïncident  à  l* infini  ^  placer  ces 
deux  figures  de  manière  qu'' elles  soient  /lomologiques. 

Soient  O ,  O'  deux  points  homologues ,  on  cherchera  les  deux 
droites  0«r,  O^  auxquelles  correspondent  deiw  droites  O'/i',  O'^' 
telles,  que  les  deux  Oa,  O' a'  soient  divisées  en  parties  égales  par 
leurs  points  homologues,  ainsi  que  les  deux  O^,  O'  y.  On  fera  coïn- 
cider les  deux  droites  Oo,  O' a';  et,  dans  celte  position,  les  deux 
figures  satisferont  à  la  question  ;  c'est-à-dire  que  toutes  les  droites 
qui  joindront  les  points  de  la  ])reniière  à  leurs  homologues  respec- 
tifs concourront  en  un  mcme  point,  lequel  sera  situé  à  Tintini. 
Cela  résulte  du  théorème  (oG3). 

Si  Ton  veut  déterminer  à  priori  la  direction  de  ces  droites  pa- 
rallèles, il  suffit  de  chercher  les  deux  droites  homologues  qui, 
menées  par  les  deux  points  O,  O',  font  des  angles  égaux  avec  les 
deux  Ofl,0'/ï' (147). 

Ce  que  nous  disons  des  deux  droites  On ,  (Y a'  doit  s'entendre 
des  deux  O^,  O'^';  de  sorte  que  la  question  admet,  en  général, 
deux  solutions;  lesquelles  peuvent  être  imaginaires. 

574.  Quand  deux  ligures  honiologiques  onl  leur  centre  d'ho- 
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indlugic  fi  l'infitii,  h  l'on  l'ait  tourner  l'une  d'elles  atitOL 
(l'Iiomalojjie,  les  droiln  qui  joignent  ats  iioinU  aun  [loinls  liomo- 
l(i|juv>  de  la  lij^iire  fixe  rMreniul  toutes  parallèles  rntr«  clin.  Cat 
dcuxdruitm  aa',  bit'  {Jîg.  i3(>j  qui  jm^^iienl  deux  [Kiinlsde  Is  pre- 
mière fitjurc  A  Iciii's  Itnninlugucs  étant  pamlliïies,  le»  deux  triangle» 
Ofa',  byb'  ont  Kiir»  eôiéa  proportionnels,  et,  cuns^quemmenl, 
quand  la  drtiiti"  711'/*'  ttiurnu  uiitoiir  lir  l'axe  d'iiomolngie  7X  el 
prend  la  position  -jab"  dans  l'espai-e,  les  deux  triangles  aya", 
hyb"  sdiil  aeudiUbie»,  el  leurs  eoics  oa",  bb"  sont  paralliikt. 
Duns  cttlte  pusitiuii ,  les  deux  ft^nres  simt  la  projection  l'une  de 
l'autre- 

B70.  Quand  deux  figures  homojjrupKiqiies  ont  deux  dru 
Immalogues il  l'infini,  nn  piiriillclogramme  dans  l'une»  pour  k 
molognc  un  parallélogramme  lUns  l'autre  (S3i).  Ln  question  f 
eèdenie  compreail  doue  la  solution  de  celle -ri  : 

Étant  donnés  deux  paralMogrammi\i ,   /«  //lare 
i/ur  l'an  sait  la  projection  df  l'autre. 

Cela  pourra  n'i^trc  pas  possible  [K7S);  nois  b  ifiiestion  suivaDd 
sera  toujours  l'étioliible  : 

ÉUM  donnét  deux  parvllétognimmei ,  en  pnjirter  un  s 
/ilnn,  lie  manière  que  >a  projection  soit  semblable  A  l'antre. 


Au  lie 


les  dei 


11  pcnl  I 


isîdci 


liimiolDjjni's  iTi 

an.'l.és  par  de., 
problème  : 

iltiij:  Iriiing/i.'. , 
/..',;l>l-i/:/c  ,111  s, 

■>,„/. 

lak'i 
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CHAPITRE  XXVI. 

TIlÉOniE    DES    FIGLRES    COnnÉLATlVES. 


§  I. — Définition  et  construction  des  figures  corrélati\^es. 

I. 

576.  J'appelle  figures  corrélatives  deux  figures  dans  les- 
quelles à  des  points  de  Tune  correspondent  des  droites  dans 
l'autre,  de  manière  qu'à  des  points  en  ligne  droite,  cor- 
respondent des  droites  passant  par  un  même  point,  avec 
cette  condition,  que  le  rapport  anharnionique  de  quatre 
points  soit  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes. 

Puisque,  à  des  points  situés  en  ligna  droite  dans  la  pre- 
mière figure,  correspondent  des  droites  passant  par  un 
même  point  dans  la  seconde,  ce  point  correspond  à  la 
droite,  lieu  des  points  de  la  première  figure.  De  sorte  qu'on 
peut  dire  que  les  deux  figures  sont  telles ,  qu'à  un  point  et 
à  une  droite  dans  Tune,  correspondent,  respectivement, 
une  droite  et  un  point  dans  Tautre. 

577.  Les  figures  supplémentaires  tracées  sur  la  sphère 
ont  des  relations  de  construction  analogues  à  celles  des 
figures  corrélaliv^es;  car  à  un  point  de  Tune  correspond 
un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre ,  de  manière  qu*à  des 
points  situés  sur  un  arc  de  grand  cercle  correspondent  des 
arcs  de  grands  cercles  passant  par  un  même  point;  et  le 
rapport  anliarmonique  de  quatre  de  ces  points  est  égal  à 
relui  des  quatre  arcs  de  grands    cercles    correspondants. 

Avec  ces  figures  sphériques  on  forme  immédiatement  des 
figures  planes  corrélati\'(\s-  car  il  siiflit  de  faire  2)asser  par 
deux  figures  supplémentaires  deux  cônes  ayant  pour  sommet 
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coiumiiii  II-  rtriiln^  ilti  In  ïplicrc  ;  Ira  scciiriiis  des  deux  cûnet 
])nr  lin  plan,  ou  par  Unix  [ilan^  dilli-ieiKH,  sont,  «vident- 
mc^t,  deux  figure»  corrélatives. 

II.  ConMrurlinn  ilca  flf;iir«A rurrélativK. 

?>78.  Êiu'il  pris  un  in'anglf  MiC  (fi^.  lay)  dans  fc plan 
d'une Jigurr,  .«',  de  ses  deux  nomniets  A,  U,  0«  mène  à 
chaque  point  m  de  fa  figure  hs  tîroites  Am,  Rm  qui  for- 
ment sur  les  ciUcs  opposés  h'S  deux  rapports  fie  segments 

Tf-.'  -f:î  l'"'^,  que  l'on  tléli-rtnine  sur  les  côtés  A'C,  B'C 

d'wt  second  triangle  quelconque  K' W C.\  deux  points  a',b' 
formant  deux  rapports  de  segmenls  tels,  que  l'on  ait  1rs 
relations 


'"  aC~     n'A''      /.C.-''Fb''  . 

X  et  (i  étant  detix  constantes;  I 

La  droite  a'b'  appartiendra  à  une  figure  corrélative  Jol  1 
la  proposer .  et  correspondra  ,  dans  cette  figure ,  au  point 
m  de  la  premii-rv. 

Pi-morntruti'iii.  —  Il  s'agit  i\c  pinuvor,  i"  que  quand 
des  (H)iiits  ru  som  en  ligiiL-  droiir,  les  droîlcs  rom-spoii- 
danU's«'/i'  passent  par  un  mime  poinl  ;  2"  quo  quand  di's 
(iroù<\'î  passent  par  un  nu'nic  piiîiil.  ilaiis  la  piemièrc 
ligure,  les  points  auxquels  cUi's  donnent  lieu,  dans  la  se- 
tonilt;,  sont  situes  eu  ligne  droite  ;  lî"  qui^  quatre  points  tu 
ligne  droite,  dans  la  pcciuière  ligure,  "Ui  leur  rajiport  aii- 


liai'niouiqueégah'i  eelui  des  quatre  droi les  1 
et  4"  ridiu  ,  que  quatre  droites  passant  pai 
ilaiis  la  première  figure,  ont  leur  i'a|i])c>i 


t\  à  eelui  des  ijuatrc  point' 
i",    Ouand   des   points    m 


e  poiul 


r  eorrespon 
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entre  les  deux  rapports  — -?  -r^?  la  relation  du  premier 

'*  a\    ba  * 

degré 

On  a  donc  entre  les  deux  rapports  -7—7  et  jj—,  la  relation 

équation  qui  prouve  que  la  droite  o'h'  passe  par  un  point 
fixe  (442). 

2**.  Une  droite  L  étant  donnée,  dans  la  première  figure, 
le  point  l\  qui  lui  correspond  dans  la  seconde,  est  le  point 
par  lequel  passent  les  droites  correspondantes  aux  points 
de  la  droite  L. 

Donc  quand  plusieurs  droites  L  passent  par  un  même 
point,  les  points  qui  leur  correspondent  se  trouvent  sur  une 
même  droite,  laquelle  est  la  droite  correspondante  à  ce 
point. 

3**.  Quand  quatre  points  m  sont  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  droites 
qui  leur  correspondent.  En  effet,  les  quatre  points  m  étant 
en  ligne  droite ,  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui 
des  quatre  points  a-^  or,  d'après  la  première  des  rela- 
tions (i),  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a'; 
mais  ce  dernier  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  a' b\  puis- 
qu'elles passent  par  un  même  point.  Donc ,  etc. 

4*^.  Quatre  droites  L  de  la  première  figure,  passant  par 
un  même  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde. 
En  effet,  les  quatre  droites  ont  leur  rapport  anharmonique 
égala  celui  des  quatre  points  a  où  elles  rencontrent  le  côté 
AC;  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatn^  points  a\  lequel  est 
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é^n\  À  i-i-liii  lU-s  (|iiaU'c   jininls  /'   cjiit   corres|ioiiilrnt  aux 
([Uatrti  droites.  Doue,  l'Ur. 

Ainsi  U  proposition  cm  démoiiim'  (iaiis  loutcA  ses  par- 

OhseiviUions.  —  Au  point  a  de  la  première  figure,  cor- 
nupoDd,  dniw  la  soconde,  la  dioiie  Wa'.  Cela  résulte  des 
équations  (i);rar  si  le  point  »i  est  rn  n  siirAC,  on  a  ^>C^o, , 
et,  par  conséquenl,  i'B'^o,  de  sorie  qur  la  droite  a'i' 
passe  par  le  point  II',  Pai-eillemenl,  au  point  h  rorrespoudi 
la  droite  \'b'.  Par  conséquent,  à  la  Armie  ah  correspond'* 
le  point  /'  intursectioii  des  deux  druiles  li'«',  A'i'.  , 

Il  s'ensuit  que ,  aux  deux  droites  A  /',  B«  i'orre»pondei]t< 
les  deux  points  /l't-t  ii'\  et  l'on  en  conclut  que,  aux  troia' 
droites  AC,  RC  et  Alï,  oorroBpondenI  les  trois  points  fi', 
A' et  C;  et,  par  conséquent ,  qu'aux  trois  points  A,  li,  C 
corrcspoiuienlles  trois  droites  K'C,  A'C,  A'B', 

Puisque,  à  la  droite  ah  correspond  le  point  /',  nous  pou- 


vons dire 


ladre 


3  première  Ggure,  cor» 
respond  à  un  point  de  la  seconde ,  se  oonstniit  par  les  ëqui- 


e  qui, 


»(■) 


(l'est  à-dire  (]ue  la  dioile  corrélative  d'un  point  st:  con- 
stiiiit  par  dos  forjnuIessemLlahles,  et  avec  les  mêmes  coefli- 
cients,  dans  les  deux  fîqnres. 


579.    yf  tou:t  les  points  firmes  à  i'uijini ,  ilaii^ 
tleiix  Jii^iircs,   corrrsfioiitlciil   ilis   ilroiii-s  ji(t\siii 


F-ii  d'auti'es  lenni-s,  à  Viiifnii,  iliins  iiiiv  JigiiiT. 
poDii  ICI  /loin'  tliiiif  I  aiilrtt  fif;iiiv. 


^ 
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A/n ,  Bm  sont  parallèles ,  et  Ton  a 


et,  par  suite, 


équation  qui  prouve  que  la  droite  a'b'^  correspondante  au 
point  m  situé  à  Tinfini,  passe  par  un  point  fixe  (442). 
Donc ,  etc. 

880.  Aux  points  situés  sur  la  base  AB  dans  la  première 
figure,  correspondent  des  droites  passant  par  le  point  C, 
dans  la  seconde  figure.  Ainsi  ^  à  un  point  g  (fig*  128)  cor- 
respond une  droite  Cg*'^  et  réciproquement,  au  point  g*  de 
la  seconde  figure ,  correspond  la  droite  C^  dans  la  première. 
n  existe  entre  les  deux  points  g^  g'^  la  relation 

gB  IL  g' A'' 

En  effet,  à  un  point  m  situé  sur  la  droite  Cg  corres- 
pond une  droite  a'b^  qui  passe  par  le  point  g'^  puisque 
celui-ci  correspond  à  la  droite  Cg, 

Les  trois  droites  qui  passent  par  le  point  m,  dans  le 
triangle  ABC ,  donnent  la  relation 

^A  aC  bB 

iB^bC  =  -'     (^^^^' 

qui  devient,  en  vertu  des  équations  (i) , 

£A  J[fl^A^     b'a  _ 

gh'  \a'C  '^b'W~        '" 

Mais  les  trois  points  g\  a\  V  étant  en  ligne  droite,  on  a, 
dans  le  triangle  A'B'C, 


S!M  a'O:  b'B'  _ 
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Dciii.' 

gBg'B-  ï  '  gR  ji.g'A' 


581.  Les  deux  ronslanles  X  et  p  scruitt  dvlerminérs  sî 
l'on  donuD,  ilans  la  seconde  6gure,  la  droite  ou  iv  poini 
qui  doivi-ul  rt>iT(!S{>om!ro  k  an  [hhni  ou  une  dioiie  de  la 
première  ligui-C.  (lula  est  évidcnl. 

Il  s'ensuit  i|uu  la  proposition  (578)  impli({uc  le  mode  de 
l'onHti'uclioQ  des  figures  corrélatives  daiiH  les  deux  cas  où 
Ton  duiinu,  djtis  la  iigure  que  l'on  veut  former,  les  quatre 
points  qui  doivvnt  corres[>oiidre  à  quatre  droites  de  la  (h-o- 
posée ,  ou  trois  points  et  une  droîlc  devant  correspondre  à 
trois  droites  et  il  un  point  de  la  figure  proposi^e. 

m.  Di»ctis*i(in  relative  aux  rqnations  (i). 

583.  Le  ino<lc  de  conslruclion  précédcut  des  figures  u>r- 
rélatives  repose  sur  la  considcration  des  deux  triangles 
ABC,  A'B'Cqui  appartiennent,  respectivement,  aux  deux 

liguri's,  f't  (inril  Ir.f  soinnu'ls  'îc  l'un  coi  rt'spcindenl  aux 
rùtés  de  l'autre.  On  prend  pour  les  sommets  de  l'un  des 
triangles  Irois  points  quelconques  de  la  figure  à  laquelle  il 
appartient.  On  peut  choisir  ces  points  de  manière  que, 
dans  chacun  des  deux  triangles,  un  sommet  ou  un  coté  soil 
à  l'infini  ;  ce  qui  donne  lieu  à  plusieurs  cas,  dans  lesquels 
un  ou  plusieurs  segments  disparaissent  dos  équations. 
i".  Si  le  point  ('  est  à  l'infini ,  les  équations  drviennnni 


Alors  ta  base  A'Ii'  dans  la  seconde  figure  passe  par  le  point 

qui,  dans  cette  figure,  correspond  à  l'infini  de  la  première. 

a".    1,0  point  C'('orrrs|)ond  à  la  droite  AH  de  lu  première 

ligiire;  si  oetlc  droite  passe  par  le  point  auquel  coriespond 
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Finfini  de  la  seconde  figure,  le  point  C  sera  à  rinfinî,  rt 
les  équations  seront 

3^.  Si  les  deux  points  A  ,  B  sont  à  Tiniini,  les  équations 
deviennent 

JL— \fl£'      -L-    ^ 

flC~"    a' A''     ^C"~^6'B' 

Le  point  C^  est  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  première. 

4*^.  Si  le  point  C  est  lui-même  le  point  de  la  première 
figure  correspondant  à  Tinfini  de  la  seconde,  A'B'  sera  a 
Finfini ,  et  les  équations  deviennent 

^  =  >.«'€',     ^  =  H*'C'. 

5^.  Le  point  C  peut  être  à  Finfini ,  ainsi  que  la  base 
Â'B'.  On  a  alors 

Ces  différentes  formules  s'appliquent  à  deux  figures  cor- 
rélatives quelconques. 

583.  Dans   les    équations   (i) ,  on  peut  remplacer  un 

rapport  de  deux  segments  par  un  rapport  de  sinus;  par 

.       ,                     nK            1                      sinaBA 
exemple,  le  rapport  —    par  Je  rapport  -: —  >  comme 

nous  Favons  vu  au  sujet  des  figures  homograpliîqnes  (504). 
n  s'ensuit  que  Fon  peut  supposer  la  droite  AC  à  Fînfini  ; 
et  de  même  de  BC  et  des  deux  droites  A'C/,  IV (^  de  la  se- 
conde figure. 

IV.  Cas  particulier. 

584.  Si  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 
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l'iiiliiii  tic  la  première  vst  lui-même  à  l'infini,  on  peni 
prendre  ce  point  poui'  le  soiamcl  C  (Jig-  lu^j^abascA^ 
da  premier  triangle  sera  à  l'iiiSni,  et  l'on  anra 

aC  =  ~ii'A',      6C  =  -6'B'. 

Considérons  U  première  relalîou,  et  remplaçons-y  le  âeg- 
raeni  aC  par  la  distance  du  point  m  à  l'axe  CB,  on  aura 

ce  tjui  exprime  que  : 

Quand  le  foinl  de  la  seconde  figure  qui  torrespond  à: 
t'infini  de  ta  première  est  lui-même  à  l'infini,  si  l'on  prend- 
dans  la  seconde  figure  un  axa  dirige  vers  ce  point  à  /Va- 
fiai,  el  sur  cet  'axe  un  point  fixe-  A',  pais,  dans  la  pnf- 
mière  figure  la  droite  CB  correspondante  à  ce  point  h!. 

Le  segment  k'a'  tfu'une  droite  quelconque  de  la  seconde 
figure  J'ail  sur  l'axe,  à  partir  du  point  A',  est  à  la  distance 
du  point  correspondant,  dans  la  prenuère  figure,  à  la 
droite  fixe  CB  correspondante  au  point  A',  dans  une  roK 
son  coristanif. 

§  IL  —  Développements  relatifs  aux  pi  opriélés  métriques 
des  figures  corré/atit'es.  —  JVouvelle  définition  de  ces 
figures. 

1. 

585.  La  propriété  fondamentale,  de  laquelle  dérivent 
toutes  les  relations  métriques  de  deux  figures  corrélatives, 
est  celle  que  nous  avons  énoncée  dans  la  définition  de  ces 
figures,  savoir,  que  quatre  points  en  ligne  droite ,  dans 
une  figure,  ont  leur  rapport  anhannonique  égal  à  celui 
des  quatre  droites  torrélatives . 

«11  résulte  de  là  que,  quand  des  points  sont  en  ligne  droite, 
dans  une  figure,  les  droiles  qui  leur  corirspo/tdent  dans 
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r  autre  figure  rencontrent  cette  droite  en  des  points  qui  for- 
tnent  y  avec  les  premiers  y  deux  divisions  homo graphiques, 

586.  D'où  Ton  conclut  que  : 

Sur  une  droite  y  il  y  a,  en  général,  deux  points  [réels  ou 
imaginaires)  tels,  que  leurs  droùes  corrélatives  passent  par 
ces  points  eux-mêmeSy  respectivement. 

Et,  par  un  point,  on  peut  mener,  en  général,  deux 
droites  [réelles  ou  imaginaires)  passant  par  leurs  points 
corrélatifs  respectifs, 

887.  Considérons  quatre  points  en  ligne  droite  a,  &, 
c^  m  dans  la  première  figure,  et  les  quatre  droites  corres- 
pondantes A,  B,  C,  M  dans  la  seconde^  on  aura 

am  ^  ac sin  (A,  M)    5in(A,  C) 

ÏOT'?c""sin(B,  M)*sin(B,  C)' 
ou 

am sin  (A,  M)    [  ûc    sin(A,  C)"| 

hm  ""  sin(B,  M)  *  \jc  '  sin(B,C)J' 

La  quantité  entre  parenthèses  est  constante,  quel  que  soii 
le  point  m  ;  écrivons  donc 

am  sin  (  A ,  M  ) 

bm  sin  (  B ,  M  ) 

Si  Ton  conçoit  dans  la  première  figure  une  droite  passant 
par  le  point  m,  le  point  corrélatif  dans  la  seconde  figure 

sera  sur  la  droite  M ,  et    .   \^\J.   sera  le  rapport  des  dis- 

'        sin(B,Mj  '^^ 

tances  de  ce  point  aux  deux  droites  fixes  A ,  B.  L'équation 

exprime  donc  que  : 

Étant  pris  deux  points  fixes  a,  b  dans  une  figure j  et 
les  deux  droites  correspondantes  A ,  B  dans  la  figure  cor^ 
relative,  le  rapport  des  segments  faits  par  une  droite  quel- 
conque  de  la  première  figure  sur  ab,  sera  au  rapport  des 
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distances  du  point  ijui  correspond  A  cette  droite,  aux  n 
droites  A,  K,  dans  une  raison  constante. 

588.  Le  rapport  des  SEgmt'nis  faits  sur  ab  par  uiip  droite 
esl  t^gal  au  rapport  des  distances  de  cette  droite  aux  dcuï 
points  a^b.  De  sorte  qu'on  peut  dire  que  : 

Étant  pris  deux  points  fixes  dans  unejigum,  et  tes  deux 
droites  correspondantes  dans  la  figure  corrvlatiire,  le  rap- 
port des  dislances  d'une  droite  queicottque  de  la  première 
Jiguiv,  à  ces  deux  points,  sera  au  rapport  des  distances  du 
point  correspondant  de  la  secondefigure,  aux  deux  droites 
fixes,  dans  une  raison  constante. 

589.  Daus  ce  théorème,  l'une  des  deux  droites  fixes  jieut 
ttlrf.  à  l'infini ,  rt  la  distance  d'un  point  à  cette  droite  dis- 
paraît de  l'équation  comme  si  elle  devenait  égale  à  l'unité, 
ainsi  ijne  nous  l'avons  vu  souvent.  [1  en  résulte  que  ; 

Étant  données  deux  figures  corrélatives,  la  distance 
d'un  point  tjuelcongue  de  l'une  à  une  droite Jîxct  est  au 
rapport  des  distances  de  la  droite  correspondante  dans 
l'autre,  aux  deux  points  fixes  dont  Fun  correspond  à  la 
droite  fixe,  --.t  Vaitirr-  à  /'iii/irii  de  hi  prcmii-rf  figun-,  diins 


une  raison  constante. 


590.  Dans  le  tliéorème  (588),  on  peut  supposer  le  point  A 
à  l'inlini,  le  segment  hin  disj>araitra,  et  le  premier  membre 
de  l'équation  sera  simplement  ani.  Donc  : 

Quand  deux  figures  sont  corrcialifes,  le  segment  qu'une 
diwte  quelcoïKjue  de  la  première  fait  sur  un  axe  à  partir 
d'un  point  Jure,  est  au  rapport  des  distances  du  point 
qui  correspond  à  cette  droite  dans  la  seconde  figure,  aitx 
deux  droites  correspondantes  au  point  fixe  et  au  point 
situé  à  l'infini  sur  l'axe  de  la  première  figure,  dans  une 
raison  constante. 

591 .  On  peut  prendre  pour  le  point  fixe  de  la  première 
figure  le  point  qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  la 
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distance  d^un  point  de  la  seconde  figure  à  cette  droite  située 
à  l'infini  disparait  de  Téquation,  et  Ton  a  ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  corrélatii^eSy  étant  pris  le  point  I  ile 
la  première  qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  et 
étant  mené  par  ce  point  un  axe  fixe,  puis  étant  pris,  dans 
la  seconde,  la  droite  qui  correspond  au  point  de  la  pre^ 
tnière  situé  à  Vinfini  sur  cet  axe,  le  segment  quune  droite 
quelconque  de  la  première  figure  fera  sur  l'axe  fixe  à 
partir  du  point  I,  sem  à  la  valeur  ins^erse  de  la  distance 
du  point  correspondant,  dans  la  seconde  figure,  à  la 
droite  fixe  correspondante  à  Vinfini  de  Vaxe  jixe,  dans 
une  raison  constante, 

II.  Nouvelle  définition  des  figures  corrélatives. 

592.  D'après  le  théorème  (588),  on  peut  donner  cette 
définition  des  figures  corrélatives  : 

U  on  appelle  figures  corrvJativc.s,  deux  figures  telles,  que, 
aux  points  de  l'une  correspondent  des  droites  dans  Vau- 
tre, de  manière  que  les  rapports  des  distances  de  chaque 
point  de  la  première  figure,  à  trois  droites  fixes,  soient 
aux  rapports  des  distances  de  la  droite  correspondante,  ii 
trois  points  fixes,  dans  des  raisons  constantes. 

Cette  définition ,  qui  a  toute  la  précision  mathématique 
désirable,  puisqu'elle  n'implique  aucune  condition  super- 
flue, se  prête  néanmoins  sans  grande  difliculté  à  la  démons- 
tration des  équations  (i)  et  des  diverses  propriétés  des  figures 
corrélatives. 

593.  Obseivation,  —  On  peut  prendre  Tune  des  deux 
droites  fixes  de  la  seconde  figure  à  Tinfini  \  la  distance  d'un 
point  à  cette  droite  disparaîtra  des  relations  entre  les  deux 
figures,  comme  si  cette  distance  était  devenue  égale  à  ruiiité. 

De  même,  on  peut  supposer  que  l'un  ou  deux  des  trois 
points  fixes  dans  la  première  figure  soient  à  Tiiifini  dans 
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des  directions  données.  Alors  on  siJistiiucra  au  rapporidi-t 
distances  d'ane  drmi«  à  deux  points  te  rapport  des  segtneni! 
tpiL'  celte  droiti"  i'ail  suv  colle  ijui  joint  ces  deux  points ,  et 
>i  l'an  de  te»  points  est  h  l'infini ,  le  segment  qui  s'v  rap- 
porte disparaîtra  de  l'équation  rommu  s^il  était  devenu ^il 
à  l'unité. 

Ainsi ,  par  exemple  :  Si  /«  distances  d'un  point  à  deiix 
axes  fixes  sont  proporlionneUcs,  respectivement,  aux  seg- 
ments Jaits  par  une  droite  sur  deux  autres  axes  fixes  <fueJ- 
conques,  à  partir  de  leur  point  de  rencontre,  le  point  et 
la  droite  appartiendront  à  deux  Jigures  corrélatù'es . 

§  ni.   —  Expression  analytique  des  figures  corrélatives. 

I.  Ëf]uation  de  la  dmiti'  correspondante  â  un  point  donné. 

59^.  Étant  données  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
Hgure,  nous  nous  [iroposons  de  trouver  réquation  de  la 
droite  qui  correspond  k  ce  point  dans  une  ligure  corréla- 
tive. Pour  cela,  nous  nous  servirons  des  relations  établies 
par  le  théorème  (588)  concernant  les  distances  d'un  [winl 
quelconque  à  deux  axes  flxes ,  cl  celles  de  la  droite  corréla- 
tive aux  deux  points  corrcspomiauts  n  ces  axes. 

Soient 

a'  X  -\-  b'y  +  1  =  0, 

les  équations  do  trois  droites  fixes  dans  la  première  figure, 

et  x,y  les  coordonnées  d'un  point  m  de  cette  figure.  Les 

rapports  des  distances  de  ce  point  aux  trois  droites  sont 

ax  ~<r  by  -\~  \  a'  x  +  b' y  -(-  i 

'  «".r+  b-y  +  I  '      ''  a"x  +  h"y  ■+■  i  ' 

£  el  ^  étant  des  constantes  Tiidépcndaiitfs  des  coordonncc> 
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Soient  X',  Y'-,X^  y^dX"',  Y'^  les  coordonnées  des  trois 
points  Gxes  qui ,  dans  la  seconde  ûgurc,  correspondent  aux 
trois  droites  de  la  première ,  ces  coordonnées  se  rapportant  à 
deux  axes  quelconques  qui  peuvent  être  ditlei*ents  des  deux 
axes  coordonnés  de  la  première  figure,  ou  les  mêmes  \  et  soit 

AX  -h  BY  -H  I  =  o 

réqoation  de  la  droite  correspondante,  dans  la  seconde 
Ggore,  au  point  m  de  la  première.  II  s*agit  de  déterminer 
les  paramètres  A  et  B,  pour  que  cette  droite  enveloppe  une 
ûgure  corrélative  à  la  proposée. 

Les  rapports  des  distances  de  cette  droite  aux  trois  points 
Gxes  sont 

AX'  -4-  BY^  -H  AX"-^BY'M-_i 

AX^H-  BY-'H-  I  '      '^'  ÂX'^Tby""'-^-  i  ' 

On  a  donc  (588) 

«  H-  */  -f-  i_  _      AX'-+  BY'-i-  I 


<■ 


a'x  ^by-hi   _     AX" -H  BY^-H  i . 
â"^r^by  4-  I  ""  '^  ÂX"'+B"Y"'-f-  I  '^ 

X  et  |x  étant  deux  constantes  déterminées. 

De  ces  deux  équations ,  on  tirera  les  valeurs  de  A  et  B, 
et  on  les  substituera  dans  Péquation  de  la  droite.  Ces  va- 
leurs sont  de  la  forme 

A  —  «^  -H  gj  -^  7  «  _  g^J  -h  C'y  H-  y 

""  «"x-^e'>4-7"'       ~  «"•^-  +  €'>  +7'"' 

L'équation  de  la  droite  est  donc 


ou 

(«X  -h  6r  +  7)X  +  (a'x  -h  <5>  -^  7')  Y  4-  (a'x  4-  6'>  4-  7")  ~  O. 
Ainsi:  Quand  duiix Jigurcs  sont  corrélatives j  F cqua- 
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y,^  JUrtg.  ifa/«f  /'ui«c  lies /igiiivf.  contient  (U*, 
^  Aiini  ^  coordonnées  du  point  cormspondant  à  eeiUt 
j,^g  Jtm$  laiarc figure. 

jgff  RfctrtflQVBMEnT  :  Quand  l'è^nalton  d'une  droife 
^^^^ig^l^ftnfHuer degré  les  coordonnées  d'un  point. ii 
^p^tett  mobile  et  décrit  une  figure,  la  droite  cuve- 
(  figure  corrélatii'e. 
soit 


fcrF««' 


f-K- 


-  e>-  - 


hi^-x 


H7"}JB 


p^Mstimi  de  la  droite  -M  dom  les  coordonnées  courantes, 
l^aortén  À  deux  axes  OX ,  OY,  soiU  X  et  Y,  et  dnns  h- 
^aJie  X,  J  soal  les  coordonnées  d'un  point  variable  ap- 
Mitenant  à  une  ligure  donnée,  coordonnées  relatives  à 
jnix  «Jtt's  OX ,  oy  qui  |>euvi;nt  être  difTérents  des  drux  OX, 
Oï,  oa  les  mêmes. 

La  droite  M  fait  sur  les  deux  axes  OX ,  OY  deux 
Hcnb  dont  les  valeurs  sont 


r  4-  e.r  -t-  7 


i-ev 


Or  CCS  quaiuilOs  s(jni  j.ropoiil.jiiiullc,^ 
distances  du  point  (x,  r}  à  trois  droit» 
^nations 

,j-4-6r+7-o,  ='.r  +  ç'r4-Y'  =  o,  a 
PoDC,  d'après  {Îj93),  quand 
(^urc,  la  droite  .M  enveloppe  une 
libelle  le  point  0,  intersection  des  di 
(orrcspond  à  la  droite  qui  a  pourcquaii 
«"■^  +  e'>-t-7"=«. 
Cl  les  points  à  l'infini,  sur  ces  deux  a' 
juS  deux  droites  qui  ont  pour  équation; 
^x4-ej  +y=o      .-t      «'j:+e; 


1 


lU'i 


point  (r,  y)  (U'i 
ic  figu.1'  tomJali 


Jaiis 
OX,OV. 
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596.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement,  au  moyen 
de  l'équation  de  la  droite  mobile,  que  la  figure  enveloppe 
de  cette  droite  jouit,  par  rapport  à  celle  que  décrit  le  point 
(x,  j)  de  toutes  les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  figures 
corrélatives.  Par  exemple,  démontrons  que  quand  le  point 
(x^y)  décrit  une  droite,  la  droite  M  passe  toujours  par 
on  même  point. 

Soit 

Lx  4- M/ -H  I  =  o 

l'équation  de  la  droite  décrite  par  le  point  (x^y). 
L'équation  de  la  droite  M  se  met  sous  la  forme 

(aX  +  a' Y-ha")x -f- (ex  4- 6'Y-f-6")7-^(7X-+-7'Y-f-7")  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  le  point  dont  les  coordon- 
nées X ,  Y  sont  données  par  les  deux  équations 

aX-4- a'Y4- a"=:L(7X -+.  v'Y-+.  7"), 
6X  -h  6'Y  4-  6''  =  M  (7X  4-  7' Y  4-  7"), 

est  situé  sur  cette  droite,  parce  que  ces  coordonnées  satis- 
font à  son  équation  ;  car  elles  la  ramènent  à 

L  j:  -h  M  j  4-1=0, 

équation  identique,  puisque  l'on  suppose  que  le  point  (^jj) 
décrit  la  droite  représentée  par  cette  équation.  Donc, 
quand  le  point  (x,  y)  décrit  une  droite,  la  droite  M  passe 
par  un  point  fixe. 

§  IV.  —  Propriétés  des  figures  corrélatwes. 

597.  Quand  trois  points  A ,  B,  C  d'une  figure  ont  y  cha- 
cun^ pour  droite  correspondante  dans  la  figure  coiréla- 
twCy  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  y 

Ces  trois  pointSj  considérés  comme  appartenant  à  la 
seconde  figure,  ont  pour  droites  corrélatives  dans  la  pre^ 
mière  les  mêmes  droites; 

Et  il  en  est  de  même  de  tout  autre  point;  c^est-à-dire 
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que  tout  point,  étant  consîilér^  comme-  appartenant  suc- 
cessivement aux  deux  figures,  a  la  même  droite  corréla- 
tive dans  les  demc  cas. 

EneQ'L-t,  A.  B,  C  {fi§.  i3o)  sont,  par  Uypotlièse.  Iroi* 
points  de  la  première  figmt-,  et  les  irois  droitea  BC.  CA, 
AB  sont  les  droites  corirspiindantes  à  ces  points,  respecti- 
vL'inent,  dans  la  seconde  ligure.  Uonc  le  [}oint  A,  considéré 
comme  intersection  des  deux  droites  AR ,  AC  de  la  setwiidc 
(igurc,  et  par  conséquent  comme  point  appartenant  à  cette 
figure,  a  pour  droite  corrélative  dans  la  piemièi-e  figure  ta 
droite  BC  qui  joint  les  poiuCs  C  et  U  qui ,  dans  la  première 
figure,  correspondent  aux  deux  droites  AB,  AC  de  la  se- 
conde. Ainsi  la  première  pai'lie  du  théorème  est  prouvée. 

Soit  lui  point  m  do  la  première  figure;  on  détcrmiDc  la 
di-oit«  correspondante  dans  la  seconde  figure,  en  menaut 
les  deux  droites  m  A  ,  m  B  et  en  prenant  ^^M 

a'b'  est  la  droite  cherchée. 

Si  le  point  m  est  considéré  comme  appartenant  à  la  se- 
conde figure,  on  détermine  la  droite  correspondante  ac  d>; 
la  première  par  les  formules 


6C-''ÇB 


(a78,  Obsen:). 


""  7Â     '^'     ^B  ~  VE' 


Doue  les  points  or ,  6  coïncident  avec  a',  b'.  Doue  la  droite 
a'b'  est  la  droite  correspondante  au  point  m  de  la  seconde 
figure.  Ce  qui  prouve  la  seconde  partie  du  lliéorèiue. 
Donc,  etc.  (*), 

(  ')  Un  |>cui  oiicorv  coiisiiliTCr  la  droilo  a'b'  comme  apparleiiani  à  la  pre- 
mière lijjiiii!,  cl  cliercliiT  il-  poini  qui  lui  corrcbpaii'l  Jaiis  11  soionJe, 

l'hiir  cpIu  ,  on  il<?lvrmiric  sur  AC  ol  lt<:  la  ilciii  poiiils  a",  h"  par  ]es  equa- 
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598.  Quand  on  a  deux  ligures  corrélatiyes  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan ,  si  Ton  considère 
chaque  point  ni  de  ce  plan  comme  appartenant  successive- 
ment aux  deux  figures ,  il  lui  correspond  deux  droites,  dans 
les  deux  figures,  i-espectivement.  Si  le  point  m  décrit  une 
figare  quelconque,  les  rleux  droites  env^elopperont  deux 

figures  homographiqucs  entre  elles. 

Car  il  est  évident  que  ces  deux  figures  auront  entre  elles 
toutes  les  relations  qui  caractérisent  les  figures  homogra- 
phiqucs. 

599.  11  suit  de  là  que  : 

«Si  deux  figures  corrélatives  sont  telles  y  que  quatœ 
points  de  leur  plan,  considérés  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre,  aient  toujours  les  mêmes  droites  corré-' 
latii^es,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  point. 

Car  les  deux  figures  donneront  lieu  à  deux  figures  homo- 
graphiqucs qui  auront  quatre  points  communs ,  et  qui ,  par 
conséquent,  coïncideront  entièrement. 

600.  On  conclut  encore  de  ces  considérations  que  : 
Deux  figures  corrélatii^es  étant  placées  d'une  manière 

quelconque,  l'une  par  rapport  à  l* autre,  il  existe,  en  géné- 
ral, trois  points  dont  chacun  a  la  même  droite  con'élative 
dans  les  deux  figures. 

Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le 
troisième  est  toujours  réel. 


tîoos 

a' A  _  .  «^       h^  _      />H: 
a'C  "^  a"  II''     b'C  ~^  yB\ 

Les  droites  A  b'  et  Ba"  correspondent  aux  deux  points  a',  h',  et  leur  point 
d^inl«nection  est  celui  qui  correspond  ,  duns  la  seconde  figure,  à  la  droite 
«'A'  de  la  première.  Or  ces  deux  équations  comparées  aux  deux 

fA  —  •  f!i:      ^  —     ^ 

ai:  ~"^a'A*     6C  ""'*  ^B' 

prouTont  que  les  deux  points  a"  et  h"  coïncident  avec  les  deux  a ,  fr  ;  de  sorte 
que  le  point  cherché  c(»ïncidc  avec  le  point  m.  f..  0.  f.  v. 
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601 .  Etant  (tonnéûi  t/etirjîff tires  corrélalivus,  trs  points 
de  la  première  i/ui  jouissent  de  la  propriété  que  les  droites 
qui  leur  correspondent  dnns  la  seconde  figure  patient  par 
ces  points  eax-mémet  (586),  sont  siitu's  sur  une  courèe  du 
deiLTÎème  ordre,  et  ces  droàrs  enveloppe.nt  une  courbe  de 
deturième  classe. 

Fn  cQct ,  d'aprf-s  le  thôorème  (586) ,  la  courbe  Ueu  Aet 
points  en  question  sera  telle,  qu'une  dmite  la  rcnoonlren 
liiujnurs  en  deux  pointa  {n^els  ou  imaginaires);  *x  qui 
prouve  ({u'elle  est  du  deusième  ordre;  cl  la  coarbe  enve- 
loppedua  droites  correspondantes  à  ces  points  est  telle,  que 
par  an  point  on  ne  peut  lui  mener  que  «Icux  langeotes 
{réelles  ou  imaginaires);  ce  qui  prouve  que  eetie  courbe  est 
de  deuxième  classe  (491). 

UUS.  Placer  deux  figures  corrélatives  données,  de  ma- 
nière que  charjjie  point  de  leur  plan,  considéré  comme 
appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre,  ait  la  même  droite  cor- 
rélative dans  les  deux  cas. 

n  suflit,  d'après  le  théorème  (597) ,  qtie  cette  oondilion 
ait  lipii  pour  irois  poinisdti  plan  des  deux  figures. 

Soient  O  {fig.  i3i)  le  point  de  la  première  iigure  qui 
correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  et  H'  le  point  de  celle- 
ci  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  figure. 

Soient  des  droites  A,  li,...  passant  par  le  point  O  dans  la 
première  fignre,  m,n,...  leurs  points  à  l'inlini.  A  ces  points 
correspondent  dans  la  seconde  ligure  des  droites  M',iN',... 
passant  par  le  point  fl';  et  aux  droites  A,  B,-.,  corres- 
pondent les  points  a',  h',...  situés  à  l'infini  sur  ces  droites 
M',  N',  etc.  (Ces  points  sont  à  rinQni  parce  que  les  droites 
A ,  B,..-  passent  par  Je  point  O;  et  ils  sont  sur  les  droites 
IM',  N',...  parce  que  les  droites  A,  lî,...  passent  par  les 
points  m,  »,.-■)' 

Quatre  droites  M',  N',. , .  ont  leur  rapport  anharmonique 
éiial  à  celui  des  quatre  points  m.  n,...,  et  par  conséquenl 


'^ 
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à  celui  des  quatre  droites  A,  B, Donc  les  droites  A,  B,... 

et  les  droites  M',  N',...  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques. 

Les  deux  droites  A  et  M'  qui  se  correspondent  dans  ces 
deux  faisceaux  étant  prises  arbitrairement,  on  cherchera 
les  deux  B  et  N'  qui  font  avec  A  et  M',  respectivement,  des 
angles  égaux  (l'i?),  et  Ton  placera  les  deux  faisceaux  de 
manière  que  N'  et  M' coïncident  respectivement  avec  A  et  B, 
et,  par  conséquent,  n  et  ni  avec  a'  et  b' .  Alors  chacun  des 
trois  points  m ,  ^ ,  O  aura  pour  droite  corrélative  dans  les 
deux  figures  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Par  consé- 
quent, tout  autre  point  du  plan  des  deux  figures  aura  la 
même  droite  corrélative  dans  Tune  et  dans  Fautre.  Ainsi  le 
problème  est  résolu . 

Observation,  —  Cette  question,  et  surtout  celle  où  il 
s'agit  de  placer  en  perspective  deux  figures  homographi- 
qucs  (567),  ou  simplement  deux  quadrilatères  quelcon- 
ques, présenteraient  des  difficultés  de  calcul,  si  Ton  vou- 
lait les  traiter  par  Tanalyse,  c'est-à-dire  par  la  doctrine 
des  coordonnées.  La  Géométrie,  au  contraire,  qui  a  dû 
entrer  dans  le  détail  des  propriétés  intimes  des  figures ,  y  a 
trouvé  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  des 
deux  questions. 


CHAPITRE  XXVII. 


DE  LA  THÊOmi:  DES  FICOBES  HOKOGSA- 
rHIQL'ES  ET  DE  CELLE  DES  FIGURES  COKRÉLATI VES ,  nEGAR- 
IlÉEB    tOMHE    MÉTHODES    DE    DÉMOMSTBATION.  ^ 


§  I.  —  Considérations  sur  l'usage  tics  deux  mélfiodrs,-^^ 
Prinri/je  île  Dualité. 

UQS.  La  lliporie  des  figures  bomogriiphiques  oFTre  une  mvlhode 
(>our  transrormer  une  iigure  en  une  auire  du  même  genre,  el 
■p[)lii]uer  à  celle-ci  les  propriéirs  de  la  première,  comme  on  fait 
par  la  perspective  un  la  prujeclion  d'une  figure  plane.  Ainsi,  pat 
exemple,  on  change  un  quadrilatère  de  fornie  quelconque  en  un 
parallclogramme;  une  section  conî([ue  en  un  cercle,  niiïme  svec 
certaines  conditions  rtUtîves  aux  autres  parties  de  U  figure^  plus 
généralement,  une  section  conique  en  une  autre,  de  manière  qu'A 
deux  points  donnés  dans  l'intérieur  de  la  première,  correspondent 
dans  la  seconde  les  foyers  de  celle-ci  ;  etc.  Ces  transformations 
donnent  le  moyen  d'appliquer  à  une  II{;ure  les  propriétés  d'une 
figure  plus  simple  ,  et  de  généraliser  ainsi  des  vérités  connues.  Ou 
bien,  un  problème  étant  proposé  à  l'égard  d'une  ligure,  on  cher- 
che à  le  résoudre  sur  la  plus  simple  des  figures  transformées. 

COI.  Les  figures  corrélatives  ont  un  tout  autre  caractère.  Avec 
une  6gure  donnée,  on  en  forme  une  seconde  qui  est,  en  général , 
d'un  genre  différent ,  puisque  à  di-s  points  de  l'une  correspondent 
des  droites  dans  l'autre,  et  réciproquement.  Aux  propriétés  de  la 
première  figure  correspondent  des  propriétés  de  la  seconde,  qui 
dérivent  des  premières ,  en  vertu  des  relations  générales  qui  ont 
lieu  entre  deux  figures  corrélatives. 

De  lit  résulte  une  dualité  constante  dans  les  théorèmes  de  géo- 
métrie plane;  nous  pouvons  dire  dans  les  propriétés  de  l'éten- 
due ,  en  général  -.,  car  cette  dualité  a  lieu  aussi  dans  les  figui'es 
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k  trois  dimensions ,  où  ce  sont  des  plans  (|iii  cori'ospondent  à  des 
fioîntSy  et  des  droites  à  des  droites  (*), 

COtf.  C'est  la  théorie  des  pdirs  dans  le  cercle  et  les  sections 
coniques,  qui  a  donne  lieu  à  ces  transformations  do  figures  et  à 
ridée  d'une  dualité  permanente  en  Géométrie.  On  a  d'abord  fait 
quelques  usages  partiels  de  cette  correspondance  entre  un  point  et 
la  droite  appelée /;r7//i//v  dans  les  sections  coniques;  c'est  ainsi, 
par  exemple,  que  M.  Brianchon  a  conclu  du  théorème  de  Pascal 
surThexagonc  inscrit  h  une  conique,  son  beau  théorème  sur  Fhexa- 
gone  circonscrit.  Il  sufQsait  de  remarquer  que  les  y^<5/r'5  des  côtés  de 
rhexagonc  inscrit  sont  les  sommets  d*un  hexagone  circonscrit. 
Mais  c'est  M.  Poncelet  qui  a  montré,  le  premier,  que  dans  ces  faciles 
procédés  de  démonstration  se  trouvait  une  méthode  générale  qui 
pouvait  s'appliquer  à  une  fouie  de  propriétés  de  l'étendue  ,  parti - 
cnliùrement  à  toutes  les  pn)priétés  descriptives  ;  méthode  qu*il  a 
appelée  Théorie  drs  poffifirs  n'ciproqncs  (**).  Quelques  géomètres 
ont  ensuiU;  eu  l'idée  d'un  principe  de  dualité;  toutefois  il  faut 
observer  qne  la  méthode  de  M .  Poncelet ,  la  théorie  des  polaires 
réciproques  y  était  la  seule  qui  servit  alors  aux  transformations,  et 
par  laquelle  on  pût  justifier  ce  principe  de  dualité. 

Cependant,  il  existe  divers  autres  procédés  particuliers  de  trans- 
formation, constituant  des  théories  analogues  à  celle  des  polaires , 
et  donnant  lieu  de  mémo  au  princi|>e  de  dualité  (***). 

Mais  ces  divers  procédc's  particuliers,  que  nous  n'avons  point  à 
étudier  ici,  sont  compris,  soit  dans  la  théorie  analytique  des 
figures  corrélatives  (tf94j,  étendue  aux  trois  dimensions  (****), 
soit  dans  le  mode  de  construction  générale  de  ces  figures,  qui 
nous  a  conduit  au  dévelop|>cment  de  leurs  propriétés  et  à  la  solu- 
tion de  cette  question  :  Étant  données  quatre  droites  qui  eloivent 
correspondre  à  quatre  points  désignés  d'une /igure  ,  eonstruire  la 


(•)  AfH'rru  histohquf  ,  etc.,  |ia(;<*s  ■'»7'>-'>o4- 

(  **  )  Voir  Mémoire  sur  irt  Thvorif  f'thirrale  ih's  poltnirs  n'ctfu oqut  s ,  insère 
dan»  le  Journal  de  Mathèmatitfucs  iW  Vf.  Oelle,  tome  l\  . 

(■*■  )  \  oit  Aperçu  historitfuc,  rtc  .  psLQos  i?.\~'JnSf  ()5C-(>87. 
[■■**)  Apeteu,  etc.,  pa(rc6  G^'i  el  suivantrs. 

a8 
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finHiv  rorrrlaiifi:  Question  ijui  implique  lo  point  de  vin-  le  \%\vt 

général  sous  leiiuel  on  puisse  miisiJ^rcr  les  figures  corrélatives. 

GOO  On  pciLl  rcmai^uei'  des  exemples  continuels  de  b  duaUt 
ilitnt  nous  parlions  toiil  à  l'heure,  dans  les  diverses  théories  et  ta 
propositions  isolM  (jne  renferme  cei  onvragc. 

Ainsi,  aux  divisions  homographiques  sur  des  droites,  rorrei 
pondent  des  fiiisceuuK  lioiDograplûquei  ;  et  les  propriptc-s  relative 
k  ces  fuisTCHUX  se  peuvent  rondure  de  relU-s  des  divisions. 

Atix  eûtes  el  aux  diagoniilrs  d'un  quadrilatère  correspoodai 
les  Boinmecs  et  les  pdiuts  de  eoncours  dos  eïitês  ofipuses  du  quadri 
latâre  rorrt^lalif  ;  aux  six  points  dans  lesquels  une  Iransvei^ 
rencontre  les  quatre  tiités  cl  les  deux  diagonales  du  premier  qui 
drîlutère,  curres|iandeiil ,  dans  te  second,  les  six  droites  uienà 
d'un  même  |)oint  à  ses  sommets  cl  aux  points  de  concuui-s  de  H 
cAlês  opposés;  les  six  point»  du  premier  quadrilatère  sont  en  inM 
lution;  donc  les  six  droites  du  second  sont  aussi  en  involuiîon 
Va  ainsi  de  la  phi|uirt  des  autres  ihrârèmes. 

007.  Il  serait  donc  possible  de  conclure,  en  vertu  de  oel 
!,  une  moitié,  A  peu  pr£»,di>nospropositJona,i 
X  fVais  de  déRMOSli'ation. 
s  pas proeédé de  cette  manière;  il  faut  ei 
dire  ici  le  motif. 

^  II.  —  Poiirqtini  l'i^ii  itfjhit  pus  usage,  i/ans  le  cours  <if 
cel  ouvrage,  itcf  métlioites  tic  Iraiisjbrmation. 

608.  Par  les  mélbodes  de  iransforniaiioo  ,  on  fait  un  iliéorèroc 
déterminé  avec  un  autre  ilu'urème  iléjà  connu.  On  peut  former 
ainsi  une  i-cillectiiin  plus  ou  moins  ample  de  propositions.  Mais 
CCS  propositions  sont  en  ciue!(]ne  sorte  isolées;  elles  manquent  de 
liens  entre  elles;  on  ne  saurait  les  déduire  les  unes  des  autres, 

on  ne  connaît  que  leurs  liaisons  avec  ceIk'S  d'où  on  les  a  divinités, 
l'uni'  de  l'aiilre  respect i veulent ,  par  voie  de  transforn 
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propositions  consdtuaiit,  par  leur  enchaÎDement  naturel ,  des  théo- 
ries et  un  corps  de  doctrine  susceptibles  d'applications  fécondes 
dans  toutes  les  parties  de  la  Géométrie. 

n  nous  a  donc  fallu  démontrer  directement  chacune  de  ces  pro- 
positions, les  unes  au  moyen  des  autres,  par  les  propres  ressources 
que  peuvent  offrir  les  théories  auxquelles  elles  se  rapportent. 
C'était  une  condition  à  laquelle  il  fallait  s'astreindre  pour  constituer 
œs  théories;  et  cette  marche  paraît  d'autant  plus  nécessaire,  qu'en 
général  il  ne  suffit  pas  de  savoir  qu'une  proposition  est  vraie, 
pour  qu*on  puisse  en  faire  un  usage  utile  en  mathématiques;  il 
laot  encore  connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses 
propositions  qui  se  rattachent  au  même  sujet.  Quand  cet  enchaî- 
nement est  mis  à  nu,  tout  devient  facile,  et  il  est  même  rare  que 
Ton  ne  puisse  pas  démontrer  une  même  proposition  de  bien  des 
manières,  car  on  y  arrive  par  toutes  celles  qui  la  touchent  de 
quelque  côté.  Cest  là  un  critérium  qui  permet  d'apprécier  jusqu'à 
quel  point  on  a  pénétré  dans  le  sujet  que  Ton  traite,  et  combien 
il  peut  encore  laisser  à  désirer. 

609.  Nous  ne  ferons  donc  point  usage,  dans  le  cours  de  cet  ou- 
vrage, de  la  théorie  des  figures  corrélatives ,  ni  même  de  celle  des 
figures  homographiques.  Celle-ci  a  le  même  défaut  que  la  pre- 
mière; elle  laisse  ignorer,  généralement,  comment  une  proposition 
que  l'on  a  découverte  par  son  secours  se  rattache  à  une  théorie  et 
s*7  peut  démontrer  directement.  Par  exemple,  quand  par  cette 
méthode  on  conclut  d'une  simple  propriété  du  cercle,  un  théo- 
rème des  sections  coniques,  la  démonstration  relative  au  cercle  est 
peu  propre,  en  général,  à  répandre  quelque  jour  sur  la  marche 
qu'il  faudra  suivre  pour  démontrer  directement  le  théorème  sur 
la  section  conique. 

Prenons  un  exemple  :  a  Si ,  par  chaque  point  d'une  circonfé- 
rence de  cercle  on  mène  deux  droites  parallèles  à  deux  droites  fixes, 
la  corde  qu'elles  interceptent  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle 
concentrique.  »  Faisant  la  perspective,  ou  une  transformation  ho- 
mographique  de  la  figure ,  on  conclut  ce  théorème  :  Une  conique 
et  deux  points  fixes  étant  donnés  y  si  le  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  variable,   dont  les  côtés  passent  par  ces  deux  points^ 

38. 
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■  lu  t'inh^iir ,  lu  cnrile  tjue cet  iingle  inirrer/iir  dans  r, 


twirbc  em-eloppe  une  seconde  eaniqiir  ifiii  a  un  double  mniaei  a»tt 
la  proposée  sur  la  drrn'K  tfui  joint  Ifi  deu-c  poinu  fixes. 

Ce  thràrèmr  m  inifivwnnl,  mais  il  \*tast.  ii  ilésiivr  une  (I«-(nuiM' 
Irniinn  di-diiiic  ilinclemcnt  des  iiropriêtM  dn  coniqurs ,  rt  q« 
raonirc  iiacilc  plane  M  dent  dans  cette  théorie,  et  i  quelles  anini 
propositions  du  mt^mc  gLiire  il  %e  rallache.  Snus  un  uutre  rapiMrt, 
l'esprit  n'est  pas  t'omjilctetneTit  sutisfail,  car  le  tlirâri^nic  n'd 
vraiment  dànontrc  que  piiur  h  dis  ofi  les  dnix  pAles  fixes,  atitod 
destiucls  l'iunient  les  eûtes  de  t'iin^;]? ,  sont  extérieurs  au  cercle,  < 
il  Tant  d'autres  considérations  gi-nèralts  pour  étendre  la  enndusi<n. 
relative /t  i«  ciu  spécial,  au  cas  nà  l'un  drs  pAIes,  ou  tons  deux^i 
sont  dans  l'inléncur  di>  la  conique 

610.  lies  observations  semblables  auront  lien  à  l'ëgstd  de  U 
méthode  des  figures  i-orrêlatives;  par  oeiie  méthode,  on  coudât 
du  théorème  siii-  le  cercle,  celui-ci:  P.tnnt  mrn^t  dnu:  droites 
fixes  dans  le  plan  d'une  mnlifue,  si  nne  langent*  roule  tur  St- 
courbe,  '.'/  que  par  les  points  où  ille  reneontre  tes  deux  droite 
on  mène  deux  autres  tangentes  à  la  eunlque,  le  point  d'tntet 
Hon  dt  eet  tlrux  ttwgentcs  aura  pour  Heu  g*>méirtqiM  um 
conirjue  fui  aura  fin  dnnble  contact  necc  la  pmpnsAf;  Ir  pAle  de 
contact  sera  Iv  pniiit  il'inlcrsrclion  dc>  iIc'ij:  tlrnitrs  fixes  (  *  ). 

Assurément,  le  théorème  sur  le  cercle  et  sa  domonstralinn  toute 
intuitive  ne  donnent  aucune  ouverture  sur  la  manière  dnni  cette 
propriété  des  ciini(|ocs  se  pourra  déniontrcrdireclemenljel  eucore 
n'esl-elle  démontrée  in  que  pou;  le  i.is [mi liculicr  où  le  point  de 
jencontre  des  dctix  ilroiles  fi\cs  esl  iliins  i'i;.lérieur  de  la  courbe. 


flil.    Autre  cNem 
cireonrércnce  de  rcr 
le  somn.ei  f;liss..  su 
mène  deux  r;iyi>ns  pa 

le  :  -  Si  par  deux  points  fixes  pH 
il-  on  fait  (,assiT  les  coli-s  d'un  a 
1,1  cii-cnufércnce,   et  que  jiar   le 
■allcl.'s  :iu\  côlfs.le  l'angle,  faire 

nj^le  dont 
du  sec- 

'  sur  h<|iinll.'a  IIpiiIo.Iu.iIiI.'.'. k\, 

,  rcrd.-  *■  rnnMc.,   ton  .".'■..in  .|i.*  1,- 
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leur  que  ces  rayons  interceptent  dans  le  cercle  est  constante.  »  Par 
une  projection  de  la  figure ,  ou  une  transformation  lioniographi- 
quedans  laquelle  la  droite  à  l'infini  reste  ù  rinfini(o59),  on 
obtient  ce  théorème  :  Si  autour  de  ileux  points  fixes  pris  sur  une 
ellipse  on  fait  tourner  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  variable, 
dont  le  sommet  glisse  sur  ta  courbe ,  le  secteur  elliptique  compris 
entre  les  deux  demi-diamètres  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  con- 
serve une  aire  constante. 

Le  théorème  sur  le  cercle ,  à  raison  même  de  son  évidence  in- 
tuitive, ne  peut  mettre  sur  la  voie  d'une  démonstration  propre 
au  théorème  de  Fellipse.  Et  cependant  cette  démonstration  est  ici 
d'autant  plus  désirable ,  que  Ton  peut  hésiter  à  appliquer  le  théo- 
rème à  l'hyperbole,  à  raison  des  diamètres  imaginaires  qui  font 
discontinuité  dans  la  série  des  secteurs  hyperboliques. 

G19.  Ces  considérations  suffisent  pour  montrer  pour(|uoi  nous 
avons  dû  ne  pas  faire  usage  des  méthodes  de  transformation  dans 
Pouvrage  actuel ,  eu  égard  au  but  que  nous  nous  y  proposions, 
comme  nous  Pavons  dit. 

En  se  privant  du  secours  de  ces  méthodes,  on  se  crée  parfois  des 
difficultés;  mais  ce  n'est  pas  sans  utilité,  parce  que  l'obligation  de 
démontrer  par  les  ressourcées  naturelles  du  sujet  certaines  propo- 
sitions qui  auraient  pu  se  conclure  des  méthodes  de  transforma- 
tion, met  toujours  sur  la  voie  de  beaucoup  d'autres  vérités  qui 
accroissent  souvent  d^unc  manière  inattendue  et  fort  propice  le 
sujet  que  l'on  traite. 

La  théorie  des  sections  coniques  surtout  peut  fournir  de  nom- 
breux exemples  très-propres  à  justifier  la  marche  que  nous  nous 
sommes  efforcé  de  suivre  invariablement.  Dans  ces  courbes,  il  y 
a  à  considérer  leurs  points  et  leurs  t«mgentes;  à  une  propriété 
relative  à  des  points  correspond  une  propriété  relative  aux  tan- 
gentes: mais  jusqu'ici,  ce  sont  princi])alemcnt  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  que  l'on  a  étudiées,  parce  que  ce  sont  celles (|ui  se 
prêtent  le  plus  aisément  aux  applications  de  la  géouiéirie  analy- 
tique ;  et  Ton  u  négligé ,  en  général ,  les  propriétés  relatives  aux 
tangentes.  Par  exemple,  on  démontre:  (Fnne  foule  de  manières  le 
théorème  de  Pascal  qui  concerne  six  poinlî»  d'une  conique  ;  mais 
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prise  arbitrairement ,  divisées  par  les  distances  des  deux  mêmes 
points  à  la  polaire  du  point  fixe,  reste  constante  (6tt4).  » 

Il  n'entre  dans  cet  énoncé  que  des  rapports  de  distances  qui  se 
transforment  immédiatement. 

Faisant  la  figure  homographique,  qui  est  une  conique ,  puis- 
qu'elle pourra  être  mise  en  perspective  avec  le  cercle,  c'est-à-dire 
sur  un  même  cône  (^09),  on  conclut  des  relations  générales  entre 
deux  figures  homographiques  (tftS),  que  la  propriété  du  cercle 
appartient  aussi  à  une  conique  quelconque» 

Et,  par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  cette  même  propriété 
du  cercle  donne  lieu,  en  vertu  des  relations  (^83),  au  théorème 
suivant  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes  à  une 
section  conique,  la  somme  de  leurs  distances  à  un  point  fixe,  di- 
visées par  les  distances  des  deux  mêmes  tangentes  au  pôle  de  la 
droite,  reste  constante. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  observe  ici  la  règle  des  signes,  conune 

nous  l'avons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  appelons  la 

somme  est  une  somme  algébrique  qui  peut  devenir  une  différence. 

ab 
617.  Transformer  homographiquement  le  rapport  —z  de  eUux 

cd 

segments  situés  sur  une  même  droite. 

Soit  J  le  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  ab  ;  on  peut  écrire 

ab  _^  ab  ^  ac  _   /ab^  ^  jb\      /ac  ^  ^\ 
^  cd         ac  *   cd  \rtc  *  je)  '  \cd  '  jdj 

Le  second  membre  se  compose  de  deux  rapports  an  harmoniques, 
et  par  conséquent  est  transformable;  on  a  donc,  en  désignant  |>ar 
les  mêmes  lettres  accentuées  les  points  de  la  seconde  figure  , 

ab  _  fa^  .  jjr\    .    la^  .  a^ j'\ 

7d  ""  \^  •  y  rV  •  \/d'  •  7'./'/  ' 

ou 

ab    _f/b^  ^  j'a'.j'b' 

cd"  TJ'  '  yvTyd'' 

ab  f, 

Ainsi  le  rapport  —  se  trouve  transforme. 

y'  est  lo  point  qui ,  dans  la  seconde  fij^urc ,  corresp(»nd  à  Tinfini 
de  la  dnute  ab. 
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Si  Ton  a  à  considérer  plusieurs  segments  sur  une  méine  droite , 
on  pourra  donner  à  chacun  une  expression  de  la  forme 

\  étant  une  constante  relative  à  la  droite  sur  laquelle  sont  les 
segments;  de  sorte  que  pour  des  segments  situés  sur  une  autre 
droite  on  aurait  une  autre  constante.  Mais  il  faut,  pour  que  la 
relation  dans  laquelle  entrent  ces  segments  soit  transformable, 
qu^après  la  substitution  de  ces  expressions  des  segments  ab ,  etc., 
les  constantes  disparaissent  d'elles-mêmes. 

618.    Transformer  homographiqucment  le  rapport  de  deux  seg- 
ments ab ,  cd  (  fig.  1 32  ) ,  situés  sur  deux  droites  parallèles, 

Qu*on  mène  les  deux  droites  ac,  bd  qui  se  rencontrent  ou  e\ 
on  a 

ab       ae       ae  ^  ja 
cd        ce        ce  '  je 

j  étant  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 

Le  deuxième  membre  étant  un  rapport  anharmonique,  on  aura 

ab  _a'e^  J'a' 
cd  "~cV  'yV' 

Ainsi  le  rapport  —,  est  transformé. 

cd 

On  lui  donne  une  antre  expression ,  en  observant  qu'on  a  dans 

le  triangle  y  a' c',  coupé  par  la  droite  b'  d\ 


a'e'_o'b'    fd' 
Il  vient 


cd'^  c'd'  '  \f'd'  ^  J'c"  ) 


f  est  le  point  de  concours  des  deux  droites  a'  //,  c'//',  c\'st-à-<lii-e 
le  point  qui  ré|K)nd  à  l'infini  des  deux  droites  purallék*s  ab^  vd  de 
la  première  figure. 
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on  ne  dpmontrp  pas  flirtctcment ,  du  fort  rarement ,  le  llicorcme 
de  M.  llriaflciiiiii  (|iii  concerne  six  tungenies  à  une  cooiigue;  nn  le 
ouni-liit  du  ihrftri-mc  de  Pascal.  Dt-  même,  on  démontre  directe 
meni  les  propriété*  relatives  â  nn  système  de  coniques  |>as>ani  par 
quatre  points  ;  mab  on  ne  démontre  pas  celles  d'un  système  de 
coniques  tan);entes à  quatre  droites;  on  lescunclui  des  |>rvmiêr«» 
jHkr  la  théorie  des  polaires  réciproques  ou  des  figures  eorrcblîvet. 
Cependant  les  unes  et  les  autres  tnéritcnt,  ati  luéme  titre,  une  de- 
mnnstration  )  et  eelte  déinonsiration ,  mds  laquelle  la  KÎcnce  reste 
incomplète,  importe  aux  progrès  de  la  Géométrie. 

CVst  dans  ees  vues,  que  nous  avons  dierdié  à  réunir  dans  cet 
ouvrage  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  dcmonsiruiion  di- 
recte des  deux  sortes  de  propriétés  (pie  nous  venons  de  distin^tuer 
diins  les  sections  coniques,  et  qui  se  retrouvent  dans  toutes  les 
autres  parties  de  U  Géométrie. 

6I0.  Après  avoir  dit  par  quelles  raisons  les  méthodes  de  Iran»- 
furniation  ne  peuvent  suppicirr  â  des  dcmoustrations  directes,  et 
pourquoi  nous  avons  dû  nous  priver  de  leur  secours,  bâtons-nous 
d'ajouter  que  néanmoins  ces  méthodes  tn^rénieuscs,  qui  ont  enrichi 
la  science  d'une  foule  de  vérités  dont  on  n'avait  pas  eu  l'idée  aupa- 
ravant, peuvent  élre  fort  utiles  dans  beaucoup  de  circonstances. 

C'est  pour  cela  que  nous  les  avons  exposées  diins  toute  1,1  );cnéralilc 
ei  avec  tous  les  dévc1o|)pemcnts  liiéoriques  qu'elles  nous  ont  paru 

Comme ,  à  raison  de  cette  nénérnlilé  même  et  du  point  de  vue 
abstrait  sous  lequel  nous  avons  présenté  ces  niéiliodes,  elles  dif- 
fèrent, dans  leur  conception,  des  procédés  particuliers,  tels  que 
la  perspective  et  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  dont  on  a  fait 
usage  jusqu'ici,  nous  allons  en  faire  divei-ses  a])plications.  Pln~ 
sieurs,  qui  se  rapporteront  aux  i-elations  d'aogles ,  présenteront 
des  résultats  nouveaux,  fondés  sur  la  notion  des  ili>'isii>ns  et  des 
c  kQmOf^reipItiijiirs ,  que  l'on   n'a   point  encore  introduite 


dans  ce  genre  de  reclierchf; 
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§111.  —  jdppUcalions   (Uyerses   des  deux  méthodes  de 

transformation . 

614.  L'application  des  deux  méthodes  est  toujours  facile  en  ce 
qui  concerne  les  relations  descriptives  des  figures,  et  nous  n'avons 
à  entrer  à  ce  sujet  dans  aucun  détail.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même 
des  relations  métriques,  soit  de  segments,  soit  d'angles  :  ces  rela- 
tions peuvent  présenter  beaucoup  de  difficultés,  ou  se  refuser 
même  à  la  transformation. 

I.  Transformation  des  relations  de  segments. 

6iS.  Les  dépendances  générales  entre  deux  figures  homographi- 
queSy  on  corrélatives,  s'expriment  par  des  rapports  de  segments, 
et  non  par  de  simples  segments.  Par  exemple,  dans  deux  figures 
corrélatives,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de 
Tune  à  deux  axes  fixes,  est  au  rapport  des  distances  de  la  draite 
corrélative,  dans  l'autre,  à  deux  points  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante (tf88).  Ainsi,  c'est  le  rapport  de  deux  lignes  dans  une 
fignre,  qu'on  compare  au  rapport  de  deux  autres  lignes  dans  l'autre 
figure;  et  ce  n'est  point  une  ligne  seule  que  l'on  peut  comparer  en 
grandeur,  d'une  manière  absolue,  à  une  autre  ligne.  Voilà  pour- 
quoi la  transformation  des  relations  métriques  présente,  en  gé- 
néral y  des  difficultés ,  et  souvent  n'est  pas  possible. 

Si  une  expression  proposée  ne  contient  que  des  rapports  de 
segments,  tels  que  ceux  qui  entrent  dans  les  dépendances  géné- 
rales des  figures  homographiques  on  corrélatives ,  la  transforma- 
tion se  foit  d'elle-même,  sans  aucune  difficulté. 

Quand  une  expression  n'est  pas  transformable  immédiatement , 
on  cherche  à  lui  donner  une  forme  plus  favorable  ;  et,  pour  cela, 
la  marche  la  plus  simple  et  la  plus  sûre  est  de  chercher  à  y  intro- 
duire des  rapports  anharmoniques'y  ce  qu'on  fait  en  se  servant,  au 
besoin,  des  points  à  l'infini,  et  en  changeant  les  origines  aes  seg- 
ments. 

Nous  allons  donner  divers  exem|)les  de  ces  transformations. 

616.  «  Si  une  corde,  dans  un  cercle,  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  la  somme  des  distances  <le  ses  extrémités  à  une  droite  ïwic 
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iiriM.'  arbliraireiiieat,  Jivis''es  )iar  les  disinncL'S  des  dt-ii 
points  à  la  polaire  du  paint  fixe,  reslo  constante  (GU4).    < 

tl  n'entre  dnns  cel  éuancé  ijue  des  rappurts  de  di&iiince«  qtii  M 
iranïforment  immcdialemirni. 

FaisMnt  la  figure  honiograpliique,  qui  esi  une  conique,  puis- 
fiu'oili'  pourra  être  mise  en  pcrspecii  ve  avec  le  cercle ,  c'e4l-»-<lire 
sur  un  tnême  cAnc  (WtO),  on  conclut  des  ri'latinns  géncnilcs  cnln- 
deux  figures  liomngraphiquea  [  SU  ),  que  ta  jinyiriété  ilit  eerrlt 
appartient  auttl  fi  mm  eaniqae  t/uelconjuf. 

Et,  parla  ihéorie  d<;s  figures  (mrrt-laiives,  celte  mi^niepropriéli' 
(lu  cercle  donne  lie»,  en  vertu  des  relations  (1188),  au  théorâmv 
suivant  : 

Si  de  c/ia'/ae  pnini  rf'wflc  limlK  on  iniite  tlrux  langentei  à  une 
teetiiia  conique,  la  lomme  de  Uurt  distances  à  uit  point  fixe,  dl- 
vltéet  par  trâ  distances  des  deitx  mêmes  tangentes  au  pâle  dt  ta 
droitu,  reste  constante. 

11  est  bien  entendu  qu'un  observe  ici  la  rcj^le  des  signes,  comme 
nous  l'avons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  ap|wlons  la 
soinoïc  est  une  somme  algébrique  qui  peut  devenir  une  itljftrcnrc, 

617.  Transjnrmer  liomographiqueinoat  le  rapport  — ;  de  tiens 

Soit  j  le  point  sit 

Le  second  membr 
et  par  conséquent  e 


■  J,)   ■  \c^ 


:  transformai  lie  ;  o 


lesn 


s  lettre! 


'±^("11  -jJlx 


,-d         c 

H'   ■  /c'.J'd' 

ab 
Ainsi  le  rapport  —  se  trou 

e  transformé. 

/'est  le  point  qui,  dans  1 

s-Tondr  lifîurt' 

te  la  dniit.w(/'. 
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Si  l'on  a  à  considérer  plusieurs  seginenls  sur  une  même  droite  y 
on  pourra  donner  à  chacun  une  expression  de  la  forme 


ab  =z\ . 


J'a'.fb' 


\  étant  une  constante  relative  à  la  droite  sur  laquelle  sont  les 
segments;  de  sorte  que  pour  des  segments  situés  sur  une  autre 
droite  on  aurait  une  autre  constante.  Mais  il  faut,  pour  que  la 
relation  dans  laquelle  entrent  ces  segments  soit  transformable, 
qu'après  la  substitution  de  ces  expressions  des  segments  ab ,  etc., 
les  constantes  dis|)araissent  d'elles-mêmes. 

618.   Transformer  homographiqucment  le  rappori  de  deiuc  seg- 
ments ab ,  cd  (fig.  l32] ,  situés  sur  deux  droites  parallèles, 

Qu*on  mène  les  deux  droites  ac^  bil  i\\.\i  se  rencontrent  eu  c^ 
oo  a 

ab       ae       ae  ^  ja 
cd        ce        ce  '  je 

J  étant  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 

Le  deuxième  membre  étant  un  rapport  anliarmonique,  on  aura 

ab  _a'e^  J'a' 
cd'"  cU^  '  j'c^' 

Ainsi  le  rapport  —  est  transformé. 

On  lui  donne  ime  autre  expression ,  en  observant  qu'on  a  dans 
le  triangle  f  a'  c',  coiq)é  par  la  «Iroite  b'  d'y 

a'^  _a'b'    f'd' 
Il  vient 


cd"  c'd'  '  \f'd'        j'c'  1 


f  est  le  point  de  concom-s  des  deux  droites  a*  h' y  c' d' y  c\»st-iWlire 
le  point  qui  répond  à  Tinfini  des  deux  droites  parallék^ri/^,  cd  de 
la  première  figure. 
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OIft.  Trant/ormer  corrélatinmcrtt  le  rapport  ~  de  deux  icg- 
menu  aitu^t  sur  une  même  droite. 

Suicni  A',  B',  C,  D'  et  V  les  druiies  qui  correspondent ,  dans 
la  figure  currélative,  aii\  points  a  ,  b  ,t  ,d  &  à  rinËDÎ  de  U 

droite  ab\  on  aura,  d'après  l'expression  (a)  du  rapport  — -  <  qui 

est  transfurnuble ,  une  fonclion  semblable  de  sinus;  et,  ]tar  suite, 

ah  _  sin(A',B']  .  sin(J',  A')  .  s1p[.I',  B'I 
îrf~sin(C',  D')  ■  sin(J',  C)  .sin(r,  D')' 


Le  rapport  —7  est  donc  transformé. 

On  ]icut  remplacer  la  fonction  de  sinus  par  une  fonction  de 
segments.  Qu'un  ntttne  clans  la  seconde  %iire  une  transversale  i[ui 
rencontre  les  cini|  droites  A',  B' ,  C,  D',  J'  en  a\  h'  ,c',  (/',>'; 
ou  aura 

ni  ^  V^  .  ytt'.j'h- 

Et  si  [ii  trunsvcrsulc  est  iiarallèle  à  la  droite  J',  il  vient      ^^^^^H 


Si  l'on  a  à  considci'Cr  plusieurs  se{;mc)iis  si 
on  |>eut  leur  donner  l'cxpressiiin  suivante  : 


siii  (J',  A').  sin(J',  B') 
e  constante  relative  à  la  droite  ab. 


Cette  dernière  formule,  d'une  simpliciic  i|ui  ne  laisse  rien  ii 
d(-sirer,  se  présenle  imniédiateinent  «lans  la  théorie  «tes  polaires 


^ 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  443 

réciproques,  si  l'on  prend  une  parabole  pour  conique  auxiliaire. 
Elle  se  prête  à  de  nombreuses  applications  {*), 

620.  Transformer  corrélativement  le  rapport  de  deux  segments 
ab  y  cd  (  fig.  1 33  )  9  situés  sur  deux  droites  parallèles. 

On  a 

ab       ae       ae    ai 

^__ ^__  ^^  •    " 

cd       ce        ce  '  cj 

j  étant  le  point  situe  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 

On  aura  dans  la  figure  corrélative  quatre  droites  A',  B',  C,  D', 
une  cinquième  E'  qui  joindra  le  point  d'intersection  des  deux  A%  Q! 
au  point  d'intersection  des  deux  B',  IV,  et  une  sixième  J'  passant 
par  le  point  d'intersection  de  A'  et  C,  et  correspondant  au  point 
situé  à  rinfini  sur  ac. 

Le  rapport  —  est  exprimé  ci-dessus  par  un  rapport  anhar- 
monique  ;  par  conséquent  on  a 

fl£  _  sin(A^r)  ^  sin(ASr) 
cd  ""sin{C',  E')'sin(C',  J') 

On   peut  donner  au  second  membre  une  autre  expression. 
Qu'on  mène  la  droite  F'  qui  joint  le  point  d'intersection  de  A' 
el  B'  au  point  d'intersection  de  C  et  D'.  On  a,  dans  le  triangle  formé 
par  les  trois  droites  A^  C\  F',  et  aux  sommets  duquel  sont  menées, 
les  trois  droites  B',  D^  E'  qui  passent  par  un  même  point, 

sin(A^F/)  __  _  sin(A^BM    sin  (F,  D^) 

sin  (C,  £')  sin  ( F',  B')  '  sin  (C,  D')      ^        ^' 

U  vient  donc 

fl^  _  _  sin  (AS  B^)  .  rsin(FSB^)        sin(r,  AQl 
cd  ■"       sin  (C,  D')  •  Lsin  (F,  D')  ^  sin  (  J',  C')J* 

(*)  Voir  Mémoires  sur  la  transformation  parabolique  des  propriétés  métri-m 
ques  des  figures.  [Correspondance  mathématique  de  M.  Quctelet ,  tomes  V 
et  VI;  1839.)  M.  Poncelcl  a  inséré,  au  sujet  do  ces  Mémoires,  dans  le 
même  Recueil,  des  développements  sur  les  relations  projectives,  où  il 
montre  que  la  théorie  des  polaires,  avec  une  conique  quelconque,  conduit 
h  la  môme  relation  que  la  parabole.  Gela  Cbt  évident  ici,  puisque  cette  rela- 
tion a  lieu  dans  les  fi(;ure8  corrélatives  les  plus  (générales. 
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Rentar^ue.  —  La  figure  |)i'0|i»si-fi  se  coiiipuife  il^quutrc  poinli, 
a,  b,  c,  rf;  (■!  il  trnli-c  ^aus  la  ligiire  i-orrHalïve ,  in<lq>Cli- 
d»iiimcut  lies  tiiialre  ilittilM  A',  B',  C,  Xi'  r^rrcspontluntc»  U  ces 
points,  di'tiK  autres  <]ruiu.-s  F' ciJ'  tjiii  curmpoDdi^iii ,  ns[>erlive- 
mt'iil,  uti\  points  situés  ii  l'inlinî  sur  les  ilroitrs  ab  et  ne. 

OSl.  Prenons  le  théorùine  du  Newton  sur  les  «Hamètnt  en 

•  .Sï  liant  le  plan  il'unii  courbe  géométrique  on  mine  ilft  imai- 
pcnate)  parallèles  rtiirr  ellri.  et  qu'on  prenne  sar  ehaeune  Ht  ta 
riroitet  le  centre  des  mayrnnei  ilîtlancet  de  tout  le)  puiats  d'intci- 
leelion  (  rérh  ou  Imaginaires  )  de  la  rourbe  par  la  droite ,  le  /ten  dr 
ce  point  tur  toutes  les  tniasversalrs  est  anc  ilroite.  u 

Ces(<fl-cltre  que  a,  b,  c,..      étant  l«s   points  d'ialersectioo 
[réels  DU  imaginitires  1  d«  la  (xiurlw    par  une  tfaiuv«raale ,  le 
point  m  (létermiiK!  sur  chaque  transversale  par  lYi]tiation 
(4)  «,«+«4+™,+  ...=,, 

Il  pour  lieu  géumétrii[iie  une  ligne  droite. 

Aux  transversales  correspondent,  dans  la  li^tire  corrt'lativc,  de* 
[Kiintt,  tous  silnés  sur  une  même  droite  J  correspondante  au  [wini 
lie  concours ,  à  rinrinî,  île  toutes  les  transversales  ;  et  «ux  ptùnls 
a,  b,.  .  .,  siiuM  sur  ntic  même  transversale,  correspondent  Irs 
tanyctites  A ,  B ,. . .,  à  la  nouvelle  rimrbc ,  îssin^s  il'uu  iiiOiiic  poîni 
du  la  droiic  J  ;  au  point  m  corresponit  une  droite  M  menoe  jiai 
le  lUL-uie  point  de  J.  On  aura  (CIO], 


=  >.. 


n{M, A) 
sin(J,  A).sm(J,  mT 

sin{J,  B;.sin(J,  M]  ' 


Substituons  ci 
rait  d'elle-n>ê 


valci 


n(M,\) 


si„(,l,  A) 
■..■c]iiioxpri.uc<THi.  pn.|,i 
.S>  l'un  pniiil  fltiiis  !(■  pli 


;  dans  l'équation  [b);  la  cunst^ui 
(jue  le  facteur  sin(J,  M),  et  Ion 
u(M,B)  _^  siu  (  M  ,  C  ) 
il  (  J  ,  B  1   "*" 


sin  (,!,(:) 


iHiiqu. 


A 
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fixe  J ,  et  que  Von  conçoive  toutes  les  tangentes  a  la  courbe  (  réelles 
ou  imaginaires)  A ,  B ,  C , . . .  issues  d'un  même  point  m  de  cette 
droite,  et  la  droite  M  menée  par  le  même  point,  sous  une  direction 
iléterminée  par  V équation 

sin(M,A)        sin  (M ,  B)  

8in(J,A)  "^  sin(J,B)   ^  ^' 

cette  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  quand  le  point  m 
glissera  sur  la  droite  J. 

Appelons  a,  ^,  c, ...  les  points  de  contact  des  droites  A,  B, 
C, . . .  avec  la  courbe  ;  a,  6,  7, .. .  les  distances  de  ces  points  à  la 
droite  M,  et  a',  6%  7%  . .  .  leurs  distances  à  la  droite  J  ;  on  aura 

a        sin  (M,  A)       6        sin(M,B) 
«'■"sin(J,  A)  '     C/  ""  sin(J,  B)  ' 

L'équation  devient 

:c  6  7 

Si  l'on  suppose  que  les  points  de  contact  a  ,  ^ ,  • . .  aient  des 
masses  m ,  m\ ...  en  raison  inverse  de  leurs  distances  a',  €',...  à 
la  droite  J ,  Téquation  se  change  en 

//i .  a  -H  /w' .  6  H-  m" .  7  4-  .  .  .  =  o  ; 

équation  qui  prouve  que  la  droite  M ,  à  laquelle  se  rapportent  les 
distances  a,  6,...,  passe  par  le  centre  de  gravité  des  points 
a,  by.,,  («2). 

Or,  ce  centre  de  gravite  est  précisément  le  point  qu*on  a  appelé 
le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a ,  A , . .  . ,  relatif 
à  la  droite  J  (463).  On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Si  par  un  point  pris  sur  une  droite  fixe  J  on  mène  les  n  tan- 
gentes (^réelles  ou  imaginaires)  à  une  courbe  géométrique  de 
i|i<M«  classe ,  les  n  points  de  contact  (réels  ou  imaginaires)  auront 
pour  centre  des  moyennes  harmoniques  relatif  à  la  droite  J,  un 
point  qui  sera  toujours  le  même,  quel  que  soit  Je  point  de  la  droite 
J  par  lequel  on  a  mené  les  tangentes. 

Si  la  droite  J  est  à  l'infini,  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
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dnicBt  Ir  ceMre  des  motmne»  A'auaers  [  469  I,  de  ntle  qu'on 
peut  dira  <\ue  : 

/•tant  litutitn  une  courbe  gêomètri^Hf ,  ti  ok  Im  mAu  AMtttt  Mt 
tangtnlrs  (  rrelUi  nn  Imaglnalrri  )  panlMri  A  mtr  m/mr  éroHt , 
Ict  fioinU  de  nHtltrcI  ait/vnl  pour  renirc  rirs  tHormnes  diitaata 
un  pitint  fixe ,  qarltr  ifue  mit  ta  ilirvcliou  tomotKJie  ries  tangrinri. 

63S.  Jutrement.  —  Comme  Ions  \ts  sc^eob  d«  l'cqualion 
que  nous  avions  il  transfomicr  uot  une  m^me  origine,  on  peut 
faire  In  iransfomialion  î m mnl internent ,  sans  se  ser%-îr  det  for- 
mule* [  Itl9 ,.  Pour  ccin,  on  i^ril  l'êquatioD  ainu  : 


V,  va  appeUnl  j  le  poial  à 


I 


Poiïqiie  tous  le»  lermes  sont  des  rapports  an  harmoniques,  on 
1,  dans  la  %Dre  corrélative, 

ibfM.B) .  «n  (S,  B]      imfM.C) ,  atnfl.C)  _ 

w\  (■■>!,  a""  ■  siii  (J,  Ai"*"*!!!  iM.  AT  'in'J.  ^^i +  ••■  +  '— **• 


sinlJ.A)'^ 
(.'St  l'équation  trou 

U.   Transfon 


n  (  M ,  B  J 


M  dci   reFalio 


623.  Quand  les  relations  d'angles  se  peuvent  ramener  à  des 
r.ippiirts  anliarnioniijncs  (le  sinus,  la  transformation  se  faitdVlle- 
inême;  mais  il  y  a  peu  de  questions  oii  cela  ait  lien.  On  conroii 
qu'il  est  plus  iliflicilc  <le  former  des  rapports  anharmoniqucs  de 
sinus  que  des  rapports  anli.irmoniques  de  segments,  parce  que, 
pourceu\-ci,  trois  pninis  suffisent,  puisqu'on  supplée  au  quatrième 
par  le  poiiit  silué  à  l'infini,  landis  <|ue  pour  les  angles  il  faut  né- 


X 
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ceasairement  quatre  droites.  Aussi  les  relations  d'angles  transfor- 
niabl  e  directement,  c'est-à-dire  sans  qu'on  les  remplace  par  des 
relations  de  segments  sur  lesquels  on  ferait  la  transformation,  ne 
sont  pas  très- variées. 

Cependant  il  est  un  cas  général,  susceptible  de  nombreuses 
conséquences,  auquel  s'appliquent  nos  deux  méthodes  générales 
de  transformation;  c'est  celui  où  tous  les  angles  que  l'on  a  à  con- 
sidérer dans  une  figure  sont  de  même  grandeur,  quelle  que  soit 
leur  position.  La  propriété  commune  et  caractéristique  de  tous 
ces  angles  se  conserve  dans  la  figure  transformée,  ce  qui  donne 
lieu  à  des  résultats  très-intéressants. 

<IM.  Cette  propriété  s'exprime  par  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a  dans  un  pian  plusieurs  angles  (A,  A'),  (B,  B')., 
(C,  C),  etc.,  de  même  grandeur  y  et  comptés  dans  le  même  sens  de 
roiation  à  partir  de  leurs  origines  A,  B,  C,...,  quelle  que  soit  la 
position  de  ces  angles,  on  peut  considérer  que  leurs  côtés  forment 
sur  la  droite  située  à  l'infini  deux  divisions  homographiques  dont 
les  points  doubles  [imaginaires)  sont  toujours  les  mêmes,  quelle 
que  soit  la  grandeur  commune  des  angles; 

Ety  si  l'on  décrit  dans  le  plan  de  la  figure  un  cercle  quelconque, 
ces  points  dtmbles  seront  les  points  d* intersection  de  ce  cercle  par 
la  droite  située  à  V infini. 

Ce  théorème  fort  important  sera  démontré  dans  la  théorie  du 
cercle  (652). 

6S5.  RÉciPAOQUEHENT  :  Quand,  dans  une  figure ,  plusieurs 
angles (  A ,  A' ),  ( B ,  B'  ) ,  (C ,  C ) ,  etc.,  de  grandeur  quelconque , 
mais  comptés  dans  le  même  sens  de  rotation  h  partir  de  leurs  ori^ 
gincs,  interceptent  sur  une  droite  des  segments  A2l\  bb',  ce',..,, 
dont  les  origines  a,  b,  c,...  et  les  extrémités  a',  b',  c',.,.  forment 
deux  duHsions  homographiques  ayant  leurs  points  doubles  imagi- 
naires ,  on  peut  faire  la  transformation  homographique  de  la 
figure  y  de  manière  à  avoir  des  angles,  tous  de  même  grandeur. 

En  effet,  nous  avons  vu  (180)  que  si  Ton  forme  plusieurs 
angles  ayant  le  même  sommet  et  sous-tendant  les  segments  aa\ 
6^',  etc.,  on  peut  faire  la  perspective  sur  un  plan,  de  manière 
que  tous  ces  angles  deviennent  égaux,  et  que  la  droite  abc, . . 


L 
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piiïSL-  il  rinfinî.  Alors,  noii-sriilcmcni  ces  un$l<'«  Je  mOme  wim- 
mct,  iniiis  tiiusiiiitresiimsiiits-ieiiJent  les  segments  ira',  //b',rtc,, 
ileviennenl  égaux  en  )K!r«|)cciive.  Or  tu  perspective  de  la  lî^urc 
est  une  fîj!urc  liomograpliique  ;  le  théorème  esi  donc  démuntn-. 

ose.  D'apri-s  le  iln-orèuio  (624),  >|uan<l  on  a  ilans  une  R^n 
pUisieiirs  nn^lcs  de  même  {^raiideiii-,  il  leur  corres)iiind  dans  l> 
(Icure  homographiqiie  desangicsdont  lescâtés  marquent  sur  une 
rerlAine  (Imite  deux  divisions  liomo-^raphiqtics.  Celle  druite  eW 
celle  qui  correspond  à  t'inllni  de  la  première  figure;  et,  si  itans 
la  première  (î);urc  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la 
seconde  (ijiiire,  une  conique  dont  les  points  d'inierscclion  par  11 
droite  en  question  sont  pei'cisémcnt  les  points  douilles  des  deut 
divisions. 

Si  c'est  la  transromialiou  corrélative  que  l'on  Tait,  aux  auf^le* 
(A,  A'],  (H,  II'),  elc,  de  la  première  figure,  cnrresptiiMlent,  dans 
la  seconde,  des  segments  un',  bb',...,  situés  sur  dc«  droite*  tUfTé- 
renu-5,  corresjwndanlcs  aux  sommets  des  angles,  c(  ces  segments 
sont  tels,  que  les  droites  menées  d'un  eert.iin  point  fi»e  ii  leurs  ori- 
ginesd,  h,...  ei  ù  leurs  extrémités  a',  b',..,,  forment  deux  fais- 
ceaux homogrAphiques.  Le  point  fixe  est  celui  qui ,  dant  U  secondt^M 
figore,  correspond  àrinfinidelapremière:et,  si  dans  la  preraiëi^^f 


une  conique  <!nnt  les  I 
sont  les  ravnnsdo'ibles 


des  di'iix  faisceaux. 


6Ï7.  Faisons  quelques  appli 

«  Si,  autour  d'un  point  d'i 
tourner  un  angle  de  grandeur 
deux  calés  in terccp lent  dans  le 
eon  ce  ni  ri  que.  ■> 

Les  deux  ratés  A,  A'  de  l'angle  mobile  fur 
homojjraiiliiques  dont  les  rayons  doubles  pa 
d'intersecii'in  du  cercle  et  de  la  droile  siiuit 
les  deux  cercles,  étani  roneentriqui's,  (inl  ur 
.fille  droile  (719);  parr. 


(A,  A'),   la  coi-dc  que  ses 
enveloppe  un  second  ctrcle 


s<'nl   par  les  points 

à  l'infini  (624);  et 


t  la  fi{:ui'c  lioui»|^i'apiii<|iu' donne 


.■  ./.■/< 


\ 
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un  point  d'une  conique ,  les  cordes  interceptées  dans  cette  courbe 
par  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  enveloppent  une 
seconde  conique  qui  a  un  double  contact  avec  la  première  sur  la 
corde  interceptée  dans  celle-ci  par  les  rayons  doubles  des  deux  fais- 
ceaux (*), 

M8.  Dans  le  cas  du  cercle,  si  Tangle  de  grandeur  constante 
(A,  A')  est  droit,  la  corde  qu'il  intercepte  est  un  diamètre;  par 
conséquent  la  droite  qui  lui  correspond  dans  la  figure  transformée 
passe  par  un  point  fixe.  Mais  alors  les  deux  faisceaux  formés  par 
les  côtés  A ,  A'  sont  en  involution  (  246  )  ;  on  a  donc  ce  théo- 
rème : 

Si  par  un  point  tl'une  conique  on  mène  trois  couples  de  droites 
formant  une  involution,  les  trois  cordes  que  leurs  angles  intercep- 
tent dans  la  courbe  passent  par  un  même  point. 

HM.  Le  théorème  sur  le  cercle  (627)  donne,  par  la  figure  cor- 
rélative, le  suivant  : 

Si  deux  divisions  homographiques  sont  formées  sur  une  tangente 
k  une  conique f  et  que  par  deux  points  homologues  on  mène  deux 
tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  du  point  d* intersection  de  ces  deux 
tangentes  sera  une  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  pro- 
posée; le  pôle  de  contact  sera  le  point  d* intersection  des  tangentes 
menées  à  la  conique  par  les  deux  points  doubles  des  divisions  ho- 
mographiques. 

Si  l'angle  (A,  A')  dans  le  cercle  est  droit,  les  deux  divisions 
homographiques,  sur  la  tangente  à  la  conique,  sont  en  involu- 
tion y  et  alors  le  lieu  du  point  d'intersection  des  tangentes  h  la 

(*)  Ici  lemblerait  se  présenter  une  difliculté;  c'est  qu'il  n'y  aurait  de 
corde  interceptée  dans  la  conique ,  qu'autant  (|uc  les  deux  rayons  doubles 
MraicBi  réels,  ce  qui,  précisément,  n'a  pas  lieu  dans  la  figure  résultante 
dfl  !•  transiormation  du  cercle;  mais  Pobjeclion  n'est  qu'apparente,  car,  en 
féaênl,  un  système  de  deux  droites  ima|;inaires  dont  le  point  de  concours 
est  réel,  telles  que  les  rayons  doubles  de  doux  faiscoiiux  homographiques, 
donne  lieu,  à  Pégard  d^une  conique,  h  deux  droites  toujours  réelles,  qui 
rencontrent  la  conique  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites  imaginaires. 

Qoand celles-ci  ont  leur  point  de  rencontre  sur  la  conique,  l'une  des 
deia  droites  réelles  est  la  tangente  en  ce  point. 

29 
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roniijae,  menva  finr  ilriix  poinit  hciiinloguc»  fit»  deux  divisions— 
m  InpoliUlnH ,  «/  une  lignr  *//o//(r.  Celte  tiroili!  esl  U  iioliiw  di^a 
[Kiinl  iIp  «inwitirs  d«  driix  tnn^-niM  nienre»  par  lespoinh  rfoii— 
Mm  do»  ilnix  iliviitoi». 

fiïO.  Hujipotonx  liuns  ces  ihcori-ioci  que  In  Ungi-nie  à  la  (■»- 
ni(|ii(r  ioil  à  l'infini,  «miiiel  ca»  celle  courbe  est  une  parabole; 
«  prcnon»,  pour  les  ilcust  ilivisioos  Iiomo^^rapliiques ,  celle»  cjut 
Kraii-nl  formée»  par  les  ileim  riitês  d'un  nn(;le  tie  grjiuleiir  con- 
ïlanie  loumani  atilonr  «le  son  sommet.  On  m  ronrJat  que  : 

Si  un  angle  de  grnmleur  roniOintir  te  mciil  de  manirii!  qae  stt 
fôtéi  loient  lnaj"nr»  l/ittgr»tt  A  itnr  purabale,  la/i  tommel  'téirim 
iinr  ranit/uf  afant  un  doublr  roatact  avec  la  pambolr. 

Si,  »i  l'anglf  rut  dmit,  Ir  sommet  décrit  une  ligne  dmlte. 

051.  '■  Si  aiiiuiir  du  rpulre  d'un  cerclo,  comme  somnid,  on 
fuit  tourner  un  angle  de  {ji-andeur  constante,  la  corde  fjii'il  inier- 
cepie  dans  le  eerrle  enveloppe  un  cercle  concenlrit]ut'.  - 
I.a  iransrormalÎDn  honingrapliiqiie  donne  ec  thèuréinc  : 
$1,  aHioar  d'un  point  fire,  on /ait  murticr  deux  rayons  fort 
par  leurs  positions  lureessives ,  deux  /aisreaux  iomegrapU^MU, 
dont  les  rayons  dtuihle»  so/rnt  les  tangentrs  à  la  conitfve  hnte*  du 
point  fi.TC^  In  conir  r/iic  rcs  deux  rnyi<n.\  n  angle  viirinblc  inlcr- 
•■rpteril  dans  la  roitiifui-  ciin-li<pjie  iitii:  sfrondi:  coiiii/iic  i/iii  a  un 
ilnubir  rimlncl  aerr  In  ptr>p«sèf  sur  lu  pnliiire  du  pninl  Jixc, 


U32.    Pa 
er-lc  doni 


I    l\w 


drs   II-;. 


■■l;Uivcs,  le  thiV 


•A» 


eles 


Si  sur  iinr  dni'tc  /î.rf,  dans  Ir  plan  il'iini-  ronii/ur,  nn  forme  drus 
divisifiiii  /iimir)griip/iii/i)i;<  ayniil  pnii r /i"i ril.<  doubles  les  pnints  iln  In 

dr  grandriir  vnrinldr  .irr-iunl  à  In  cmi'fjiie,  dr  manière  que  les 
p,iint>  iiii  \ri  i6lf\i  riiiriiiiireiit  In  dioile  fixe,  scient  Iniijniirs  deux 
point'  l"-nio/ii!^iie.\  des  drii.r  dii'isinns    /ii>in"graji/iir/iies,  le  .' 


,"/ed.r 


un  d.uil,l.   ennfarl  a<-rc  la /.m 


/"'"'■ 
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pUre  le  «ominet  d*iin  angle  de  grandeur  doiinoo,  v\  quelle  que  soit 
la  posirion  de  cet  angle,  la  eorde  qu^il  intercepte  <lans  le  eercle 
«DTeloppe  un  cercle  concentrique.  » 

Soient  A  et  A'  les  deux  cdtés  de  Tangle,  coniptés  toujours  dans 
le  même  sens  de  rotation  :  ils  vont  rencontrer  la  droite  à  Tinfîni 
en  deux  points  a,  a'  qui  appartiennent  à  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  les  points  doubles  sont  les  points  du  cercle  situés 
àTinfini  (6S4).  Diaprés  cela,  si  l'on  fuit  la  déformation  homogra- 
phique ,  on  a  ce  théorème  : 

Sig  sur  une  droite  menée  dans  le  plan  d'une  conique,  on  forme 
deux  divisions  homograp h i(/u es  ayant  pour  points  doubles  les  deux 
points  d'imterscetion  de  la  conique  et  de  lu  dmite,  les  droites  me- 
nées  de  deux  points  homologues  quelconques  des  deux  divisions  h 
un  point  quelconque  de  la  conique,  interceptenmt  dans  cette  courbe 
une  cotde  qui  em^elopjwra  une  seconde  conique  ayant  un  double 
eontaet  avec  la  projtosée  sur  la  droite  sur  laquelle  sont  les  deur 
diptsions. 

634.  Par  la  théorie  des  fij^ures  corrélatives,  on  conriut  du  théo- 
rème sur  le  cercle ,  celui-i*i  : 

Quand  deux  faisceaux  homograpliiques  émanés  d'un  même 
point  fixe  ont  pour  rayons  doubles  les  deux  tangentes  mener x  de 
ce  point  à  une  conique,  si  Von  mène  une  tangente  quelconque  à  cette 
courbe,  et  que  par  les  points  où  elle  rencontre  deux  rayons  homo- 
logues quelconques  des  deux  faisceaux  on  mène  deux  autres  tan- 
gentes à  la  conique,  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes 
aura  pour  lien  géométrique  une  seconde  cnnique  qui  aura  un  double 
contact  avec  la  prtyfMsée  :  le  point  fixe  ^centre  comotnn  des  deux 
faisceaux,  sera  le  jnMe  de  corUact  des  deuv  courbes. 

OôK.  On  |>cut  appliquer  ces  procédés  de  transfonnalion  à  beau 
coup  d*autres  propriétés  du  cercle  ;  mais  il  est  inutile  de  nous  v 
arrêter  ici.  Nous  ferons  seulement  remarcpier  cpie  cette  théorie 
donne  la  solution  d*nne  question  qui  a  pu  se  pn'seuter  souvent  î^ 
Tesprit  des  géomètres ,  «lans  CfS  sortes  de  iransforniatinus,  parti- 
culièrement dans  les  a|>plications  de  la  perspective  :  Qu'est-ce  que 
deviennent  des  polygones  réguliers  j  et  comment  peut-on  construire 

*9- 
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\  priori  vin  polygoiw  f|ui  |»iiU»c  tlfvcnir,  «liins  une  Iramrorm^ttion 

liHmopi«)>hi<Hic  ou  corrélative,  un  |iolyt;ont;  rrgulîor? 

Daii»  II»  ]Hily(;oii<!  régulier,  tnii»  les  rûtn  soni  août-tendus  [MT 
de»  anj;lc6  an  centre  du  tercle  cirronscrit ,  tous  rgaux  entre 

n'aprùs  cela  ,  ciini-cviiis  <|ue  (lar  un  point  fixe  O,  pri»  dans  l'îi^ 
térieur iriint!  miii(|iie,  on  mt-nr  m  rayons  A,  it,  C,...,  formant  un 
premier  fawTMu  ;  les  rayons  pris  en  conimençnnt  pir  le  sennul 

savoir  n,  C,  D formeront  un  se<-(md  faUceaii;  si  Iw  denx  fa»^' 

rcAUN  ,  dan»  Irsipiels  les  rayons  B,  C,  D,...  du  second  seront  l 
homologues  respectifs  des  rayons  A.  B,  C,.  -do  premier,  sol 
honiographi>]ucR,  les  cordes  inlcrceplees  dant  la  conique  par  li 
angles  (A.B),  (B.  C),elc.,  »cr<ml  les  cûlés  d'un  polygone  pr 
venant  de  la  perspective  ou  déforniation  hamo|:raplii(|ue  d'un  p 
lygoDC  rêgidicr. 

Par  conséciuvnl ,  le»  proprii'-ti-s  relatives  aux  pulyjjones  régi 
liera  s'appliqueront  ann  polygoni^s  dont  il  est  question, 

636.  Prenons  ce  tltêoi-cme  ;  '  Un  polygone  régulier  de  m  côl 
étant  insci-it  â  un  cercle,  la  somme  îles  puissances  w  (m  étant  <^i 
des  distances  dese»sommetsàunedroiteliae,  reste  conUaniequai 
on  fait  lourner  le  polygone  autour  du  centre  du  cerele  (1U9). 

On  en  rondiil ,  ],ar  une  ,!,■  forma  (ion  li.»moi.-niiibinn.',  qti<-  ■ 

Si  un  /iiiint  0,pris  dtuis  l'intérieur  d'une co/iiqae,  r.U  Urémie 
d'iin/aîsciau  itc  m  lajons  OA ,  Oli,  OC,...,  tels,  que  In  rayom 
pns  comccativcnitiit en  comniençnntptir  le  teronil,  savoir  OB,  OC, 
OD,...,  forment  un  second  faisceau  hfmw«rapbiijuc,  la  somme  des 
puissances  n  [n  étant  <^m]  îles  dislances  des  points  où  tous  ces 
rayons  rencontrent  ta  courbe ,  h  une  droite  fijrc,  divisées  resprrtîpe- 
ment  par  les  puissances  n  des  dislances  des  mêmes  points  h  la  po- 
laire du  /toint  fixe,  restera  roiistiinte  quand  on  fem  tourner  le  fais- 
ceau de  rayons  autour  du  point  O. 

007.  Si  c'est  la  fl^^urc  corrélative  que  l'on  fait  à  l'cgard  du 
théorème  sur  le  cercle,  on  obtient  un  théorème  relatifs  un  polv- 
gone  circonscrit  à  une  conique  : 

Si  un  point  0  pris  dnns  l'intérieur  d'une  ronir/ue  est  le  centri 
d-i>nfwsce<in  de  m  /«jo/jîOA,  OB,  OC,...,  déterminés  comme  îl  a 
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élc  du  dans  le  théorème  précédent ,  et  que  par  les  points  où  ers 
rayons  rencontrent  la  courbe  on  mène  les  tangentes,  la  somme  des 
puissances  n  [n  étant  <1  ni)  des  distances  de  ces  tangentes  à  un 
point  fixe ,  divisées  par  les  puissances  n  des  distances  des  mêmes 
tangentes  au  point  0,  reste  constante  quand  on  fait  tourner  le 
faisceau  des  m  rayons  autour  du  point  O. 

Ce  théorème  elle  précédent  donnent  lieu  à  diverses  autres  pro- 
positions dont  le  développement  ne  peut  trouver  place  ici  (*). 

lu.  Usages  de  la  théorie  des  figures  homologiques  et  de  celle  des  polaires 
réciproques  pour  les  transformations  d^angles. 

658.  La  théorie  des  figures  homologiqties  donne  parfois  le 
moyen  d'appliquer  à  imc  figure  des  propriétés  d'angles  d'une  autre 
figure;  c*est  dans  le  cas  où  tous  les  angles  que  Ton  considère  ont  le 
même  sommet.  On  prend  ce  point  pour  le  centre  d*homologie  des 
deux  figures;  et  il  peut  en  résulter  certaines  conséquences. 

Par  exemple  y  deux  coniques  qui  se  touchent  en  un  point  sont 
homologiques  par  rapport  à  ce  point  pris  pour  centre  d*homolo- 
gie  (**)  :  un  angle  qui  a  son  sommet  en  ce  |)oint  intercepte  dans  les 
deux  courbes  deux  cordes  qui  sont  deux  droites  correspondantes 
ou  homologiques;  et  si  cet  angle  tourne  autour  de  son  sommet, 
les  deux  cordes  envelopperont  deux  courbes  qui  seront  homolo- 
giques; de  sorte  que  les  propriétés  de  Tune  feront  connaître  les 
propriétés  de  l'autre.  Cela  posé,  concevons  que  l'une  des  coniques 
soit  un  cercle,  et  que  l'angle  tournant  soit  droit;  la  corde  qu'il 
intercepte  dans  le  cercle  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male commune  aux  deux  courbes,  puisque  ce  point  est  le  centre 
du  cercle.  Il  s'ensuit  que  la  corde  interceptée  dans  la  conique  passe 
aussi  par  un  point  fixe  situé  sur  la  même  normale  Ce  qui  est  un 
théorème  bien  connu. 

Si  Tangle  tournant  n*est  pas  droit,  la  corde  qu'il  intercepte  dans 
le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique  ;  donc  la  corde  inter- 
ceptée dans  ta  conique  enveloppe  une  seconde  conique. 

(*)  Voir  Comptes  rendus  des  Séances  de  V Académie  des  Sciences,  l.  XXVI  ; 
séance  du  !13  mai  1848. 

(*•)  Poncelet;  Traité  des  Propriétés projecHvcs;  p.  171  el 'ibo. 
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Or  tlfux  i^i^i'clcs  conruiitriiinea  peuvtiit  vtn    ivgHrdi-s  cimint'l 
ayant  un  double  conuci  sur  la  droite  siliiùc  jt  l'intini  (  719]  ;  iltU 
la  nouvdU'  conii|u<?  a  un  double  contsrl  avec  la  proposw  m 
drcitlc  qiti,  (luiis  celti!  <.'iiiiii)ue,  correipund  k  l'inlini   du  ce 
On  a  doDc  ce  ihcomiic  : 

Sî ,  auteur  d'un  point  d'une  conique,  romme  tommet,  o»  /ait 
toumtr  an  aigle  de  grandeur  eonttanle,  la  eiirde  qu'il  iiiterttpte 
tlans  la  caaii/iw  enveloppe  une  s/^eortde  eonti/ue  ■/«<  a  un  rfoiiMp  J 
eontael  avec  la  propotée  (*  )■ 

Cela  est,  uimme  on  voit,  un  eas  jurticulter  ilu  théuninie  (  OflT]^ 
obtenu  par  la  tnétliodc  générale. 

059.  Une  cnnifjue,  et  un  r«rcle  ayant  son  centre  en  l'iin  d 
se«  foyers,  sont  deux  courbes  homo'o^iques  dont  te  centre  d'IiA 
molfl^'ieestau  foyer  (**).  Si  un  angle  <le  grandeur eooslnntr  tourné 
autour  de  ce  point ,  comme  sommet ,  la  corde  qu'il  intercepte  du 
le  ccivle  enveloppe  un  cercle  concenlriqiie.  Donc  la  eorde  w 
eeptèe  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  eiinir/ue  qui  a  iMiB 
double  contact  avec  la  propor^.  Le  contact  (  imaginaire  )  a 
la  directrice  correspondanie  au  foyer;  parce  que  cett«  droite  a 
la  poldfc  du  foyer,  et ,  par  conséquent ,  (correspond  à  la  drcnUfl 
l'infini  dans  le  cercle ,  Inquelle  est  la  polaire  du  centre. 

Ces  exeiii|)lcs  sufTisenl  ]>our  montrer  comment  la  tliéorie  des 
fi(i;ures  homulogîques  a  pu  servir  à  faire  des  transformations  de 
propriétés  relatives  aux  angles.  C'est  dans  le  Trailc  des  Pmprirlês 
projrctîKcs  de  M.  l'oncelct,  que  l'on  trouve  les  premiers  exemples 
et  les  plus  heureuses  applications  de  cette  méiiiode. 

040.  Pour  la  tiansforuiation  des  aiii^les,  dans  les  figures  corré- 
lalives,  on  peut  se  servir  du  la  llnéorii;  dos  [lolaircs  réciproques, 
en  prenant  un  cercliï  pour  conique  uu\iliuirc.  Kn  crf>>l,  dans  le 
cercle,  le yjd/c  d'une  droite  est  sur  le  rayon  perpendiculaire  ù  la 
droite.  Il  s'ensuit  que  l'angle  de  deux  droites ,  dans  une  figure  , 
est  égal  à  l'angle  des  rayons  menés  d'un  point  fi.tc  aux  deux  points 
qui  eorresjiondent  à  ces  droites  dans  la  ligui-e  polaire.  De  l.'i  résulte 
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la  métliode  féconde  due  à  M.  Poncelet  et  dont  les  géomètres  depuis 
ont  fait  de  nombreuses  applications. 

Ainsi ,  de  ce  théorème  :  «  Les  perpendiculaires  abaissées  des 
sommets  d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés ,  passent  par  un  même 
point,  »  on  conclut  celui-ci  :  Si  (Cun  point  fixe  on  mène  des  droites 
aux  trois  sommets  d'un  triangle^  les  perpendiculaires  à  ces  droites, 
menées  par  le  même  point ,  vont  rencontrer  les  côtés  opposés  aux 
trois  sommets  respectivement ,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

641.  Dans  ce  système,  où  Ton  prend  les  pôles  et  polaires  par 
rapport  à  un  cercle ,  la  conique  qui  correspond  à  un  cercle  a  Tun 
de  ses  foyers  situé  au  centre  du  cercle  auxiliaire.  Supposons  que 
l'on  considère  dans  le  cercle  proposé  un  angle  de  grandeur  donnée, 
ayant  son  sommet  sur  la  circonférence,  cet  angle  intercepte  dans 
le  cercle  une  corde  qui  enveloppe  un  second  cercle  concentrique. 
On  en  conclut  ce  théorème  :  Si ,  autour  du  Jbjrer  d'une  conique,  on 
/ait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante ,  et  que  par  les  points 
où  ses  côtés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  on 
mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  le  point  d'intersection  de  ces 
deux  tangentes  aura  pour  lieu  géométrique  une  seconde  conique 
ayant  un  double  contact  avec  la  première,  sur  la  directrice  cor- 
respondante au  foyer. 

Si  Tangle  tournant  est  droit ,  le  lieu  est  la  directrice  elle-même . 

64!l.  Dans  ces  exemples ,  les  angles  que  nous  avons  eu  a  trans- 
former sont  égaux,  de  sorte  que  notre  méthode  générale  s'y 
applique  aussi,  et  elle  procure  immédiatement  des  résultats  plus 
généraux,  puisque  les  angles  de  la  nouvelle  figure  n'y  sont  pas 
nécessairement  de  même  grandeur.  Ainsi  le  théorème  précédent 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  (GS4)  conclu  de  la  même 
propriété  du  cercle  par  la  méthode  générale,  puisque  celui-ci 
exprime  une  propriété  relative  à  un  point  quelconque  pris  dans 
le  plan  d'une  conique,  tandis  que  ce  point  est,  dans  le  théo- 
rème (641),  nécessairement  un  des  deux  foyers  de  la  courbe. 

Il  est  vrai  qu'après  avoir  démontré  un  théorème  relatif  au  foyer 
d*une  conique  par  la  transformation  polaire  d'un  cercle ,  on  peut 
généraliser  ensuite  ce  théorème  et  rappliquer  à  un  point  quel- 
conque, par  une  transformation  homographitiue. 
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Si  la  mrtltoije  des  polaires  leciproques  ne  conduit  (lî» 
diatement  aux  rtMiliuls  les  ^liis  gén^raii^t,  elle  peut  ofTrir  un  autre  1 
«vantHge,  car  elle  serait  seule  applicable  dans  des  qutrstions  oik  l 
ToD  aurait  û  ronsîilérer  des  angles  de  grandeurs  dilTéreiites.  Maïf  | 
re  cas  ne  s'est  probablemrnt  présenté  (jtie  fort  rarement  dans  la 
applications  que  l'on  a  pu  fdjro  de  i-etie  méthode  in{;énieuse,qiii  , 
a  puissamment  contribué  aux  progrès  de  la  Géométrie  depuis)'^  J 
piirilion  du  Tmiti' des  /'ni/'riélc.i  /irnjcctivrs. 
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QUATRIÈME  SECTION. 

DES   CERCLES. 


CHAPITRE  XXVIII. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  IM  CERCLE. 


§  I.  —  Du  rapport  anliarmoniquc  de  quatre  points  d'un 

cercle. 

1. 

643.  La  seule  propriété  du  cercle  que  nous  supposerons 
connue  est  celle-ci  :  Tous  les  angles  gui  ont  leurs  sommets 
en  des  points  de  la  circonférence  et  qui  sous-tendent  une 
même  corde,  sont  égaux  ou  suppléments  l'un  de  l'autre. 
Cette  proposition  va  nous  servir  à  introduire,  dans  la  théo- 
rie du  cercle ,  la  notion  du  rapport  anharmonique  qui  de- 
viendra la  base  des  développements  ultérieurs. 

644.  Si  de  deux  points  fixes  P,  P',  pris  sur  la  circonfé^ 
rence  d'un  cercle  (fig.  i34) ,  on  mène  des  droites  à  chaque 
point  m  de  la  circonférence  y  ces  droites  forment  deux 
faisceaux  homo graphiques. 

En  ellet,  deux  droites  Pm,  Vu  du  premier  faisceau  fout 
entre  elles  le  môme  angle  que  les  deux  droites  correspon- 
dantes P'm,  V n  du  second  faisceau;  donc  les  deux  fais- 
ceaux sont  homographiques  (145). 

Il  est  clair  que  le  rayon  PP'  du  premier  faisceau  a  pour 
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faoutologut! ,  dans  le  sfcoiid,  la  taiigciilp  au  ccitlc  m  P'; 
fl  pamllfitneiil,  ({ug  )a  laiigeiiUt  en  P,  considi^rôc  comme 
rayoudu  premier  faisceau,  a  pour  homologue,  danalu  se- 
cond ,  II-  rayou  t"  P  (  3it  ) . 

(itë.  Le  tli<k)rèmc;  pri^cédeut  est  susceptible  d'au  auirc 
t'noncé  ;  nu  peut  dire  que  ;  Si  par  quatre  points  fixes  a ,  b, 
c,  d,  piU  sur  la  virconféroncti  d'un  ceirlo  (fig.  i35),  ot 
aiène  quatre  droilas  à  un  même  point  p  de  la  circonfé- 
nmccy  le  rapport  anfiarmonit/ne  de  ers  quatre  droites 
est  constant,  quel  que  soit  ce  cinquièitm  point. 

Nous  appellcroiia  cc'lte  valeur  eoDstanle  le  rapport  an- 
harmonique  eîdS  quatre  points  a,  b,  c  ,  d  du  cerclu- 

(î-ttS,  Trotifcr  les  points  d'intcrsnction  d'une  droite  cl 
d'tm  cercle. 

Les  deux  rayons  tournanU  P/n,  fni{fig.i'i6)  mar- 
tjucni  sur  la  droite  deux  divtsious  homogtaphiqucs,  dont  les 
poîiils  doubles  serout  ëvidemmeni  les  points  d'intcraixrlioii 

On  iwastruira  ces  poîou ,  soit  au  moyeu  de  trois  couples 

queli-onques  de  points  conju£;o('s  « ,  a'  drs  di'uv  divisions . 
soit  en  si!  servant  des  points  1  et  J',  dont  les  lioniologucs  sont 
àl'iiiiini(iri4), 

ObsciVHtion.  — Il  résulte  de  là  que  les  propriétés  rela- 
tives aux  points  d" intersection  d'un  cercle  par  une  droite 
se  peuvent  conclure  de  celles  des  poinls  doubles  de  deux 
divisions  lioniographii|ues. 

Ce  que  cette  méthode  a  dn  plus  utile  ici,  c'est  qu'elle 
permet  d'introduire  dans  la  lliéorio  du  rerrle  la  notion  des 
poinls  imaginaires,  qui  semblait  exiger  l'emploi  de  la  (léo- 
métrie  analytique.  On  lève  par  là  une  grande  diilicnllé  qui 
entravait  la  marche  de  la  (léométrie  pure.  INoiis  \errons 
plus  loin  {*)  cond)ien  la  «onsidéralion  des  imaginaires  peut 
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être  utile  comme  moyeu  de  démonstration,  même  dans  des 
propositions  exclusivement  relatives  à  des  objets  réels. 

647.  Prenons  pour  les  points  P,  P'  les  extrémités  d'un 
diamètre  [fig-  iSy) ,  et  soit  p  le  point  où  ce  diamètre  ren- 
contre la  droite  proposée  L. 

Qu'on  mène  la  corde  P'M  parallèle  à  cette  droite,  puis 
la  corde  PM  5  celle-ci  marquera  sur  la  droite  le  point  I  (154), 
qui  sera,  par  conséquent,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  P  sur  la  droite.  De  même,  la  perpendi- 
culaire P' J' marque  le  point  J'.  Le  point  milieu  O  des  deux 
1  et  J'  est  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  (154). 
Par  conséquent ,  on  en  conclut  que  :  Le  pied  de  la  per^ 
pendiculaire  abaissée  du  centre  d'huit  cercle  sur  une  droite 
est  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  (réels  ou  inia- 
ginaires)  de  la  droite  et  du  cercle. 

648.  Considérons  le  point  p  comme  appartenant  à  la 
première  division,  et  conséquemment  au  rayon  PP^  du 
premier  faisceau,  son  homologue  p'  sera  sur  la  tangente 
en  P'  (644) ,  laquelle  est  perpendiculaire  à  PP'.  On  peut 
exprimer  les  deux  divisions  homographiques  par  l'équation 

pa.pa' — py.pa  —  pl.pa'  -h  pl.pp'=:  o    (  tô2); 

et  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  du  cercle  se  dé-»^ 
terminent  par  celle-ci  : 

pa — (pi +•  pJ')pa  4- pl.p/ =  o. 

Soient  e,  f  ces  points  (réels  ou  imaginaires)*,  le  produit 
pe.pfc&l  égal  au  dernier  terme  pl.pp' . 

jiutreinent.  Considérons  les  deux  points  p  et  I  de  la 
première  division ,  dont  les  homologues  ,  dans  la  seconde  ^ 
sont  p'  et  I'  (celui-ci  à  l'infini);  les  deux  couples  p,  I',  et 
I,p^ forment  avece,/*,  une  involution  (259)  dont  le  point 
central  est  p,  puiscjue  son  conjugué  1'  nst  à  Tinfini  ;  on  a 
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|V.T.f/=p!.pp'     (197). 
Cela  po;ic,  ou  a,  daas  k-s  dimx  trianijlf»  sriiiblalflrs  ^II')j^ 

Doue 

Donc  :  Si  aiaouf  d'un  point  p  on  fait  loiuner  une 
vei:uJe,  le  produit.  di:x  xegmcnts  compris  nnUV  cb  point 
les  deux  points  [i-éels  oa  itnaginnire.t)  oit  cette  droite  rcn.' 
coni IV  le  cercle ,  rcxte  constant. 

Soit  C  le  ccmrc  du  cercle,  et  R  sou  rayon;  on  a 

pP.pV'^rpC  — R'. 

i-l ,  par  rnnsétiuiitit . 

Si  iepoiuip  csi  le  milieu,  O  des  deux  poiiils  i',J^  on 
0/=  —  0  e     et     Ôo  =  R'  —  ÔC. 

fU9.  Puisfi-K-  le  milii'ii  di's  cfcux  points  d"intrrsL-cti< 
d'une  droite  et  d'un  rercie  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  la  droite  (G^T) ,  il  s'ensuit  que  : 

Si  autour  d 'un  point  oa  fait  tourner  une  droite ,  le  nii- 
li<:u  des  deux  points  [réels  ou  imiiginaiivs)  oii  elle  ren- 
contre un  cercle  fixe,  a  pour  lieu  géoméirii/ue  un  second 
rciv/e  ayant  pour  diamètre  la  droite  menée  du  point  fixe 
au  centre  du  cercle  proposé. 

()50.  Quand  une  dmile  A  ne  rencontre  pas  un  tcrclc  .  les 
|x>ints  doubles  des  deux  divisions  lioino,^rapbiques  pat'  los- 
(pielles  on  cherche  à  déterminer  les  points  d'inlcrsee- 
lion  (64ti)  sont  imaginaires,  et  l'on  en  conclut  <^etl<î  pro- 
priété remarquable  (171)  ;  //  c.r/sic,  de  part  et  d'autre 
de  lu  droite  A    (fig,  iil6),    un  point  d'oii  l'on  voit  tons 
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les  segments  tels  que  a(x!  soiui  des  angles  de  même  gran- 
deur^ et  ce  point  est  toujours  le  rnéme,  quels  que  soient 
les  deux  points Jixes  P,  P',  pris  sur  la  circonférence. 

En  eflet ,  la  distance  du  point  en  question  à  la  droite  A  a 
son  carré  égal,  avec  le  signe  — ,  au  carré  du  demi-segment 
compris  entre  les  deux  points  doubles  (171),  et,  par  con- 
séquent, au  carré  de  la  demi-corde  imaginaire  interceptée 
sur  la  droite  par  le  cercle  (*). 

651 .  Détenniner  les  points  imaginaires  d'un  cercle  y  situes 
à  Vinjini, 

L'infini  est  une  ligne  droite ,  il  faut  donc  déterminer  les 
points  d*intersection  du  cercle  par  cette  droite  située  à  Fin- 
fini.  Les  rayons  Pm,  P'm,  qu'on  fait  tourner  autour  de 
deux  points  fixes  P,  P'  {Jig»  i36),  et  qui  se  croisent  en  un 
autre  point  quelconque  de  la  circonférence,  rencontrent  la 
droite  en  deux  points  a,  a*  situés  à  Tinfini  et  formant 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  demandés.  Or,  si  par  le  point  P  on  mène  la 
droite  Pm'  parallèle  à  P'/w,  elle  ira  passer,  à  Tinfini ,  par 
le  point  a'-^  de  sorte  que  les  deux  divisions  homographiques 
sont  formées  par  les  deux  côtés  de  Pangle  mVm' ,  Or  cet 
angle  est  de  grandeur  constante,  par  conséquent  ses  côtés 
P/;i,  Pm',  en  tournant,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques dont  les  rayons  doubles  (imaginaires)  répondent 
aux  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques  à 
Tinfiiii.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  points  d'intersection  d'un  cercle  par  la  droite  située 

à  V  infini  y  sont  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux 

homographiques  formés  par  les  deux  côtés  d'un  angle 

de  grandeur  constante ,  tournant  autour  de  son  sommet. 

L'angle  change  de  grandeur  si  le  point  P'  se  déplace  sur 

(*)  Ce  théorème  aiiru  iliverses  applicnliunsi  nou»  nous  en  servirons  no- 
tamment pour  démontrer  qu^in  cAneh  base  circulaire  peut  étr<*  coupé d^u ne 
seconde  manière  suivant  un  cercle.  (C^hap.  XXX IV.) 
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la  cirroiifrrmirc;  îl  en  roiiulic  (|nr  Ic3  layoïis  doubles  < 
Jcuv  faisceaux  forants  par  Ifs  lioux  v6tés  sont  toujoui-»  1 
mèraea,  quel  que  iioit  cet  angle,  ainsi  que  nous  l'avons  dt^ 
déinoiitiït  dirccicment  (l'S). 

052.  Si  par  un  point  quelconque  nn  métier  deux  droîtn 
A ,  A'  parallèles  aox  deux  côtés  de  l'aiiglir  m  Vm'  consïdtl'r^ 
flana  une  dtf  »ps  positions,  ces  deux  droites  passeront  i 
deux  points  homologues  des  deux  divisions  honiogrnptiîquflH 
situées  à  l'intini.  II  en  ri^&ulte  ce  ihéorème  géni^rai  : 

Si  l'on  a  êtes  angles  {A,  A'),  (fî,  li'),  (C,C'),  ctc.J 
tous  lie  même  granrlttiir  et  Jornuis  dans  le  mériu:  sens  a 
rotation  à  partir  rlc  leurs  origines,  mais  placés  il'unc  n 
niera  tfuetcontjiifi ,  leurs  côtés  forment  sur  la  droite  située 
h  fiiifini  deux  divisions  liontograpfuf/ucs  dont  les  points 
ilouhhs,  imaginaires,  sont  toujours  les  marnes,  quelle  quts 
soit  la  grandeur  commune  des  angfos;  el  ces  points  dau  • 
Ides  sont  les  points  d'intersection  d'un  ceivlc  quelvonqae 
tracé  dans  le  plan  de  la  figwv,  par  la  droite  située  ^ 
nnjinii").  M 


(153.  Soient  PA,  P'A  et  Plî,  P'  I!  deux  <oupl.-s  do  rayons 
homologues  fixis,  et  Pn(,  P'm  drus  rayons  homr)loi;ues  va- 
l'iabU's;  l'homographie  des  deux  l'aîsceaux  considéras  pié- 
eûdemmcdt  ((>4i)  s'exprime  pai'  l'éqnalion  gém-rah" 


7JP'B 


(U3). 


ci  la  oonslaiile  X  est  égale  à  l'unité- 

.ar  les  d.-ux 

PA  et  wP'A  sonti-gaux  on  supplét 

lenis  l'un   de 

insi  quelesdeuxmPI!,/7iP'IS.  Ainsi 

'é(juaii,„i.-st 
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Le  premier  membre  est  égal  an  rapport  des  distances  du 
point  m  aux  deux  droites  PA,  PB,  et  le  second,  au  rap- 
port des  distances  du  même  point  aux  deux  droites  P'A , 
P'  B.  Ce  qui  exprime,  à  l'égard  du  quadrilatère  PAP'  B,  que  : 

Dans  un  quadrilatère  insent  à  un  cercle  ^  le  produit 
des  distances  de  chaque  point  de  la  circonjérence  à  deux 
côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  distances  du  même 
point  aux  deux  autres  côtés  opposés. 

654.  On  peut  étendre  ce  théorème  à  un  polygone  quel- 
conque d'un  nombre  pair  de  côtés;  c'est-a-dirc  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  in^ 
scrit  au  cercle  y  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque  de  la  circonférence  aux  côtés  de  rang  pair  est  égal 
au  produit  des  distances  du  même  point  aux  côtés  de  rang 
impair. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  d'observer  que 
s'il  a  lieu  pour  un  polygone  de  i/i  côtés,  il  aura  lieu  pour 
un  polygone  de  2 n  4-  2  côtés,  parce  que  celui-ci  se  dé- 
compose, au  moyen  d'une  diagonale,  en  un  polygone  de 
2  n  côtés  et  un  quadrilatère,  et  que  les  équations  relatives 
à  ces  deux  figures  fournissent  immédiatement  Téquation 
relative  au  polygone  de  2/1  -J-  2  côtés.  On  conclut  de  là  que 
le  théorème  étant  vrai  pour  un  quadrilatère ,  il  l'est  aussi 
pour  un  hexagone,  pour  un  octogone,  etc.  Donc,  etc. 

655.  Un  polygone  inscrit  dans  un  cercle  peut  être  re- 
gardé comme  ayant  un  côté  infiniment  petit,  dirigé  sui- 
vant la  tangente  au  cercle,  en  l'un  de  ses  sommets.  Cette 
considération  permet  d'appliquer  le  théorème  à  des  poly- 
gones quelconques.  On  en  conclut,  par  exemple,  que  ; 

Quanti  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle  y  si  Von 
considère  le  polygone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points 
de  contact  des  côtés  du  polygone  circonscrit ,  le  produit 
des  distances  d'un  point  de  la  circonférence  aux  côtés  du 
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pivmier  potygoim  ml  cgaf  au  /nviluit  iles  distances  dt 
rtuSme  point  aiix  cotés  du  second. 

ftSB.    Soit    un    quadrilatère    PmVn   initcrit    au    cerctei 
{fig.  i38).  Une  droite  L  rencontre  les  deux  côlcs  Pm,  Pu 
vn  a,b;  les  deux  P'm,  V'ri  en  a',  b' ,  et  la  circoufëreiioe 
en  deux  poimse,_/'(  réels  ou  imaginaires);  ces  deuit  poinl« 
sont  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiqu 
dont  a,  h  el  a\  h'  sont  deux  couples  de  points  homoli 
guea  (646).  Par  consL'i]uent,  les  trois  couples  e , _/";  a,  b'  et 
a\  Il  sont  eu  involution  (207).  Or  a,  b'  apparlieunent  U 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère ,  i-i  n',  b  aux  deux 
ratés  opposés.  Doue, 

Quand  un  (piadrilatère  at  inscrit  dans  un  cercle,  mu 
tratuversnlo  tfuelconque  rencontiv  ses  deux  couples  de 
côtés  opposes  et  la  circorij'érence,  en  trois  couples  de  point»- 
qui  sont  en  involution. 

Cette  proposition  est  celle  que  l'on  appelle  le  ih^rème 
de  Desargues  sur  V involution. 

Autrement.  Les  droites  menées  des  deux  sommetBp,  ] 
du  qua(lil!a((Tf  ViuVn  au\  <|U,i1r.>  poiiils  m,  n,  e.  f  de 
la  circonrércnce  forment  deux  faisceaux  qui  ont  le  même 
rapport  anharmonique  (614),  Conséqncmment  les  deux  sé- 
ries de  quatre  poinis  dans  lesquels  ces  droites  rencontrent 
la  transversale,  savoir  a,  b,  e,  /et  a',  b',e,  /,  ont  le 
même  rapport  anharmonique;  el  l'eu  a 

«  . >  _  ™; .^ 


Cf  qui  ( 

Donc,  (■ 

Celle 


"/«■■/*■ 


ne  des  équations  d'involution  à  huit  segments. 
>nde démonstration  exige,  :i  la  rigueur,  que  les 
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deux  points  e,  f  soient  imaginaires,  puisqu*on  les  consi- 
dère isolément ,  tandis  que  dans  la  première  ces  points  sont 
réels  ou  imaginaires,  indifféremment. 

657.  L'équation  précédente  s'étend  à  un  polygone  d'un 
nombre  pair  de  côtés;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d*un  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit 
dans  un  cercle ,  si  Von  mène  une  transversale  qui  rencon^ 
tre  les  côtés  de  rang  pair  en  des  points  a,  a',  «">.••»  les 
côtés  de  rang  impair  en  des  points  6,  6',  6",...,  et  la  cir- 
conférence en  deux  points  e,  f ,  o/i  nura  la  relation 

ect.ea\ea." . .  ,       f%,f(M! ./(>!',, , 
tf6.e6'.<?6".  ..  ""/C./g'./g"...* 

La  démonstration  se  fait  par  le  même  raisonnement  que 
pour  le  théorème  (654). 

III.  HexagoDe  inscrit  au  cercle. 

658.  Les  droites  menées  de  quatre  points  d'un  cercle  à 
deux  autres  points  de  la  circonférence  forment  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  qui  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux  (644)  \  on  en  conclut,  en  considérant  les  six 
points  comme  les  sommets  d'un  hexagone  (417),  le  théo- 
rème de  Pascal  ; 

Quand  un  hexagone  est  inscrit  dans  un  cercle,  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

§  IL  —  Du  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes 

à  un  cercle, 

I. 

659.  Deux  tangentes,  à  un  cercle  étant  fixes,  si  ton 
mène  plusieurs  autres  tangentes,  leurs  parties  comprises 
entre  les  deux  premières  seront  vues,  du  centre  du  cercle, 
sous  des  angles  égaux  ou  suppléments  l'un  de  l'autre. 

3o 
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En  cfifil ,  soient  A  cl  A'(flg.i^ç))  les  poim»  Je  c 
des  d«ux  tangentes  Ëxes  ,  «I  m  le  |X)îul  de  contact  d'une 
troisième  tangente  uw';  les  d(ni\  droites  Co,  Ca\  ■S5Uc^s 
du  centre  du  cercle,  sont  perpcndïciilaii-vs  aux  deux  uiA, 
mK',  t!t  font  entre  elles  un  angle  aCa'  suppIémeiU  Je, 
l'angle  A»(A',  dont  les  deux  càtés  sous-icudent  U  t;ord<. 
fixe  AA'.  Or  tous  ces  angles  A»w  A'  août  égaux  ou  supjvl^ 
nieula  l'un  de  l'autre.  Donc ,  etc. 

Connu.AinB.  —  Quand  les  doux  ungenlcs  fixes  soDl  p*« 
rollèlcti  l'angle  uCn'  est  droit.  Donc,  la  portion  d'u 
tangente  au  cercle,  com/irisc  entre  licitx  tan/fentes  parole 
Mus,  Vit  ■une  ilu  centre  sous  un  angle  droit. 

(Î(i0.  On  conclut  du  théorème  pn'-ccdcm,  que  ; 

Zhte  tangcntf  nioliile,  roiilanl  sur  un  torv/a,  reticontm 
lieux  tangitntps  fi.res,  en  tlciix  poiaLi  qmjormtrni  </eux 
(iivisio  m  liarnograp  hitfucx . 

lîn  rtrei,  l'angle  aCa'  rtistant  do  mtmc  grandeur, 
deux  rayons  Ca,Ca'  fonount  doux  raisceau!!  homogn 
phi(|iies ,  el,   par  consAjuenl,  les  deux  pnitiis  a  .  f-'   ''-■^^ 
ment  deux  divisions  iiomograplii([ucs. 
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jNous  appellerons  celte  quantité  constante,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  fixes. 

663.  Le  rapport  an  harmonique  rie  quatre  tangentes  à 
un  cercle  est  égal  à  celui  des  quatre  points  de  contact. 

En  eilet,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a, 

b,  c^  d  {fig>  i4o)  î  ^st  celui  des  quatre  droites  menées  de 
ces  points  à  un  autre  point  m  de  la  circonférence  (645)  ;  et 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  tangentes  aux  points 
a^  b  ^c^d  est  celui  des  quatre  points  d'intersection  de  ces 
tangentes  par  une  cinquième  quelconque  (662),  et,  par 
conséquent,  par  la  tangente  au  point  m.  Soient  a,  6,7^ 
d  ces  quatre  points  d'intersection  :  leur  rapport  anharmo- 
nique est  égal  à  celui  des  quatre  rayons  menés  du  centre 
du  cercle  à  ces  points*,  et  comme  ces  rayons  sont  perpendi- 
culaires, respectivement,  aux  quatre  droites  qui  vont  du 
point  m  aux  quatre  points  a^b^c^d^  leur  rapport  anhar- 
monique est  égal  à  celui  de  ces  quatre  droites.  Mais  celui-ci 
exprime  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  ^,  &, 

c,  d\  donc  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  quatre  tangentes. 

c.    Q.    F.    D. 

II.  Polygones  circonscrits  au  cercle. 

664.  Soit  un  quadrilatère  circonscrit  abb* a'  [fig,  i^\) 
et  une  tangente  mobile  mm'  qui  rencontre  ses  cètéis  opposés 
a6,  a'b'  en  m  et  m'.  Ces  deux  points  forment  deux  divi- 
sions homographiques  (660) ,  et,  par  conséquent,  on  a 

ma  m'a' 

mb  m  0 

Le  rapport  — j  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la 

tangente   mm'  aux    deux  sommets  a ,  b  du   quadrilatère , 

m'a' 
et  -7T7  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  même  tan- 

3o. 


..  '  ■■  t  ■" 
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genic  aux  deux  autres  sommets  a',  h'.  Ils'cniukquer 
lion  préw^piiip  exprime  ci;  tltéorème  : 

Quand  un  (jiiadrilathv  est  cùvoitscrà  à  un 
une  latigento  roula  sur  le  cercle,  le  produit  de  s 
ces  à  deux  somntcti  ofiposés  du  {juadrilatère  est  au  pro- 
tluit  lie  ses  ilislances  aux  dcuT  autres  soitunets ,  dans 
util-  rruson  X  rfui  reste  constante. 

\.a  trunsUtitL-  X  jiL-ut  prcmlrc  une  «zprcssion  Irés-simplr. 
On  a  .  dans  ica  ti  iariglos  Cam ,  C  lirn , 


CI'  '  C.h'       C/'.C«' 


Iai  rnisnn  A  est  éj^ali-  an  firotlnir  des  dislances  du  centre 
du  cercle  aux  deux  premiers  sommets  opposés  du  rjundri- 
latère,  dii'isé  par  le  produit  des  dislances  du  même  centre 
aux  deux  autres  sonnnels. 

r.rrciicrc  (iii  cercle  lient  lieu,  en  rjuiligne  soili',  il'uni- 
tangente. 

yiiiiremenl.  \oii'i  une  seconde  dénions  ira  li  ou  de  ce  ré- 
sultat singulier,  ijui  montrera  mieux  la  raison  première 
de  la  propiîélé  dont  jouît  ici  le  centre  du  cerele.  Il  suflil 
d'appliquer  le  théorème  aux  deux  tangentes  imaginaires 
issues  de- ce  point.  <  onsidérées  simiiltanumi-iit  (WH). 
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En  effet ,  soient  d'abord  deux  tangentes  quelconques  M  , 
M',  et  soit  O  leur  point  de  concours.  Le  produit  des  distances 
des  deux  sommets  a  ^  b'  du  quadrilatère  à  ces  deux  tan- 
gentes, divisé  par  le  produit  des  distances  des  deux  autres 
sommets  &,  a  aux  mêmes  tangentes,  est  égal  à  une  con- 
stante X',  d'après  la  première  partie  du  théorème  :  il  s^ensuit 
qu'on  a  la  relation 

Ho.b^'      sin^OM.sinflOM\sin^^OM.sin^^OM^  _ 
bo"  â^^      sin^OM.sin^OM'.sinfl'OM.sino'OM'  ""     * 

Les  deux  tangentes  issues  du  point  O  sont  les  rayons 
doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons 
passeraient ,  les  uns  par  les  points  a,  &,  c,...,  et  les  autres 
par  les  points  a',  ft',  c', . . . ,  que  les  tangentes  au  cercle 
déterminent  sur  deux  tangentes  fixes  (661).  Or,  quand  le 
point  O  est  le  centre  du  cercle ,  les  angles  des  deux  fais- 
ceaux sont  égaux,  deux  à  deux  ;  par  exemple ,  l'angle  aOb 
est  égal  à  Tangle  a'Ob'y  ou  à  son  supplément  (659) ,  ce  qui 
revient  au  même;  et  alors  on  a,  à  Tégard  des  deux  rayons 
doubles  M,  M', 

sinaOM    sin^iOM' 

=  1     ^i«l), 


et  de 


même 


sin^OM    sin^OM' 


sinq^OM    sina^QM^  _ 
siD^'OMsin/^'OM'""  *' 


L'équation  précédente  se  réduit  donc  à 

aO    b'O 


bO    a'O 


). 


F.     U. 


665.  Le  théorème  précédent  s'étend  à  tin  polygone  quel- 
conque d'un  nombre  pair  de  côtés;  c'est-à-dire  que  : 

Un  polygone  d*un  nombre  pair  (h  côtés  étant  circon- 
scrit à  un  cercle  y  si  Von  mène  une  tangente  quelconque  ^  le 
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produit  i/f  ,fcj  distances  aux  somnicts  de  rang  /lairiR  

au  produit  de  .tcx  distança  aux  sommets  de  rang  impair, 
dans  une  raison  ranslante  ,  égati:  au  produit  des  distances 
des  sommets  de  rang  pair  au  r-nittre  du  cercle,  divise  par 
le  (traduit  dfs  distances  des  sommets  da  rang  impair  au 
mt'me  rentre. 

La  démonstration  est  tout  a  fail  si-iublahlc  à  celle  do 
th^rèrac  (6oi). 

6(iU.  On  peut  it-gaidor  11-  [wini  de  coulact  d'une  laageiite 
k  uu  cercle  comme  11-  sominfit  d'un  auglc  circooscrit  dont 
lex  deux  cAiés  seraient  îutJnimcnt  peu  diOiérent&cn  direc- 
tion. Dfi  sorte  que  le  point  de  contact  d'un  c6lc  d'un  poly- 
gone circunsci'il  peut  «rire  l'^gurdé  eonime  uu  SOtnmei  d'ttn 
polygone  qui  aurait  un  sommet  de  plus.  Il  résulte  tlf  ce» 
considérations,  que  k'S  ihéorèmt-s  précédents  pcnveot  6trc 
appliqués  à  des  polygones  circonscrits,  d'un  nombre  quel- 
conque de  côtiS*.  On  a ,  entre  nuUes ,  «■  thi^rèmtt  : 

Quand  un  polygone  est  cùvonserit  à  un  cercht  lepro- 
duît  des  distances  de  set  sonunels  à  itne  tangente ,  est  au 

pr.ulnil  ,1.-^  ,h\l>a,r,  v  ,hs  ,'oi„!s  ,!,■  cnnlarl  ,!,■    >,<    rr.n's  a 

la  nidmc  langctitr ,  dans  uni-  raison  coiislaiila,  quelle  ijue 


Wn.  Les  lanijerites  ;i  un  tercli-  leneontranL  deux  tan- 
gentes fixes  L,  L'  en  des  points  n,  h  ,...  cl  il',  f>' ,...,  qui 
formi'nt  deux  divisions  homognipliiques  (0()0),  les  droites 
Prt,  Vh,.  .,  et  Prt',  P/)',...,  menées  d"un  même  point  P  à 
ces  deux  séries  de  points,  forment  deux  faisceaux  liomo- 
grapliiques,  et  les  rayons  doubles  de  ces  deux  faisceaux 
sont  les  tangentes  au  cercle,  menées  par  le  point  P  (fîlil).  Or 
ces  rayons  doubles  forment  un  faisceau  en  involution  avec 
les  deux  couples  de  droites  Pn ,  P/.',  et  P  A  ,  Pa'  (207) .  On 
a  donc,  en  considérant  le  quadrilatère  ahh'a'  circonscrit  au 
cercle ,  ce  théorème  : 
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Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les 
deux  couples  de  droites  menées  d'un  même  point  à  ses 
sommets  opposés ^  et  les  deux  tangentes  menées  du  même 
point  à  la  circonférence  du  cercle  ,  foiment  un  faisceau  en 
inv^olution. 

Il  nous  sera  utile  de  remarquer  ici  que  la  démonstration 
implique  le  cas  où  les  deux  tangentes  sont  imaginaires. 

Appelons  E  et  F  ces  deux  tangentes  (réelles  ou  imagi- 
naires) *f  0L^(x!  les  droites  menées  A  deux  sommets  opposés 
du  quadrilatère,  et  6 ,  6'  les  droites  menées  aux  deux  autres 
sommets^  on  aura,  entre  autres,  Téquation  d'involution 
suivante  : 

sin(E,  a).sin  (E,  a')  _   sin  (F,  (y).5in(F,  a') 
sin(E,6).sin(E,  6')  "'  sin(F,  €).sin(F,e') ' 

(508.  Cette  équation  s'étend  à  un  polygone  circonscrit 
au  cercle ,  d'un  nombre  pair  de  sommets  ;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  sommets  est 
circonscrit  à  un  cercle,  si  d*un  même  point  on  mène  les 
tangentes  au  cercle  et  des  droite^  aboutissant  aux  sommets 
du  polygone,  on  aura,  en  appelant  E,  F  les  deux  tan- 
genteSj  et  a,  a',  «",.-•  ^^-^  droites  menées  aux  sommets 
de  rang  pair,  et  6,  ê',  ê'',.--  ^^^  droites  menées  aux  som- 
mets de  rang  impair^  la  relation 

sin(E,  a).sin(E,  a'),  sin  (E,  a")... sin(F,  a).sin(F,a').sin(F,  a'')... 

sin(E,6).sin(E,6').sin(E,6")...  ""  sin(F,  ^).sin(F,6').sin(F,  6")...' 

La  démonstration  se  fait  comme  celle  que  nous  avons 
indiquée  pour  le  théorème  (665)  ^  et  la  remarque  qui  a 
donné  lieu  au  théorème  (666)  s'applique  également  ici. 

III.   Hexagone  circonscrit  au  cercle. 

669.  Quatre  tangentes  à  un  cercle  rencontrent  deux 
autres  tangentes  en  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont  le 
même  rapport  anharmonique  (662).  Donc,  en  considérant 
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les  six  tangentes  rommc  formaiil  un  bcxagonecirconscriti 
au  cercle ,  on  a .  d'après  la  proposition  (  4 1 4  )  •  l*^  lliéorèi 
suivaul,  du  à  M,  Itriancliou  : 

Datts  tout  hexagone  circonscià  à  un  cercle,  les  trx 
diagonales  qui  joignent  les  ■iiimmclf  opposés  passent  pM 
un  mène  point  (*  j . 

§  III.  —  Propriétés  (tiverses. 


070.  Si  sur  le  diamètre  d'an  cercle  on  prend  deax 
points  ffui  rlifiseiit  karmoniqHeiiiont  ce  iliamèffe,  /es  ifù~ 
lances  de  chaque  point  ila  la  circonférence  à  ces  deux  _ 
points  JixeS  ont  leur  rapport  constant. 

En  effet,  soient  e,y  les  deux  jiuints  (jui  divisent  harn 
niquement  le  diamètre  AA'  [/ig.  t4^);  les  droites  r 
d'un  point  de  U  circonférence  à  ces  deux  pointa  font  i 
angles  égaux  avec  la  droite  menée  du  niËme  point  à   l'unej 
des  extrémités  du  diamèirt-  (81).  Or  on  n,  dans  les  dei 
triangles  cm  A ,  fm  A , 


sh 

lA 

/m 

sln: 

\ 

^W,^. 

7i^' 

/A 

=  sir?î 

'iA' 

ic  les 

deux 

angles 

emA 

,/« 

1 A  sont 

,=g.ux, 

/A' 

o„ 

S7-= 

Ac 

■TT 

c„„«. 

Ce  qui  démOTitrc  le  théorème. 

671.  Si  par  deux  points  e,  f,  qui  divisent  harmonique- 
ment  le  diamètre  AS!  d'un  cercle  (fig.  i43) ,  on  élève  deux 
perpendiculaires,  toute  tangente  au  cercle  renvonire  ces 
droites  en  deux  points  e',  f ,  tels,  que  les  droites  menées 


'\ 
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du  centre  à  ces  deux  points  sont  également  inclinées  sur 
la  droite  menée  du  centre  au  point  où  la  tangente  ren- 
contre la  tangente  jixe  en  l'une  des  extrémités  du  dia- 
mètre AA'. 

En  elTet,  les  deux  droites  Ce',  (Zf  forment  avec  les 
deux  Ca,  Qa'  un  faisceau  harmonique.  Or  celles-ci  sont 
rectangulaires  (659,  corolL),  Donc  chacune  d'elles  fait  des 
angles  égaux  avec  les  deux  Ce',  CJ^  (80).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Le  rapport  des  deux 

Ae 
droites  Ce',  Cy*'  est  constant  et  égal  à  ---^' 

Car,  la  droite  Ca  divisant  l'angle  e'Cj'  en  deux  égale- 

ment,  on  a  -t^-f,  ^=-—ri'  Mais  —^,  =  — -^.•  Donc,  etc. 
C/'       aj'  af      A/ 

IL 

672.  Si  sur  les  cordes  d'un  cercle  issues  d'un  même 
point  p  de  la  circonférence  (fig.  i44)  ^  on  prend  des  seg^ 
ments  pp\  en  raison  in^^erse  des  cordes^  le  lieu  de  leurs 
extrémités  p'  est  une  droite  perpendiculaire  au  diamètre 
qui  passe  par  le  point  p. 

En  effet ,  on  a ,  par  hypothèse,  pp'  =  — »  ^  étant  une  con- 
stante. Soit  pris  sur  le  diamètre  ûO,  le  segment  pE  =  -rr; 
on  aura 

pp',pa=pE.pO    ou     ^  =  ^—', 

p  fi  Ç>  Oi 

ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  pEp'  et  paO,  qui  ont 
Pangle  en  p  commiui ,  sont  semblables ,  et ,  par  conséquent , 
que  le  premier  est  rectangle  en  E,  de  même  que  le  second 
Test  en  a.  Donc  le  lieu  du  point  p'  est  la  droite  élevée  par 
le  point  E  perpendiculairement  au  diamètre  pO. 

c.   Q.   r.   D. 
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(|73.  Qutinit  Hti  tn'angln  est  inscril  iluni  itn  ccrrh-.  If 
pmtfait  lia  deux  célét  est  égal  au  produit  de  la  perpeuiti^ 
culairn  ahattitcc  du  somituit  oppoié  sorte  Imisième  côlé , 
multipliée  par  Ir.  diamitiv  du  cercle. 

EDd1êt,6oiciit  ÂBC(yig.  r4^)  le  irUngk-,  hp  lapcrpco- 
diculairv  abaix!)»;  du  Mminct  A  sur  le  ràl«  oppoitê,  et  dA' 
le  diamètre  du  cercle.  Les  deux  lHaitgI<^  reclangles  WKp 
«t  A'AC  soDl  eemblablea,  parot-  que  leurs  angles  en  [>  ^t 
A'ftout  égaux;  de  sorte  qu'on  a  la  proportioD 


(loBOLLlIRE    I. 


-,     .m     AB.AC  =  A/t.AA'. 

c.   (J 
11  suit  dtilà  tjuû 
AB.BC  CA=i  Kp.HC.kK'i 


I 


d'où  l'on  coaclul  que  : 

La  iliamclre  du  cercle  ciixonscrit  à  un  triangle  est  égal 
au  produit  des  trois  côtés  ilivisé  par  le  double  de  faira  du 
triangle. 

Aiaii,  1,  h-,  c  étant  Ic«  trois  o&téa  da  triangle,  S  n 
surfnicfl  r  !<■  rayi>i.  du  c.Tcb  nrconsrril .  on  a  4  r.  S  =  «/..- 


En  écrivant 

-~  =  y—  •  — ^  -  on  dira  que  l'aire  ifti  trinn^ 

cUàl-nirt-d 

X  cercle  cirroutcril,  comme  le  produit  des  ti 

toté.i  du  trie 

ngh  est  au  cube  du  rayon  du  cercle. 

ConoLLAi 

E  11.  ^  Kn  appliquaiiL  Irquatioti 

A/>.AA'=  AB.AC, 

relative  à  la 

u.irdc  liC,  n  tous  les  côtés  consiituiifs  d'un  \ 

Ivgonc,  d'iii 

iioiubid  pair  di-  colés,  inscril  au  cercle,  <.ii 

tioudulinim 

idiatcmciit  le  théoiémc  (fi;»!). 

[H. 

(i7i.  rn 

triangle  AIÎC  èlaiil  tracé  dans  le  plan   ri 

.■rr.h-.-sidc 

sr.i  umimcls  ou  mine  li-.K  l„nfiriilcs  .\  „  .  A 

TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  475 

Bi,  Bi'  et  Ce,  Ce'  [réelles  ou  imaginaires)^  on  aura, 
entre  les  sinus  des  angles  que  ces  tangentes  Jont  as^ec  les 
côtés  du  triangle,  la  relation 

sinaAB.sin^/'AB    sin  cCA.sin  r'CA     sin  ^BC.sin //BG 


sin  AAC.sina'AG     sin  cCB.sinc'CB     sin  ^ BA . sin  ^' BA 


=  I. 


Supposons  d^abord  que  les  deux  sommets  B ,  C  du  triangle 
soient  extérieurs  au  cercle,  le  sommet  A  pouvant  être  inté- 
rieur ou  extérieur,  iudiilëremment. 

Soit  D  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  Bi 
et  Ce  ;  les  trois  droites  menées  de  ce  point  aux  sommets  du 
triangle  ABC  donnent  la  relation 

sin^BC     sincCA     sin  DAB  ,»^,^s 

sin^BA     sincCB     sin  DAC  ^        ' 

On  a  pareillement,  à  Tégard  du  point  d'intersection  D' 
des  deux  tangentes  Bi',  Ce', 

sin  6'BC    sin  </  CA     sin  D'AB  _ 

sin  b'  BA  *  sin  &  CB  '  sin  D'AC  ^  ""  ^  * 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

sin  ABC.  sin  ^'BC    sin  cC  A.  sine' C  A    sin  DAB.  sin  D'AB 
sin  ABA.sin  A'BA  'sine  CB.  sin  c^CH  *  sin  DAC.  sin  D'AC 


=  I. 


Or,  les  quatre  tangentes  Bi,BA',  Ce,  Ce'  forment  un  qua- 
drilatère circonscrit  1®CD'.  Les  droites  menées  du  point  A 
aux  sommets  de  ce  quadrilatère,  et  les  deux  tangentes  Aa, 
Au'  (réelles  ou  imaginaires)  forment  une  iuvolution  (667). 
On  a  donc  Téquation 

sinBAD.sinBAD'       sinBA»  sinBAa' 
sin  CAD .  sin  CAD'       sin  CA  a .  sin  CA  n' 

d'après  laquelle  la  précédente  devient  précisément  cello 
qu'il  faut  démontrer. 

Passons  au  cas  où  deux  sommets  A ,  B  sont  intérieurs, 
et  un  seul  C  extérieur. 
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Que  sur  le  dur  AR  on  prenne  un  poiiil  c^Uîrit-iir  1 
on  a  deux  irîanglf!»  li'AC,  il'IK.:,  donl  chacun  ii'a  (|u*un 
SOinuot  iutéricur,  et  auxtjuets  «'Applique  le  rlicorcmc;  et, 
d<!S  Jeux  «qiutiona  rclativi-s  k  tes  trîangk-s,  résullc  uatu- 
rellrnicat  celle  qui  ftxprimc  le  thf^ûrëme  à  d^moutrcr  puur 
le  Lriauglc  ABC  dont  les  ilcu\  soumets  A ,  B  sont  iriiérîuurs 
au  cercle. 

Enfin ,  consiJi-roiis  le  cas  où  le  tiiaiigU-  a  ses  Iroîs  com- 
mets A.  B,  C  ïiiiérleurs  au  cercle.  Alors  on  preud  sur  Tun 
des  càtés,  AC  par  exemple,  un  point  cxtiSn'eur  C,  ti  Ton 
a  deux  triangles  (VBA,  C'BC  ,  auxqu<Oa. '■'appliqua  le  thrô- 
rènu;,  puisqu'ils  u'out,  chacun,  que  deux  sommets  iiitê- 
rieurs)  et,  des  Afu\  t^ualiou!!  relatives  à  ces  triangles^ 
résulte  celle  qu'il  s'agit  de  d^montri;r  à  IVgard  du  trî.m- 
gle  ABC. 

Ainsi,  le  ihëorème  est  di^monlré  complètement,  quctlc 
que  soit  la  position  des  trois  sommets  du  triangle  par  rap- 


j  IV.  —  Des  peilpx  et  polaires  ilans  le  cercle.      ^m 

I.  Polaire  il'un  poini.  —  Pôle  li'ime  droite, 
075,  Si  autour  il' ini.  point  p  (fig,  i4''),  tlatis  le  plan 
d'un  cercle,  on  fait  tourner  imtt  transversale  sur  laquelle 
on  prend  le  point  p'  conjugué  harmoniqur  de  p,  par  rap- 
port aux  deux  points  oit  celte  droite  rencontre  le  cercle , 
le  lieu  de  ce  point  p'  sera  une  droite. 

En  ellct.  soit  X  le  milieu  des  doux  points  .In  cercle  «,  a'; 
on  aura 

p„.p«'  =  p.'   p,     (70j. 
Or  le  rectangle  p«.[;rt'  est  constant  et  égal  :i  pA.p  A',  Donc 
le  segment  pp'  est  en  raison  inverse  de  px.  Mais  le  point  a 
i:st  sur  un  cercle  qui  passe  pai'  le  [loïnt  p  (OiO).   Donc  le 
point  û' est  sur  une  droite  (07!2),  r,    q.    f.    h. 


A 
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On  appelle  celle  droile  la  polaire  du  poinl  p  :  el  rëci- 
proquemenl,  ce  poinl  est  dil  \e  pôle  de  la  droile. 

Celle  polaire  esl  perpendicidaîre  au  diamèlrc  qui  passe 
par  le  pôle  p\  et  le  poinl  e  où  elle  renconlre  ce  diamètre 
se  peut  déterminer  par  la  relation 

C^.Cp  =  CÂ'=R>     (69), 

R  éunl  le  rayon  du  cercle. 

Remarques,  —  Quand  la  droile  menée  par  le  poinl  p  ne 
renconlre  pas  le  cercle ,  les  deux  poinls  a ,  a'  sont  imagi- 
naires; mais  leur  milieu  a  est  toujours  réel  (647)  ;  de  sorte 
que  le  poinl  p'  se  construit  par  la  même  formule 

_pA.pA\ 

ou  par  celle-ci , 

ap.ap'  =  aa     (69), 

dans  laquelle  on  peut  remplacer  aa  par  (R*  —  aC  )  (t)4ii); 
ce  qui  donne 

ap.ap'=:  R' —  «C  . 

Celle  relation  fait  voir  que  les  deux  points  p^  p'  sont  du 

même  côléde  a,  ou  de  côtés  différents,  selon  que  (R* —  aC  ) 
esl  positif  ou  négatif;  c'est-à-dire  selon  que  la  transversale 
rencontre  le  cercle  en  des  points  réels  ou  imaginaires. 

Observons  encore  que  ces  diverses  relations  servent  à  con- 
struire la  polaire  d'un  point,  sans  que  le  cercle  soit  dé- 
crit, parce  que  Ton  n'y  fait  usage  que  du  centre  cl  du  carré 
du  rayon. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  plus  tard. 

676.  Les  polaires  des  différents  poinls  d'une  droile  paS" 
sent  toutes  par  le  pôle  de  la  droite. 

Car  les  deux  points  p,  p',  dont  le  second  est  sur  la  po- 
laire du  premier,  étant  conjugués  harmoniques  par  rap- 
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eda. 


passe   I 


|iort  stux  deux  ft,a\  la  poli 
point  p  (675). 

077.  Si  l'on  mène  parun  point  p  ttfujr.  iransverxatcs  p9»\ 
plili'  (fig.  147))  '"  foinl  iV intersection  rîcs  deux  tlroHes 
ah,  a'ii'  (■/  l(t  point  d' intersection  rlcf  rleux  ab',  a'b  seront 
iur  fil  polaire  ila  point  p. 

F.ii  enêl,  soient  j»',  p"  Ica  points  de  U  polaire,  sur 
deux  transversales;  on  a  les  deus  équatioag 

fa'    p'a'  p4'    p" b' 

Donc 

tf.-Ùl  =  tlL-  et. 

prt''p'fl'       fb''  fb' 

("e  qui  prouve  que  les  quatre  points  p,a,p',  a'  onl  leur 
rapport  anharmoiiique  égal  à  celui  des  quatre  points  p  ,  b. 
p",  />'.  Donc  les  trois  droites  afi,  p'p",  a' 6' concourent  en 
un  m^me  point  (38)  ;  c'est-à-dire  que  les  deux  droites  iib  . 
a'b'  se  coupent  sur  la  droîle  p' p". 

Or,  les  deux  points  b  et  b'  entrant  de  la  même  maDÎirc 
dan»  la  seconde  équation,  on  peut  substîtupr  l'un  h  l'autre. 
et  il  en  résulte  que  <e  qui  rst  dênnuilré  lii-s  di'ux  droîics 
ah,  ii'h'  s'applique  aux  deux  ah' ci  ii' h.  Donc,  etc. 

^iiirciiiciit.  Les  équations 


I 


.  L^ 


-£J 


monlvcnt  que  les  ileux  airs  de  la  rirconféi-eTice  auxquels 
appartiennent,  respeclivemonl,  les  lienx  points  u  et  a', 
ainsi  que  les  deux  b  et  ft',  forment  deux  courbes  honiologi- 
quesdonl  le  point  p  est  le  ccnti-i-  irhoiniilogii-,  et  ia  polaire 
p' p"  Vaxi'  'l' liomologir  (520).  Par  rousé<]uent ,  les  dons 
droites  homologues  nh,  a' h'  se  reuconir-^ni  sui'  la  jiolaire. 

tenant  à  un  même  an  ,  et  les  deux  n',  h  eornnie  leuis  lio- 
inolugues  sni'  l'an'  homologique  ,  il  s'<'nsuivra  que  les  deux 
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droites  ab'  et  a'b  se  rencontrent  aussi   sur  la  polaire  du 
point  p.  Donc,   etc. 

678.  Si  l'on  conçoit  que  les  deux  transversales  pafc,  pa  b' 
soient  infiniment  voisines ,  les  cordes  ah^  a'b'  se  croiseront 
toujours  sur  la  polaire  du  point  p,  et  deviendront  les  tan- 
gentes en  a  et  rz'.  Donc  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  oii  elle  rencontre 
le  cercle  se  croisent  sur  la  polaire  du  point  fixe. 

Eu  d'autres  termes  :  La  polaire  d*un  point  est  le  lieu 
des  sont  f net  s  des  angles  circonscn'ts  au  cercle,  dont  les 
cordes  de  contact  passent  par  le  point. 

Et  réciproquement  :  Ze  pôle  d'une  droite  est  un  point 
par  lequel  passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles 
circonscrits  «7  cercle,  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite, 

679.  Si  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  un 
cercle  on  mène  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à  ces  deux  tangentes ,  le  pôle  de  l'une  sera  situé 
sur  l'autre. 

Car  les  deux  droites  rencontrent  la  corde  de  contact  des 
deux  tangentes  en  deux  points  qui  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  de  contact  (79).  Donc  la 
polaire  de  Tun  de  ces  points  passe  par  l'autre  (675).  Mais 
ces  polaires  passent  par  le  pôle  de  la  corde  de  contact  (676) 
lequel  est  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes.  Donc 
ce  sont  les  deux  droites  qu'on  a  menées  par  ce  point. 
Donc,  etc. 

Corollaire.  — 11  suit  de  là  que  :  Étant  donné  un  cercle, 
si  par  chaque  point  d'une  droite  fixe  on  mène  une  se- 
conde droite  qui  soit  la  conjuguée  harmonique  de  la  pre- 
mière, par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle  issues 
de  ce  points  cette  droite  passera  toujours  par  un  même 
point  qui  sera  le  pôle  de  la  droite  fixe. 
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II.  Aulri'  tnuiii«K  de  déniDotrer  les  ]>n>po3itioDs  précvdenmi 

()80.  Des  ihéorèmpB  préci^clents,  les  uqs  se  rnpporlenl  » 
de»  p«iir)U  ut  les  autres  à  des  droites  ;  de  sorte  qu'ils  pcu^eot 
se  roiTes|K)ndrc  ruiiliiellenieiit,  comme  cela  a  lieu  pour  U 
plupart  des  propositions  fjue  renferme  oel  oavrage  :  ftr 
exemple,  le  diTiiier  tbéorêiac,  par  Icfgucl  on  cooBtrail  le 
pâle  d'une  droite,  correspond  au  premier  (t7â)  par  lequel 
ou  construit  la  polaire  d'un  poini.  Cependant  nous  n'avoiu 
pan  fait  cetK-  dialiiiction ,  comme  h  r<irdiii3irc ,  njant  voula 
traiter  d'alwrd  ce  sujt^tdcU  manière  la  plus  élémentaire, 
on  ce  qu'elle  D'eicîge  U  connaissauce  d'aucune  autnc  pro- 
priéuS  notable  du  cercle. 

Mais  nous  allons  rcpreudre  notre  marche  accouium^-. 
et  suivre  les  di!UK  voies  parallt-k-s  <{ui  sont  si  pi-oprcs  n 
marquer  le  carncléi'edisliuclifdra  diDërfnies  propositions, 
û  les  classer  dans  un  ordre  naturel  et  à  répandre  toute  la 
clarté  désirable  sur  leur  enscmltlc. 

681.  Deux  transversales^  an',  j&6i',  iseaes  du  point  pet 
rencontrant  le  cfri'Ic.  donnent  li.-.t  au  quadni.ilère  na'h'/. 
(fig-  147)-  L'ic  ti'oii.iome  transversale  quelconque,  menée 
par  le  même  point,  rencontre  les  deux  côtés  opposés  nh, 
rt'A'endeux  points  c,  c',  et  le  cercle  cti  deux  autres  points 
e,  f  (réels  ou  imaginaires).  Ces  deux  couples  de  jMjints  ap- 
partiennent à  une  iuvulutiou  dont  le  poitil  f>  est  un  des  points 
doubles  (f>5(i).  Or  la  droite  lt(i,  qui  joiiil  le  point  de  con- 
cours des  deux  côtés  opposés  «/',  «'//  à  celui  des  deux  dia- 
gonales ab',  a' h,  et  la  droite  Rjs  divisent  liarmotiiqueinent 
l'angle  des  deux  cotés  nl> ,  a' b'  (!HU);  donc  la  transversale 
rencontre  la  droite  lUi  eii  un  point  f,'"  qui  est  le  conjugué 
liainioniqiie  de  p  pai'  rapport  aux  deux  c,  c' .  Donc  te  point 
/5"'esl  le  second  point  double  de  l'involution  {20ij),  Dont  les 
deux  points  jO,  '.'"sont  conjugués  linrmoniques  par  rapport 
aux  deux  [winis  î  et  ^  de  la  courbe 
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Ik*  là  résulte  tout  à  la  fois  la  démonslratioii  des  deux 
lliéorèmes  (675  et  677) ,  relatifs  à  la  potaife  d'un  point. 

682.    Considérons    le    quadrilatère    circonscrit    AEBF 
{fig'  148)  1  dont  les  sommets  opposés  sont  A ,  B  et  E,  F. 
Si  d'un  point  quelconque  m  de  la  droite  KF  on  mène  les 
droites  m  A,  m  B  et  les  deux  tangentes  au  cercle  me^  m(f 
(réelles  ou  imaginaires),  ces  deux  couples  de  droites  appar- 
tiendront à  une  involution  dont  la  droite  EF  sera  Fun  des 
rayons  doubles  (667).  Mais  la  droite  AB  est  divisée  harmo- 
niquement  en  G  et  R  par  les  deux  dd*  et  EF  (341).  Donc  la 
droite  rnG  et  la  droite  niK  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  mA  ,  niB.  Donc  la  droite  m  G  est  le 
second  rayon  double  de  l'involution.  Donc  c€tte  droite  et 
la  ligne  mE  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  tangentes   issues  du  point  m.  Or,   d'une   part,  le 
point  G,  par  lequel  passe  cette  droite ,  est  fîxe ,  quel  que  soit 
le  point  ///,  puisque  c*est  Tintersection  des  diagonales  du 
quadrilatère  circonscrit   AdBd.    Et,  d'autre  part,  si  le 
point  m  est  à  Tinfini,  auquel  cas  les  deux  tangentes  sont 
parallèles  à  la  droite  EF,  on  reconnaît  que  le  point  G  et  la 
droite  EF  divisent  harmoniquement  le  diamètre  du  cercle 
l>erpendiculaii'e  à  cette  droite^  ce  qui  montre  que  le  point  G 
est  le  point  que  l'on  a  appelé  précédemment  le  pâ/e  de  la 
droite  EF  (675). 

On  a  donc  ce  premier  théorème  : 

*Sï  de  chaque  point  d\ine  droite  fixe  on  mène  les  deux 
tangentes  à  un  cercle  et  la  droite  qui,  awcc  la  droite  fixe, 
divise haiTnoniquemrnt  V angle  des  deux  tangentes  [réelles 
ou  imaginaires)^  cette  droite  passe  toujours  par  un  même 
point  y  qui  est  le  pôle  de  la  droite  fixe  (*). 

Que  l'on  remarque  maintenant  que  ce  point  fixe,  se  trou- 
er) Celle  proposition  ne  difTërc  pas  du  corollaire  do  (679);  mais  ici  les 
doux  tangentes  au  cerc!c  peuvent  êire  iniagmaires ,  tandis  que  dans  la  dé- 
monstration du  théorème  (679)  on  les  supposait  réelles. 

3i 
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TSCU  détmnioé  pu  lia  droites  mtons  des  difleraiU  poials 
de  U  droite  (ixe,  m  indcpendanl  •!?  U  pratîon  drs  dnu 
poinu  f.,  F  ([ueiiotu  avons  cotuidérù  ior  coitc  droiir.  On 
en  roDcIul  r>:  Ht-oiid  llirurriDc  : 

Si  de  tJnLT  point*  d'une  droite  Jixe  on  mène  //es  tatt- 
g/entts  à  UH  cerrle ,  les  lUagoria/ifi  liu  KfaoiirSatère  Jamtê 
paf  ce$  fieux  couplet  de  côtés  opposés,  postent  par  un 
point  fixe .  quoi*  que  soient  tes  deux  pointa  prit  sur  la 
droite;  ce  point  fixe  est  te  pôle  du  la  droite. 

CoBOLtiiiK.  — Quattd  les  ilca^  poiots  pris  sur  U  droitv 
sont  inlinimriit  voisîus,  Its  deux  dîaguuales  du  qaadrila- 
lère  deviennent  inlinimcnt  pen  ditiifrvniu,  m  â  la  limite 
se  c-onfondeni  suivant  U  n>rdi-  de  rnnUrt  des  denx  lan- 
ÇenUa  unique*.  D'où  l'on  conclut  que  : 

Quand  le  sommet  d'un  angle  ciixonscrit  â  un  cercie 
glisse  tur  une  droite ,  la  corde  de  contact  patte  pnr  un 
point  fixe ,  qui  est  le  pôle  de  lu  droite. 

m.  Pro|M»ilîaR*  rrlstivet  k  la  théorie  des  p^es  et  polain». 

6KI.  Quand  uhp  corde  d'un  reri-fe  tourne  autour  d'un 
point Jixc,  la  somme  algébrique  tli-s  vidiurs  inverses  des 
distances  de  ses  extrémités  ii  la  polaire  de  ce  point .  reste 
conslanle. 

Soient  aa'  [  fig.  ^p)'-*  corde  qui  lounic  autour  du  point 
fixe  c,  et  p'  le  poînl  où  elle  rencontre  la  polaire  de  ce 
point:  on  a 

-7-=  ^  +-,-'-;        iOI   - 
or.        j.  a         r./l 

Or  lus  trois  segments  p'« ,  p' a\  p' p  sont  pioporiioniiels 
aux  dislances  ap,a'p'  et  pç  des  trois  jHiinls  a.  a'  et  &à  la 
polaire.  I.'équalicm  devient  donc 
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Dans  cette  équation,  les  signes  des  perpendiculaires  dé- 
pendent de  leur  direction  à  partir  des  points  a,  a'.  Ainsi, 
dans  la  figure ,  où  le  point  p  est  pris  au  dehors  du  cercle , 
les  deux  perpendiculaires  ap^ap'  ont  des  signes  contraires. 
Elles  auraient  le  même  signe,  si  le  point  p  était  intérieur 
au  cercle. 

684.  Le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  plus  général  : 
Si  autour  d* un  point  fixe  on  f ail  tourner  une  corde  d'un 
cercle  f  les  distances  de  ses  extrémités  à  un  axe  fixe  quel" 
conque  y  di%fisées  respectivement  parles  distances  des  deux 
mêmes  points  à  la  polaire  du  point  fixe  y  ont  une  sonune 
constante,  En  effet,  soient  aP,  a'  P'  et  pQ  les  perpendicu- 
laires abaissées  des  trois  points  n,  a'  ai  p  sur  l'axe  fixe; 
on  aura  Téquation 

et,  comme  précédemment, 

aP       fl'P'  pQ 

1 7— r  =:  2  =  COnSt. 

ap        ap  p7 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

685.  Si  de  chaque  point  d*une  droite  on  mène  deux 
tangentes  à  un  cercle,  la  somme  des  distances  de  ces  deux 
tangentes  à  un  point  fixe  quelconque,  div^isées  par  leurs 
distances  au  pâle  de  la  droite,  est  constante. 

En  eflet,  soient  p  le  pôle  de  la  droite,  m  le  point  fixe,  et 
rt,  a\  p'  les  points  où  la  droite  pm  rencontre  les  deux  tan- 
gentes et  la  droite,  polaire  du  point  p;  oh  a  Téquation 

2  ma'       ma        ma'      ,^_, 
-^-— (65). 


99  pfl        pa 

g^    ,  ma     ma'        m  p'  , 

llr  les  trois  rapports  — 1  — r  et  — ^7-  sont  égaux,  respec- 

I  •  •  r 

3i*. 


4^4  TRAITÉ  DK  GÉUMI^TRil':  SUPEBlKUftE. 

tivcnioiit ,  aux  ra[>poi'U  des  disiaiices  des  deux  tanguutes  ei 
de  la  droi  le  lixuau>:  deux  points  ttiei  p;  l'équatioa  exprime 
donc  le  tbéorèinc  éuouco, 

680.  Si  de  ihatfue  poiitl  d'une  droite  Jixe  on  mène  rleux 
tangentes  à  un  cercle,  h  pi-odiUt  des  sinus  des  angles 
tfu  ailes  font  m-ec  celte  divile  rst  au  carré  du  sinus  de 
l'tuigîe^ue  le  rayon  mené  du  mt'me  point  au  centtv  du 
cercle  J'ait  avec  cette  tnétae  droite,  dans  une  raison  con- 
stante. 

En  lîfièl,  oa  a  {Jig.  170), 


aOp^-^  =  - 


Ce  (ju!  démoulrL-  le  tlit'oi'èini'. 

ConoLi.AiBK.  —   ()iii>i;nl  l'r 


R 


1 


De  sorte  que  li:  produit  des  di'u\  siuus  est  eu  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  du  point  m  au  centre  du  cercle. 

687.  Nous  appelleious  points  conjugués  par  rapport  à 
un  cercle,  deuv  points  tels,  que  la  polaire  de  I  uu  passe 
par  l'autre.  Il  est  elair  que  si  la  [lolaire  dini  point  passe 
par  un  aulie  point,  i-écipi-oqticnient  la  polaire  de  celui-ci 
passera  parle  premier  (lî'fi). 

On  peut  dire  aussi  que  deux  points  conjugues  sont  <.U:u\ 
p..inrs  ,oNi.,f;"ry  hnrmomipir.^  ,.,ii  t,i|.|..m  ,ui\  ileu\  poiiil- 
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d'iutersectiou  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle  par  la  droite 
sur  laquelle  sont  pris  ces  deux  points  (675). 

Pareillement,  nous  appellerons  ^/'0£ite5  conjuguées  par 
rapport  à  un  cercle,  deux  droites  telles,  que  le  pôle  de 
Tune  se  trouve  sur  Tautre. 

On  peut  dire  aussi  que  les  deux  droites  sont  conjuguées 
hannofuques  par  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  par  leur  point  de  con- 
cours (679). 

688.  Puisque  deux  points  conjugués,  pris  sur  une  droite 
quelconque ,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle 
par  la  droite,  il  s^ensuitque  : 

Trois  couples  de  points  conjugués ,  pris  sur  une  même 
droite,  forment  une  in  solution  de  six  points,  dont  les 
points  doubles  sont  les  deux  points  d*uitersection  du  cercle 
par  la  droite. 

689.  Pareillement  :  Trois  couples  de  droites  conju- 
guées, menées  par  un  même  point,  forment  un  faisceau  de 
sir  droites  en  im^olution,  dont  les  deux  rayons  doubles 
sont  les  tangentes  au  cercle  y  menées  par  ce  point, 

690.  Il  résulte  du  théorème  (688),  qu'on  peut  détermi- 
ner les  points  d^ intersection  d'un  eercle  et  d'une  droite,  en 
prenant  sur  cette  droite  deux  couples  de  points  conjugués; 
les  points  doubles  de  l'involution  déterminée  par  ces  deux 
couples  de  points ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  les  points  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  couples ,  sont  les 
points  d'intersection  cheixhés  (réels  ou  imaginaires). 

Pareillement,  on  peut  déterminer  les  tangentes  à  un 
cercle,  issues  d'un  point  donné,  en  menant  par  ce  point 
deux  couples  de  droites  conjuguées  ;  les  rayons  doubles  de 
rinvolution  déterminée  par  ces  deux  couples,  ou,  en  d'au- 
ires  termes ,  les  droites  eonjiigét»s  harmoniques  par  rapport 


t  Iftir  rapport  a 
s.  lùi  effet,  quain 
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aux  deux  couples  soitl  les  Lingeiiti;»  tlioirlKics  (rvclles  c 

inuginairra). 

Ohseivaiion.  —  On  conçoit  bien  ({u'il  ne  s'agît  pas  ici  4 
soluiiou.t  praiî(|ue9  (Im  ces  deux  [iroblènics,  les  pins  simple 
(lue  l'on  puisse  se  proposer  sur  Ih  curc.Ic.  Jl  s'agît  de  pro- 
prit^tésqui  seront  Tort  utîlcs  dans  plusieurs  qucsitons,  d'au- 
tant plus  (ju'elJcs  impliquent  le  cas  des  imagînaîres. 

691 .  Quatre  points  en  ligne  ilroile  o. 
harnionirjuû  égal  A  celui  rie  leurs  polair 
points  a,  A,  f ,  '/pris  sur  une  même  droite,  ont  leur  rapt 
port  anharmouitjue  égal  k  celui  de  leurs  conjuguas  a',  i 
c*,  d',  car  ces  points  forment  dcus  divisions  liumographl 
([ucs  (688).  Oi-  ces  points  conjugut^s  sont  sur  les  polai 

des  quatre  point»  n,  h,  c,  d  {(187),  Icsquellrs  passent  | 
un  même  point  (67G)  -,  par  consi'-qucnt ,  leur  rapport  anhai 
moniqucGSt  ^al  à  celuî  des  quatre  droites,  lequel  ust  do) 
^gal  à  celui  des  quatre  points  a,  li,  l-,  (/.  c.   q. 

'  CoKOLi^iKE. — Il  suit  de  laque,  Jt /'on  a  deux  tUfisions 
homographifjiies  sur  deux  droites,  les  polai-vs  dcf  pot'nls 
fie  diuision  JbrmrrU  deiurfaisccniix  homo graphiques . 

692.  Soit  un  quadrilatère  A(/B^'  circonscril  au  cercle 
[fis-  »48)i  it's  droites  n'b^  ah',  qui  joignent  les  points 
de  contact  des  côtés  opposés,  se  croisent  sur  la  diagonale 
Al!,  parce  que  les  deux  sommets  A,  I!  et  le  point  d'inter- 
section des  deux  droites  al>',  a'/>  sont  trois  points  apparte- 
nant à  la  polaire  du  point  de  concours  des  deux  droites 
aa',  W((>78  et  (577).  Par  la  même  raison  ,  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  ah' ,  n'h  se  trouve  aussi  stir  la 
seconde  diagonale  dd' .  Doue  ; 

Quand  un  (piadritatcre  est  rirconscrit  au  rfrclc ,  sa 
diuj-  '//(■/ ij'iff (//(■'  (■/  /(■,<   droitf)  ijiii join'iriil    Ir^  /'niritf  ,la 


^ 
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coulait  lies  côtés  opposés  passent  toutes  quatre  par  le 

Itemaniue.  —  Quatre  tangentea  à  ua  cercle  doniieni  lïeu 
â  trois  quadrilatères  dîflëreals,  parce  que  l'une  de  ces  lan- 
gcnli's  éiaiit  regardée  comme  le  premier  côlé  du  quadrila- 
tère, un  pout  prendre  cliacune  des  iioîs  autres  comme  côté 
opposé. 

Les  trois  quadrilatères  sont  Ad'Hil,  AEBF  et  KilTii. 
Si  l'on  coBsidère  la  tangente  ou  a'  comme  côté  commua 
aux  trois  quadrilatères ,  le  coté  opposé  sera  la  tangente  en  b 
dans  le  premier  quadrilatère,  la  tatigenle  en  l/'  dans  le  se- 
cond, et  la  tangente  an  a  dans  le  troisième. 

Appliquant  le  théorème  précédent  aux  trois  quadrila- 
tères, on  en  conclut  que  li's  quatre  droites  ah',  a'ii,  Alt  et 
d/i'  passent  par  tm  même  point ,  comme  nous  l'avons  dit; 
que  l<»  quatre  ah,  a'b\  AB,  EF  passent  aussi  par  un  m^mc 
point  R;  cl  tes  quatre  aa\  bh\  d'd,  £F  par  un  même 
point  (j. 

((93.  Dans  un  quaiiiilalère  circonscrit  à  un  cerclf ,  le 
point  de  rencontre  des  dmix  diagonales  est  le  pâle  de  la 
droite  qui  joint  les  points  do  concours  des  côtés  opposés. 

Carlepùle  de  la  droite  qui  joint  ies  points  de  concours  E, 
F  des  cAtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  Ad'bd 
est  le  point  de  croisement  des  deux  cordes  de  contact  ab', 
a'b  (678).  Or  ce  point  de  croisement  est  le  môme  que  celui 
des  deux  diagonales  AH,  dd'  (U92);  donc  ,  etc. 

694,    Quand  un  quuilrdatèif  est  circonscrit  à  un  cercle, 
les  deux  diagonales  et  la  droite  ffiii joint  les  points  de  cott~ 
cours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle  dont  chaque   \ 
sommet  a  pour  polaire  le  côté  opposé. 

Car,  en  appliquant  !e  théorème  précédent  aux  deux  autres  1 
quadrilatères  dont  il  a  été  question,  on  en  conclut  que  le 
[Kitnt  R  est  le  pôle  de  la  diagonale  dil',  el  le  point  p  celui 
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d«  ladii)g(inalf  Ali;  de  sorie  que  les  irois  droites  AH,  dm 
(!t  KK  fornu'nl  un  triangle  (îRp  âoin  rhaque  somnuit  esl  ■ 
pôle  du  cùlé  oppos*^.  Donc.  ctr. 

Homarefue.  —  II  suit  de  là  que  les  àeax  àmgOitalM  8 
doux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle. 

693,  Quand  un  quadiiltttèm  est  circonscrit  à  un  cerc/eg 
34  l'on  mène  une  transvenufe  qui  rencontre  les  deux  Hià' 
gonales  en  deux  points,  l't  quon  prenne  îcs  dfux  autres 
points  qui  nvfc  ceux-là,  respectivement,  divisent  lutrmo- 
niquemcnt  les  deux  diagonales,  ces  deux  points  et  la  p^e 
tte  la  droite  dans  le  cercle,  sont  tous  trois  en  ligne  droite. 

En  cflét,  soit  L  la  iransvcrsalc  cl  L' la  droite  qui  joint  le» 
deux  points  qui,  avec  ceux  où  L  rencontre  les  dc-ux  diago- 
nales ,  divisent  Iiarmoniquemenl  ces  diagonales.  Si  du  point 
d'intersection  des  deux  drnïtcs  L  et  L'on  mèni*  les  laogcnlea 
au  cercle  et  des  droites  auif  extreinî lés  des  deux  diagonales, 
ces  six  droites  seront  en  involutîou  (607).  Mais  les  deux 
droites  !..  L' sont  les  rayons  doubles  de  l'involutioa ,  paror 
quelles  divisent  barmoniquement  chacune  des  deux  diago- 

"»l"'^  • Il-  »""!  '""i"!;' >  lia,„,n„i,|,„,  ,„„■  ,  „i,i.„, 

aux  deux  tangentes  au  cercle;  donc  le  pôlcdi!  la  droite  Lest 
sur  la  droite  L'  ((179).  (>  qu'il  lallail  prouver.  Donc,  etc. 

Corou.aihe.  —  Si  la  droite  L  est  r'i  l'infini,  il  sensuiique; 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les 
milieux  de  ses  deux  diagonales  et  le  centre  du  cercle  sont 
sur  une  même  droite. 

V.  guadiilatùrc  irtsn-it  a»  cercle. 

696.  Quand  un  quiidrda'ère  est  inscrit  au  cercle,  les 
points  de  concours  des  limgenles  en  sus  sontmeis  oftfiosès, 
et  les  points  de  concours  de  ses  côtes  opposés,  soûl  quatre 
points  en  ligne  droite. 

(:at'<l.in.t  Icqnadrilalèreofi' ///'  les  quaire  poîjiis  K,  \\ 
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p,  R  sont  en  ligne  droite,  parce  qu'ils  appartîenuent  à  la 
polaire  du  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a'b^ 
les  deux  R  et  p  en  vertu  du  théorème  (677),  et  les  deux  E, 
F  en  vertu  du  théorème  (678). 

697.  Dons  un  quadrilatcre  inscrit  mi  cercle,  le  point 
de  concours  des  deux  diagonafes  est  le  /fole  de  la  droite 
qui  joint  tes  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a! b 
est  le  pôle  de  la  droite  pR  (677). 

698.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  nu  cercle  y  le 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales j  et  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés,  sont  trois  points  dont  chacun 
a  pour  polaire  la  droite  qui  joint  les  deux  autres. 

Car  GR  est  la  polaire  du  point  p,  et  Gp  la  polaire  du 
point  R,  de  même  que  la  droite  pR  est  la  polaire  du  point 
de  croisement  des  deux  diagonales  ab'^  a'b. 

Remarque,  — Il  suit  de  là  que  les  points  de  concours  des 
côtés  opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  sont  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle. 

699.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle, 
les  polaires  d'un  point  quelconque^  relatives  au  cercle  et 
aux  angles  formés  par  les  deux  couples  de  côtés  opposés, 
passent  par  un  même  point. 

En  eflet,  soit  P'  le  point  d'intersection  des  polaires  d'un 
point  P  relatives  aux  deux  angles  formés  par  les  deux  couples 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère ,  la  droite  PP'  rencontre 
ces  côtés  en  deux  couples  de  points  a,  a*  et  i,  b\  et  la' 
conique  en  deux  points  e ,  f.  Ces  six  points  sont  en  involu- 
tion  (656).  Or  les  deux  points  P,  P'  divisent  harmonique- 
mcnt  les  deux  segments  aa\  bb'\  donc  ils  divisent  aussi 
harmoniqueraent  le  troisième  segment  ej  (205).  Donc  la 
polaire  du  point  P  relative  au  cercle  pas.s<»  par  le  point  P'. 
Donc,  etc. 
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Vl>  ITopriolFs  relatives  à  iruU  mrtle*  passani  |iar  un  mâps 
poini. 

7(H).  Quand  tivis  corrk-s  rl'an  Cprc/e  ioncoitrcn/  en  un 
mémo  point,  /«  droites  menuet  d'un  point  tic  /«  cirvon- 
Jérenca  A  louis  rxti-cmitéir  forment  un  J'aiscirau  en  iitvo- 
îutiou . 

S'iii^iil  aa'i  bb',  ce'  {fig-  iKo)  les  Iroi»  cordea  qui  pai- 
sciit  pur  un  mt^inc  point  p.  Je  dis  ([ur  les  ilroitcs  meitéifs 
d'un  point  ;'(  Jr  la  cinonfurcnce à  leurs exin-mitéé  forment 
trois  couples  en  iuvoluiiun.  II  suiEt  de  prouver  que  1» 
quatre  droites  ma,  ml>,  me,  me'  ont  leur  rapport  snhar^ 
moniquc  égal  à  celui  des  quatre  ma',  mh'y  me'  ei  wnc  (1H3). 

Joignons  le  point  m  au  point  p,  et  soït  m'  le  point  où  U 
droit»!  /Mp  renconlre  la  circonférence.  Les  quatre  droiles 
mil,  "tb,  me,  inc'  ont  leur  rapport  anliarmonique  ^al  â 
celui  des  quatre  m'u,  m'b,  m'c  et  m'c',  mi^nées  du  point 
m'  aux  quatre  ni£-mcs  points  a,  />,  r,  c'  (1)45).  Mais  celles- 
ci  ont  leur  rapport  anliarmonique  ^al  à  celui  des  quatre 
droites  ma',  mb',  nu:'  el  me,  pariT  (j«e  ces  Imîl  droites  se 
rencontrent  deui  à  deux  en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite  (IÎ77).  Donc  les  deux  faisceaux  de  quatre  droi  les //*«, 
mb,  me,  me',  et  ma',  ml)',  me',  me  ont  leurs  rapports  an- 
harmoniques  égaux.  Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Il  est  évident  que,  réciproquement;  Si  l'on  prend  un 
point  de  la  ciivonjërence  d'un  cercle  pour  somnmt  commun 
de  trois  angles  dont  les  côtés  soient  en  involiition ,  les 
cordes  sotis-tendues  par  les  trois  angles  concourront  en  un 

ConoLLAiRE. — Quand  la  transversale  pan'  tourne  au- 
tour du  point  0  [fig-  '^i),  les  deux  droites  ma,  ma'  for- 
ment deux  faisceaux  en  involulion  ;  et  les  droites  menées 
aux  extrémités  A  ,  A'  du  diamètre  sur  !e(|uel  est  le  {>oint  p  , 
î-nnlles  deu\  rayons  ru  laegidaires  del'involntion.  Parcon- 
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sé(]uent,  on  a 

tanga/7iA.tang^'/7iA  =  const.     (252,  3**.)» 

et,  par  suite, 

tangj  AOa.tan^^f  A0^=:  const. 
Donc  : 

Quand  une  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d*un  point 

fixe,  tes  rayons  menés  du  centre  à  ses  extrémités  font , 

ai^ec  le  rayon  guipasse  par  ce  point ,  deux  angles  tels,  que 

le  produit  des  tangentes  des  demi-angles  reste  constant, 

701 .  Puisque  les  droites  menées  d'un  point  de  la  circon- 
férence aux  trois  couples  de  points  a,  a^;  &,  b'  et  c,  c^  sont 
en  involution,  il  existe  entre  leurs  angles,  et,  par  consé- 
quent, entre  les  demi-arcs  compris  entre  ces  six  points, 
toutes  les  relations  d^involution  relatives  à  un  faisceau  de 
six  droites.  Par  exemple,  ou  aura  les  équations 

sîn  jab. sîn^  ab' ^{n\a'  b,  sin  7  a'  b' 

sm\ ae .f\n\a(/        sin  j-o'r.sin  joV 

sinja^  sinj-^'c.sin  jc'/i'=r  —  9\n^a'b'  sin 1 6c'.  sin  7 ca. 

VII.  Propriétés  relatives  à  trois  angles  circonscrits  qui  ont  leurs 

sommets  en  ligne  droite. 

702.  Quand  trois  angles  circonscrits  à  un  cercle  ont 
leurs  sommets  en  ligne  droite,  les  segments  quWls  inter-- 
cep/ent  sw  une  tangente  au  cercle  sont  en  inuolution. 

Soient  A,  B,  C  {^g*  iSs)  les  sommets  des  trois  angles,, 
et  aa\  bb\  ce'  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une 
tangente  M  ;  il  suffit  de  prouver  que  1rs  quatre  points  a ,  & , 
c,  c'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
«',  i',  c\  c.  Que  par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  ABC 
et  de  la  tangente  M  on  mène  une  seconde  tangente  M'  qui 
rencontrera  les  côtés  des  trois  angles  en  des  points  a,  a'; 
c,  c'  et  y,  y'.  Les  quatre  points  a,  A,  r,  r'  ont  leur  rap- 
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pori  auliaruMiiKfur  i-gal  k  vfliii  tics  c]ualn>  puiiiis  «,4 
7.-/' (682).  Muia  cclui^d  esicgal  à  ceini  des  quaiiv  point» 
a  ,  A',  c'.  r,  jiarei-qui.-  Ir*  qaatn-  (iroîics  njt',  iÊ',  (y',  c'y 
pasMiit  par  UD  mênic  point  qui  est  !<■  [i6lv  de  la  droiu- 
ARC  (083).  Otritc  le  rapport  anbarmunitjac  des  (}iialrc 
pninis  a'.  A',  c',  c  «u  «%al  n  celui  dr  quatre  a ,  6,  c ,  c', 
Oooc ,  etc. 

ConoiXAinK.  —  Les  dtnix  taiigrub-s  KO,  R'O' parallèle» 
i  ta  di-niu-  AK  (/îg.  i53)  i-cnranirml  la  langenlu  M  ci 
diïux  points  D,  !>'  qui  sont  deux  points  conjugué»  de  l'iti- 
vitlution.  Cl'»  ]>oînts  sont  vus  du  centre  soua  un  angli- 
droit  ((loi),  coroli.)'^  par  consî-qutfitt,  It-  pi'oduit  dc«  tan- 
genli!»  des  angles  DOo,  DO.rrjUcooatani  (2S2,  3".).  Mais 
CCS  anglM  sont  l<^*  moitiés  de»  ongles  que  les  deux  taugciiti^ 
Art,  A«'  font  avw.  la  langent»  DE,  lesquels  sont  ^au\ 
û  KAn,  KAa'.  lien  rt'snUvdonece  tiiéorèoie  : 

Si  de  cliatjuc  point  itunn  ilraitc  on  mène  itcux  Inn- 
gcntcs  à  un  cercle,  h  pi-orliiit  det  tangentes  trigonomè- 
tnques  des  denii-iingh-s  /juVl/es  font  «ivc  /a  tb-oîli;  ni 
fttn^tuni  f*) 

VUE.    Ki^ures  iHilaire»  rcciiiroiiiii's, 
70;{,   Ètnul  donnée  une  figum  ijurltonquc,  les  pohiuf^ 
de  srs  point i  l'ornient  une  figure  convlu/ivc. 

En  ullet,  ks  d(U\  figures  ont  .;iilie  elii;s  K-s  irlaiion- 
deacrijitives  qui  npparlîciincul  aux  fii;ures  coirclalives  . 
[tuisqne  h  des  points  dans  l'une  coiTespoiidenl  des  droili's 
dans  raulre  :  el .  daprès  le  lliêorèinc  (dUl) ,  les  deux  figures 
ont  aussi  Uis  relations  mélriques  des  (ij;mes  eoi'ivlati\fs  ; 
donc  elles  soiil  corrélatives. 


^ 
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704>.  S^il  se  trouve  dans  la  première  figure  une  courbe, 
il  lui  correspond  dans  la  seconde  figure  une  autre  courbe , 
qui  est  Tcnveloppe  des  polaires  des  diilerents  points  de  la 
première;  cette  courbe  jouit  d^une  autix*  propriété,  savoir, 
d'être  le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  la  première  courbe. 

En  eflet,  un  point  de  la  seconde  courbe  est  Tintersec- 
tion  de  deux  tangentes  infiniment  voisines ,  lesquelles  sont 
les  polaires  de  deux  points  de  la  première  courbe,  infini- 
ment voisins.  Donc  ce  point  de  la  deuxième  courbe  est  le 
pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  la  première; 
mais,  ces  points  étant  infiniment  voisins,  cette  droite  est  la 
tangente  à  la  première  courbe.  Donc,  etc. 

Il  suit  de  là  que  la  première  courbe  pourrait  être  formée 
au  moyen  de  la  deuxième ,  de  la  même  manière  que  celle-ci 
a  été  formée  avec  la  première ,  c'est-à-dire  qu'il  suffit  de 
prendre,  soit  les  polaires  des  points,  soit  les  pôles  des  tan- 
gentes de  la  seconde  courbe. 

A  raison  de  ces  propriétés  réciproques-,  les  deux  courbes 
sont  dites  polaires  réciproques.  Le  cercle  par  rapport  au- 
quel on  prend  les  pôles  et  polaires  s'appelle  le  cercle  auxi- 
liaire^ ou  directeur, 

705.  La  courbe  polaire  d'un  cercle  est  une  section  co- 
nique ^  c'est-à-dire  une  courbe  provenant  de  V intersection 
d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan. 

En  elfet ,  la  courbe  polaire  d'un  cercle  est  le  lieu  des 
pôles  des  tangentes  à  ce  cercle  (les  pôles  étant  pris  par  rap- 
port au  cercle  auxiliaire).  Considérons  deux  tangentes 
fixes  et  une  tangente  mobile;  il  leur  correspond  sur  la 
courbe  polaire,  deux  points  fixes  et  un  point  variable.  Aux 
deux  points  de  rencontre  des  deux  tangentes  fixes  et  de  la 
tangente  mobile,  lesquels  font  deux  divisions  homogra- 
phiques  (660),  correspondent,  dans  la  figure  polaire,  les 
droites  menées  des  deux  points  fixes  au  point  variable, 
rt    ces    droites   forment    deux   faisceaux    homographiqurs 


^ 
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(iK)1 ,  coroft.).  Donc  ,  fu  appliquant  ici  In  scioihIl*  dvnio<i«r 
iraiion  du  tliéort-mc  {6VÎ  bis),  ou  (;n  conclut  qufla  courbe, 
lïpu  du  point  d'inUtraecliou  des  rayons  hontologum  dt-  c«> 
deux  faisceaux,  t^at  une  section  conique.  c.    q.   f.  n 

706.  Toutes  h-s  piopiii-tés  inélriqucs  des  Irg^urcs  corré- 
latives s'applitpiant  d'ciles-mt^tnra  aux  ligures  polaires  i-éd- 
proqucB  (703),  it  eu  i-ésulte  ce  ihéorèmc  : 

Etant  pris  dans  le  filitn  d'un  curclc  deitx  f*oinftJiset 
i,  h  et  leurs  polaires  A  ,  lî ,  Ji  l'on  prend  un  autre  point 
ffuelconque  m  et  sa  polaiiv  M,  le  rapport  des  /Usia/ues 
de  ce  point  aux  deux  droilfs  A,  H  sera  au  rapport  des 
distances  de  la  droite  M  aux  deux  points  a,  b,  dam 
una  raison  consinnic  (588). 

Ainsi  l'on  auia 


(/".A)_ 


(M.") 


(•)■ 


l'uur  ilélcrmiucr  la  constaulc,  o»  peut  supposer  ijuc  U 
droîie  M  soit  à  Tinllni  ;  ses  distances  aux  deux  poioU  a ,  b 
seront  égalfs.  cl  son  pôle  "  ~  " 

mua  Joiir 


a  le  centre  O  du  cctcIp,  On 


rqiicr  que  le 
es  disianrcs 


(0,Jt) 

„-ti^^. 
(O,  It) 
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On  peut  déterminer  la  constante  X  d^uue  autre  manière 
qui  conduit  à  une  expression  diflTérente.  Supposons  que  le 
point  m  se  confonde  avec  i,et,  parconsi^quent,  la  droite  M 
avec  la  droite  R^  il  vient 


ou 


Et,  par  suite, 


(m.A).(M,a)_(A.&) 
(i»,B)'(M,6)       (B,«) 


707.  Les  deux  expressions  de  X  montrent  que 

(A,6)_(0,A). 
(B,«)       {0,B)' 
c'est-à-dire  que  : 

Si  Ton  prend,  dans  un  cercle,  les  pâles  de  deux  droites, 
les  distances  respecùVes  de  chacune  de  ces  droites  au  pôle 
de  Vautre  sont  entre  elles  comme  les  distances  des  deux 
droites  au  centre  du  cercle. 

708.  Dans  ce  théorème ,  les  deux  droites  A ,  B  sont  quel- 
conques^ supposons  que  la  première  soit  fixe,  et  la  se- 
conde mobile,  et  représentons  celle-ci  par  M  et  son  pôle 
par  m*,  on  a  Téquation 

(M,ii)_(w,A) 
(M,0)"~(0,Af 

Si  Ton  considère  la  droite  M  comme  appartenant  à  une 
première  figure,  son  pôle  m  appartiendra  à  une  figure  cor- 
rélative (703)  -,  et  cette  équation  pourra  servir  à  passer  des 
propriétés  de  Tune  des  deux  figures  à  celles  de  l'autre. 

Par  exemple,  on  passe  du  théorème  (654),  concernant 
un  polygone  inscrit  au  cercle,  au  théorème  (665)  relatif 


^.^  TRAlTfi  DK  litoMfTmE  SLI>P.R1E11HK. 

H  lin  [tolyguiic  cîrcunscril.  ('acoii  aura 

ou 

|.,,A)=(M,„)3„- 

70Î).  Preuons  ce  théorùmc  de  Siewari  (•)  :  <i  Si  d'on 
point  on  abaisse  sur  les  côtés  d'un  poljgon»;  rt'giilîcr  de  m 
côKjscirconsciîtà  hh  cercle,  dospcr|K-iidiculaires,  la  somme 
de  leurs  puissances  «  [n  l'iant  <^m)  ne  dépeadt-a  que  dr 
lu  distance  du  point  au  ccniic  dn  cerele,  et  imju  iIc  la  posi- 
tion du  polygone». 

Concevons  que  ladioîtc  A  soit  un  descôlés  du  jiotygone; 
son  point  de  contact  a  sera  le  sommet  d'un  polygone  n^n- 
lier  inscrit  au  ccicle,  et  l'on  aura 

("••*)  =  ("■"), lèrj-  M 

Par  conséquent,  si  la  droite  M  change  de  position,  îS^ 
conservant  la  même  distance  au  poiut  O,  la  somme  des 

à-dire  que  : 

lien  ifistaiicfS  ric  ifi.i  soiiniicts 
lit!  la  lUsIiinre  ri,:  ix-Hi-  ilm-M: 

ObsciviUion.  —  On  voit  (]u'il  sera  Tort  utile  d'introduire 
les  iclatiiins  métriques  géucialcs  des  ligures  rocrélatives, 
dans  la  tliéoric  des  polaires  récipioques  où  l'on  a  plus  par- 
ticulièrement ciinsidéré,  jusqu'ici,  lis  relations  desc 
tives  et  les  relations  d';ii;}fles. 


cùlcs  cxt  inscrit  ii  un 
n[ntlont  f)hts  petit  tjue  m] 
une  limita,  ne  dépend qitc 
I  centre  du  cercle. 


P- 


^ 
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CHAPITRE  XXIX. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  DEUX  CERCLES. 


I.  Des  centres  de  similitude  de  deux  cercles. 

710.  Deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  deux 
figures  homolliéliques  (semblables  et  semblablement  pla- 
cées), et  cela  de  deux  manières,  parce  qu'ils  ont  toujours 
deux  centres  de  similitude. 

En  cfl'ct,  que  Ton  mène  dans  les  deux  cercles  deux 
rayons  Oa^O'  a!  (fig-  1 54  )  parallèles  et  de  même  direction  ; 
la  droite  qui  joint  leurs  extrémités  rencontre  la  ligne  des 
centres  en  un  point  S  déterminé  par  la  proportion  sui- 
vante, qui  résulte  de  la  similitude  des  deux  triangles  aOS^ 
aaa!  y 

ou,  eu  appelant  R  et  ries  rayons  des  deux  cercles, 

R  — r 

Cette  expression  de  OS  est  constante  et  montre  que  le 
point  S  est  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des 

deux  rayons  Oa,  O'/i'.  Mais  le  rapport  ^— ;est  aussi  con- 
stant, car  il  est  égal  à  ---,•  Les  deux  cercles  sont  donc  deux 

figures  semblables  dont  le  centre  de  similitude  est  le  point  S. 

Pareillement,  si  l'on  mène  le  rayon  O'/i''  en  sens  opposé 

à  la  direction  de  Ort,  la  droite  ait!'  rencontrera  OO'  en  un 
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poioi  fixe  S',  rl^K-imin^  par  réc{iiBUOD 


nsfz 


et  qui  est  (riici)t-e  un  ci-ntre  tle  sùmlitiuie. 

Ain»i  les  doux  ^c^cl^^s  onl  dciix  crnlm  lif.  sitiit/i/itrfr.  Il 
l'ésultp  de  U  consirnrtiou  par  laquelle  ces  poiniA  se  itéler- 
tnineiit,  que  le  [xeiiiier  est  situé  an  delà  de  la  ligne  its 
eeuti'c»de&  deux  cordes,  etlesecuudentre  les  deux  ccDtres, 
qnelle  que  aoîl  la  positinu  relative  des  deux  cercle*.  Le  pre- 
mier est  di[  centre  de  fimiUtutie  tiirecle,  et  le  second  centre 
de  simîUlniic  inverse. 

Quand  les  deux  eei-cles  se  touchent,  leur  point  de  coq- 
iHciest  un  centre  de  similitude  t/i/vctr-,  on  inwrse,  selon 
«juc  les  deux  cercles  se  touchent  intérieurement,  ou  exté- 
rieurL'itti-nr. 

71 1 .  Les  icRïiïr.ï  de  similitu/in  rJa  ih-ttJf  cercles  sont  tieux 
l'ointi  conpiguês  harniomtfur.i  jmr  rapport  nux  Hfux^^^^ 
ireu  tlefigurt!.  ^^^Ê 

r<.rona  ^H 


so 


S'O 


R 


SI) 


S'O 


SO'       -S'O'' 


Mais  liii.  des  deux  CCI! 
des  dfus  centres  O,  O', 


imililudc  est  situé  au  delà 

i<;  entre  ces  deux  points; 

,         ,.        ,       ,  SO      S'O  .  .. 

donc  I  ini  dis  dcnx  ia[iports  ~ ,  ^—  osL  positil  et  1  antre 

négatif,  el,  par  eonséqnen!,  Ii-s  denx  points  S,  S'  divisent 
harmoidquemeni  Icsegment  OO'  (y(i|.  c.  q.   r.    n. 

712.  Les  centres  de  siiiiilituifc.  de.  ileiix  ccrchis  forment 
MU!  im'obilion  avec  les  deiw  roupies  /le  points  d<:s  deii.i 
ciivonjën'iice-  siliii-s  sm  la  ligne  ilcs  ci-niras. 


'\ 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIK  SUPÉRIEURS.  499 

En  cilet,  on  a  [fig-  i55) 

SA       R       SB       R 


Srt        r'      S6        r' 

donc 

SA. SB       R' 

• 

Sa.Sb        r' 

Et,  pareillement. 

S'A.S'B       R' 

S'fl.S'^""  /" 

Donc 

SA. SB       S'A.S'B 

Sfl.S^      S'«.S'fc 

Pour  que  cette  équation  soit  une  des  relations  d'involu* 
tion  de  six  points,  il  faut  que  les  deux  membres  soient 
de  même  signe.  Or  cela  a  lieu  évidemment,  parce  que  cha- 
cun des  deux  points  S,  S'  est,  ou  au  dehors  des  deux  courbes, 
ou  dans  l'intérieur  des  deux  à  la  fois,  de  sorte  que  les  deux 
produits  SA. SB  et  S^.Si  sont  toujours  de  même  signe;  et 
pareillement  des  deux  S'A  .  S' B  et  S' a. S' h.  Donc,  etc. 

713.  Toute  droite  menée  par  le  centre  r/e  similitude  de 
deux  cercles  coupe  leurs  ci/vonje ronces  sous  fies  angles 
égaux. 

Cela  est  évident;  car,  d'une  part,  les  deux  angles  en  a' 
et  rt|  dans  le  cercle  O'  (Jig-  i34)  sont  égaux,  et,  d'autre 
part,  les  deux  angles  en  a'  et  a  sont  aussi  égaux,  puisque 
les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement  placées , 
et  que  le  point  S  est  leur  centre  de  similitude.  Do:!C,  etc. 

II.  Corde  commune  h  deux  cercles,  ou  axe  radical. 

714.  Nous  appelons  corde  commune  à  deux  cercles  une 
droite  dont  les  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires) 
avec  les  deux  cercles  sont  les  mêmes. 

Le  cas  où  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas  donne  lieu  à 

32. 
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ce  iliéoriimc  : 

Peux  ceirlus  ont  toujours  une  corde  comiitunif . 

En  (.'H'cl,  qii(^  I  on  mûiie  une  droîio  quelconque  <|ui  rM< 
l'oiilrera  les  deux  cei-cJes  en  deux  couples  d«  points  n,  h 
vl  a' y  h'  (r^ûU  ou  imaginai  ri»);  il  existera  toujours  sur  retir 
droitrun  point  ité  lel,  que  le»  pi-oduits  ma.mh  ci  ma',  mb' 
SLTout  «-■fiauK  (â08).  Que  de  co  jioiiit  ou  abaisse  uii« 
l>eudicalairv  sur  la  di-uiu^  qui  joint  les  ceuirc»  des  dei 
t'vrcles',  celte  droite  sera  la  corde  commune  aux  dmx 
■■ercles,  c'esi-à-dirc  quVJIe  les  rencontrera  aux  deux  mêmes 
points  (réels  ou  imaginaires).  En  cHet,  les  Jeux  poinls  sur 
chacun  de»  ceiclct  auront  le  mf'mc  point  milieu,  *iuî 
*Ur  la  ligne  de»  ecnlita  des  dfux  cercles  (647);  cl  le 
langle  de  leurs  dintances  au  point  m  sera  aussi  le  mi 
car  il  sera  égnl  àma.'n&dansriin  des  cercles,  et  à  ma'. 
dans  l'aulri'  |648).  Donc,  eic, 

ConOLLAinR,  —  Il  résulte  de  là  que ,  quand  une  transvi 
satereuconlrtideuxcerclcaendeux  couples  de  poiaisd,  b 
II',  //,  n  leur  corde  commune  en  m .  on  a  toujours  IVg.ili 
rna.inh  =:  ma'  .iii/i';  ci  i]nc,  réi-iproqucmciil ,  quand  celle 
égalité  a  li<'H,  le  priini  ni  appartient  à  la  corde  commune 

713.  /-es  langinlfi  iiivni-i-s  ii  ihux  cercles,  rl'iin  même 
point  'If  leur  roiffr  coiiiiiiunc  sont   He  nu-mr  longiirur. 

Car  un  a  [Jï^-  i55),  nil  =  me  .  mj\,  en  appelant  c,  J 
les  deux  points  d'inicrsection  (réels  on  imaginaires)  des 
deux  cercles;  et  de  niénie  mi'  =  nie  .  nif.  l)ouc  mt  =  rni' . 

Réciproijnemeiii  ;  Hi  le.-  iiin Renies  menées  li'wi  même 
point  n  deux  cercUs  sont  égales,  ce  point  apparli.nt  né- 

Eu  cllei,  la  Inngcnle  au  second  cerrlc  ml'  rencontre  le 
pii'mi.rcndcuv  poinls  ;  el  ç  1  lécK  ou  iiiia{;inaiics).  et  l'on 


^ 
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a  rnt  ,  m(f  =  mf  (648)  -,  mais,  par  hypothèse,  ml  ==  int'\ 

donc  m  e  .  f//<p  =  mt'.  Donc  le  point  m  appartient  à  la  corde 
commune  aux  deux  cercles  (714,  coroll.). 

A  raison  de  cette  propriété,  et  parce  que  la  longueur  de 
la  tangente  menée  d'un  point  à  un  cercle  s'exprime  par  un 
radical ,  on  a  appelé  la  corde  commune  à  deux  cercles  axe 
radical  (*). 

71  rt.  L'axe  radical  de  deiix  cercles  est  à  égale  distance 
des  deux  polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

En  eilet,  si  Ton  conçoit  une  tangente  commune  aux  deux 
cercles,  le  point  où  elle  rencontre  Taxe  radical  est,  d'après 
le  théorème  précédent,  à  égale  distance  des  points  de  con- 
tact; mais  ces  points  sont  sur  les  polaires  du  centre  de 
similitude  par  lequel  passe  la  tangente,  et  ces  polaires  sont 
parallèles  à  l'axe  radical.  Donc ,  etc. 

717.  Si  par  un  point  de  Vaxe  radical  de  deux  cercles 
on  mène  deux  droites  quelconques,  les  quatre  points  [réels 
ou  imaginaires)  y  dans  lesquels  elles  rencontrent  y  F  une  y 
un  cerclcy  et  rautre,  l'autre  cercle,  sont  sur  un  même  cercle. 

Car  soient  m  le  point  de  Taxe  radical ,  a ,  &  les  points  de 
l'encontre  du  premier  cercle  par  l'une  des  transversales , 
a' y  b'  les  points  de  rencontre  du  second  cercle  par  l'autre 
transversale ,  et  e ,  y*  les  points  communs  aux  deux  cercles 
sur  Taxe  radical;  les  deux  rectangles  ina.mb^  ma' .mb' 
sont  égaux  à  me.mf^  et,  par  conséquent,  égaux  entre  eux; 
ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  «,  i,  a\  b'  sont  sur 
une  même  circonférence  de  cercle  (648). 

718.  La  corde  commune  à  deux  cercles  jouit  de  la  pm- 
priétéy  que  les  polaires  de  chacun  de  ses  points,  par  rap^ 
port  aux  deux  cercles  y  se  croisent  sur  cette  droite. 


(*)  Cette  expression  a  «té  proposée  par  M.  Gaultier  (de  Toiirti},  dans 
un  Mémoire  sur  les  contacts  des  cercles.  (  Journal  de  l'École  Polytechnique, 
XVI*  cahier^  année  i8i3.) 
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Eo  effet,  les  polaires  d'uQ  poiiit  de  Ja  corde  fM>DiR]iiiK 
passcar  par  le  point  qui  rst ,  sur  coite  droite,  le  ronJDgiié 
liarmoniqut;  du  premier  par  rapport  sux  deux  poîulsd'ni^ 
lerspclion  (refis  ou  ima^uairee)  des  deux  (r(;rcle8  (675). 

Réciproquement:  Quand  tinn  tlrw'le  tfxl  telic,  tfite  la 
polaires  de  chacun  de  sfS  points  par  rapport  à  ttcux  cer^ 
vies  se  rencuntitiit  sur  cette  droite,  celte  tiroitc  est  une 
e.ofda  commune  aux  deux  cercles. 

Eu  vflet,  si  deux  systèmes  de*  points  sur  une  même  drx>ite  L 
snnL  conjugnt^s  par  rapport  à  chacun  des  deux  cen^li».  In 
points  d'intersiTiion  de  l'un  et  do  l'autre  eeivic  par  ceue 
droite  sont  les  mêmes  (((90).  Donc,  etc. 

719.  Uu  point  situé  à  l'inlini  a  pour  polaires  daasdenx 
cercles  deux  diamètres  parallèles,  lesquels  se  reacoutrvm 
à  l'inlini;  de  soilc  que /a  droite  située  à  l'injinj  peut  élre 
considérée  comme  une  cordi-  commune  aux  tfeiix  cer- 
cles. 

Ainsi  l'on  peut  dire  que  deux  cercles  ont  quatre  poînis 
d'intersection,  situés,  deux  à  deux,  sur  deux  cordes  com- 

à  distanne  Unie  et  appelée  a.ie  rnilicat,  les  deux  points  sunt 
réels  ou  iinnfjiiiaires,  et  qui'  sur  l'aulri',  silnée  à  l'inlini, 
les  deux  points  sont  toujours  imaginaires. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  sont  concen- 
triques, leur  axe  radiral  est  Iiii-mènie  à  rinfinî ,  oi  leurs 
deux  eorcif-s  eomniunes  se  confomlent;  on  peut  dire  alors 
que  les  deux  cercles  ont  un  doufdc  coiiincl  imaginaire  h 
l'inâni,  parce  que  leurs  quatre  points  d'intiTsection  coïn- 
cident, deux  à  deux,  sur  la  dinite  située  à  l'inlini  (*). 
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III.  Des  cercles  considérés  comme  figures  homologiques. 

720.  Deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dans 
lesquelles  l^axe  d^homologie  est  la  corde  commune ^  ou 
axe  radical  des  deux  cercles,  et  le  centre  d^homologie, 
Vun  ou  V autre j  indifféremment ,  des  deux  centres  de  simi- 
litude. 

En  effet,  soient  M  et  m  (fig-  i56)  deux  points  homo- 
logues par  rapport  au  centre  de  similitude  S:  et  MP.  mp 
les  distances  de  ces  points  aux  polaires  du  point  S  relatives 
aux  deux  cercles.  On  a ,  en  vertu  de  la  similitude  des  deux 
figures, 

S  m       mp 

SM  ~MP* 

Soient  mx  le  second  point  du  cercle  o  sur  la  droite  S/fi,  et 
m^px  la  distance  de  ce  point  à  la  polaire  du  point  S,  on  a 

S/w,  w,/;, 

De  ces  deux  équations  résulte  celle-ci , 

SM  MP 

Sw,  t^iPx 

Cette  équation  prouve  (520)  que  les  deux  points  M  et  m^ 
appartiennent  à  deux  figures  homologiques  dans  lesquelles 
les  polaires  du  point  S  sont  deux  droites  homologues. 

Deux  figures  homologiques  rencontrent  leur  axe  d'ho- 
mologiedans  les  mêmes  points  \  donc  l'axe  d'homologie  des 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

721 .  Deux  cordes  homologiques,  telles  que  MW,  mxn^^ 
Comprises  entre  deux  droites  issues  d'un  centre  d'homo- 
logie,  se  coupent  sur  l'axe  radicai. 

Cela  résulte  des  propriétés  des  figures  homologiques. 
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722,  Pareillemeiii;  Lis  larigcntrs  m  tivux  points  fio- 
mplogiquef  M,  "*,  sa  renconirtnt  sur  Vaxv  niffira/. 

Réciproqudment  :  Si  tî'iin  point  tin  l'axe  radical  on 
mène  une  tangente  à  chacun  îles  deux  ct^n-les,  Itis  Hr.iix 
points  f/e  contact  sont  en  ligne  ili-oile  aved'tin  on  l'autre 
lies  deux  cenlivs  ila  siinilitaJe. 

Cela  est  (■vident,  d'après  ce  qui  prccwlc. 

723,  Puis([Ui;  doux  tordes  homologtqiu's  se  croisent  sur 
l'axe  d'homologie,  oa  eu  conclut  que  : 

Deux  couples  de  points  homologii^ues  sur  deux  cercles 
sont  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence  de 
cercle  (lil). 

72i.  Le  rectangle  des  distances  de  deux  points  homo- 
logif'ics  de  deux  ctH'cles,  aii  centre  d'hanio/ogio,  est  con- 
stani,  t/uols  t/ue  soitint  ces  deux  points. 

Car,  li'stjufiti'R  points  M,  N,  f»,,  "i  ^'laiii  sur  luiemt-iuc 
circ(.nfMn.e(72:i),Onal 

SM.S'",^  SN.Sn, 

720.     AUTIIE    MAMÊRE  DF.  DÈMOMHKR   LES  THÉORÈMES   PIIÉ- 

cÉDENTs.  —  (^es  divers  lliéorèmi's,  (jin;  nous  avons  conclus 
natureliemeiil  des  piopiiéus  les  plus  simples  des  figures 
homologiques ,  se  démotiirent  aussi  d'une  maiiièic  dircclp 
fort  simple,  mais  eu  suivant  une  iiiarclie  inverse. 

Les  deux  points  M,  '"  étant  lioniologiies  par  rapport  au 
centre  de  similitude  S,  on  dît  que  les  deux  ;\I,  m,  soûl 
anti-hoiiiotogiics,  et  l'on 


propos  1 1 
ouels  ou 


savoir,  qu 

ienl   l,:s  d, 

a  [f.g.  i:a\) 


Lre  d  aboi'd  noire  dernier* 
«,'/l'S.M.Sh||  est  constant, 
points  anii  hnnioloffufs  .NI,  ///, 
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d'où 

R  / — »  \ 

SM.S/w,  =  -^So  — r*j  =  constante, 
r 

De  là  résulte  que,  deux  couples  de  points  anti-homo- 
logues M,  771,  et  N,  nx  sont  sur  une  même  rirconfirencc 
de  cercle, 

Conséqucmment ,  y  étant  le  point  de  concours  des  deux 
cordes  MN,  ni^n^^  on  a 

vM   vN  =  y/w,.v/î,. 

Donc  les  tangentes  aux  deux  cercles,  menées  par  le  point  v, 
sont  égales  ;  donc  ce  point  est  sur  Taxe  radical  (715)  ;  donc 
deux  cordes  anti-homologues  se  coupent  sur  V axe  radical. 

En  supposant  que  les  deux  cordes  deviennent  infiniment 
petites,  on  en  conclut  que  les  tangentes  en  deux  points 
anti- homologues  se  coupent  sur  Vaxe  radical. 

Cela  résulte  encore  de  ce  que  ces  tangentes,  qui  font  des 
angles  égaux  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  con- 
tact (713) ,  sont  de  même  longueur. 

Enfin ,  les  cordes  anti-homologues,  telles  que  MN,  m^  /i|, 
se  coupant  sur  Taxe  radical,  on  en  peut  conclure  que  les 
deux  cercles  sont  d<mx  figures  homologiques  dont  le 
centre  et  l'axe  d'homologie  sont  le  centre  de  similitude  S 
et  Vaxe  radical  (518). 

Ce  que  nous  disons  du  centre  de  similitude  S  s^entend, 
évidemment,  du  second  centre  de  similitude  S'. 

726.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  égal , 
av*cc  un  signe  contraire^  à  leur  rapport  de  similitude. 

Soit  fJL  le  point  où  la  droite  Sm^  M  (fig»  iSy)  rencontre 
Taxe  radical ,  ou  axe  d'bomologie,  on  a 

SM       .     M  p 
S/w,    "       /?/,  pi 
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I.a  constante  i  cal  ce  qutr  nous  avons  apjK'lc  Ir  coc//ifùlU 

oa  rapport  d'homologic  des  deux  figures  (320). 

Soient    E,   f  les    points    appartenant  aux  polaî 
point  S  dans  Ii-s  deux  cercles;  ces  points  sont  hotnolugi 
par  rapport  au  centre  de  similitude  S ,  cl  l'on  a 
SK        R 


Mais  ils  août  faoïnologiques  par  rapport  au  poinl  S  i 
tlcré  comme  centre  d'homologic,  de  sorte  qu'on  a 


parce  quefiE  = 


=\     (840),      ou 
-fxe(71B).l)om' 


Ce  ^i  démontre  le  théurëmc- 

Remanpin.  —  Lea    rapporta    d'iiomologie    i-elatifs    aux 
deux   centres    d'homologie  sont  égaux  et  de  signes  cud-    I 
traires,  demÈmequc  les  rapporiadu  aimilitade  (7H),  % 


727.  Lt-s 


■lulicil  r/<-  ,lo,i.>: 


■rcl,-s 


Minilitutle.. 

En  ollet,  lesdcu\  coiclos  sont  homok 
au  point  S  {fig.  i57),  et  l'axe  radical 
logie  (720);  par  conséquent  ses  pôles  P, 
liomologiques  ;  on  a  doru 

SP  _  11  P  _  . 

/  étant  le  rapport  d'Iiomolcgie.  Et  de  i] 
second  centre  d'homologic  S', 
S'P    iU' 


giqucs  par  rappoi  t 
est  l'axe  d'honio- 
p  sont  diu\  points 


~\ 
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Donc 

SP    SMP  _  _ 

Ce  qui  dcmontre  le  théorème. 

IV.  Propriétés  de  deux  cercles  relatives  à  Taxe  radical. 

728.  Étant  donnes  deux  cercles  ^  si  de  chaque  point  de 
Vun  on  niène  une  tangente  au  second  et  une  perpendicu-^ 
laire  à  leur  axe  radical  y  le  carré  de  la  tangente  sera  à  la 
perpendiculaire  y  dans  une  raison  constante. 

Eu  effet,  une  transversale  rencontre  les  deux  cercles 
(  fig,  1 58  )  en  deux  couples  de  points  m ,  m'  et  a ,  a',  et  l'axe 
radical  en  ci),  qui  est  le  point  central  de  l'involution  dé- 
terminée par  ces  deux  couples  de  points,  puisque  Ton  a 
iùm.tjùm'  =  tùa,(ùa'  (Tli,  corolL).  Il  s'ensuit  celte  équa- 
tion d'involution , 

ma .  ma'         /n  a>      ..^^. 

7-     (*89), 


m'a .  m' a'       m'  &> 


ou,  en  appelant  mt^mft'  les  tangentes  au   second  cercle 
menées  par  les  points  /;/ ,  m\ 


3 

mt  m  ûj 


iwV 


/7?  a> 


Soient  mp^  m!  p^  les  perpendiculaires  abaissées  des  points 
ni^m'  sur  Taxe  radical ,  on  a 


Donc 


ma> 

— 

mp 

w'« 

m'p' 

a 

—3 

nit 

/;/  /' 

mp         m' p' 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

729.   Si ,  d^un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles ^ 


5o8 
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i  mina  rifn 


./'" 


les  pdles  rfe  <cl  axe  rians  fe.f  deux  wic/cx,  les  droites  qui 
ioindront  les  points  île  ivnrotifiv  </*■  ces  Iransversaîes  et 
4fS  rlaiix  ccich.Sj  respectivement ,  concourront  en  ileux 
points  fixes  ffiii  spront  lis  centres  de  similitude  des  deux 
cercles. 

EnefTei,  l'axe  radical  étant  l'asc  d'iiomologie  îles  deux 
cercles,  ses  pôles  sont  deux  points  homologiques;  donc  lef 
deux  droites  menées  d'un  même  point  de  l'ase  radical  -■ 
deux  poinls  sont  deuv  cordes  homolo^irjues.  Donc  leui^ 
extrémités  sur  Its  deux  cercles  sont  des  poinls  homologîqua 
doDC  CCS  points  sont ,  deux  à  deux ,  sur  des  droites  passAnl 
par  les  centres  d'bomologie.  c.  q,    v.    d. 

jéulreinent.  Le  point  /(f'g-  iSg)  étant  le  pôle  de  l'ai 
radical ,  on  a 


/frfly  _        eh  tb'  . 
"/    ^-~~V/A./A'- 


;ar  ea.ra'  =;  cb.f/i\  puisque  le  point  t-  rsl  sur  Iji 
;al  des  deux  ci-icUs. 

Soit  S  lu  point  où  la  droite  af>  rcucoiilre  la    li 
)n  a,  dans  le  triangle  i;/^' coupé  par  cette  dniiii.-, 


radi- 


af  Ùg-Sf. 
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plique  au  second  centre  de  similitude  S',  parce  qu^on  peut 
changer  b  en  b'  dans  la  figure.  Ainsi  le  théorème  est  dé- 
montré. 

730.  Corollaire.  — L'un  des  signes,  dans  Texprcssion  de 
^?  s'applique  à  ce  rapport ,  et  Tautre  à  —  »  11  s'ensuit  que 

Sy  by 

-^=  —  -— ,-,  ce  qui  prouve,  ainsi  qu'il  a  été  démontré  di- 
Sy  S/ 

rectement  (727),  que  dans  deux  cercles ,  les  pôles  de  l'axe 
radical  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
centres  de  similitude. 

On  arrive  encore  à  cette  conséquence,  en  considérant 
le  quadrilatère  aba'  b'\  car  les  deux  centres  de  similitude 
S,  S'  sont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  les 
deux  pôles  y,  g  sont  les  points  où  les  deux  diagonales  aa\ 
bb'  rencontrent  la  droite  SS^  Donc  les  quatre  points  sont 
en  rapport  harmonique  (341). 

731.  Observation,  —  Du  théorème  (729),  démontré  de 
la  seconde  manière,  on  peut  conclure  que  les  deux  cercles 
sont  deux  figures  homologiques.  Ici,  cette  démonstration 
importe  peu*,  mais  elle  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  deux 
sections  coniques ,  c'est-à-dire  que  Ton  démontre  ainsi  direc- 
tement que  deux  coniques  quelconques  sont  deux  figures 
homologiques;  proposition  fort  importante  dont  on  n^a  pas 
encore  donné,  je  crois,  de  démonstration  directe,  et  que 
Ton  a  coutume  de  conclure,  par  voie  de  perspective  ou  de 
transformation ,  de  la  similitude  ou  de  l'homologie  de  deux 
cercles. 

732.  Sij  de  chaque  point  de  Vaxe  radical  de  deux 
cercles  y  on  leur  mène  deux  tangentes  y  le  rapport  des  tan- 
gentes trigonométiiqucs  des  angles  que  ces  deux  droites 
Joiif  avec  Vaxe  radical  est  constttnt. 
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Kn  «HcJ,  OH  a,  dans  le  ccrde  c  {fig.  i6o). 

Or  Tanglc  "jcS  =  MCS,  ei  m, (.S  osi  le  stipplëm 
ifiy  cC;  l'ik^uatiou  devient  donc 

laiitï^MCS 

tung  -j  m,  fC 


tang^MBX  _ 

O:  (|ui  déiuontrL'  le  théorème. 

733.  Si  d'un  /win/  tin  l'axn  rarli<al [de  deux  cen 
an  leur  mène  des  tangentes,  les  t/uarre  points  de  mntaei-^ 
sont  sur  un  cercle  décrit  du  point  de  l 'nxe  radical  comme 
centre;  et  ce  cercle  rencontre  In  ligne  des  centres  des 
deUT  cercles  proposés  en  deuj:  points  fixes  (réels  Ort  ima- 
ginaires) rjiiîsont  conji'gnés  par  rapport  aux  deux  cercles, 

l.estjuatrepo'misdeconlact  sont  sur  un  cercle  [fig.  i6l)î 


cela  est  tVideui, 


isqu. 


les  taDgcnles  aux  deux  cercles, 


issues 

d'un  mtae  point  M 

del'a^eradi 

cal ,  sont  ^a 

W  (7IS). 

Soi 

•  on  \,-vrn\v 

lenro 

nlre  l'axe  radical  , 

et  appelons 

e  ,  f  les  de 

ux  points 

cen  lit 

OH  iniaginailcs)  oi 
■s  (.:<■.  Un  a 

0('.0/=-o7^' 

'.  ce  cercle  r 
=  0</.0(/'  = 

encontre  la 

ligne  des 

Soicn 

t  t  i-tœ  les  points  d' 

'inlcrsccliod 

des  deux  ce, 

[•clés  pro- 

l>osés 
Donc 

>7— il^"=- 

Ainsi  Oe ost constant, <iu 

fl  (juc  soil  I( 

■point  «pris  sur  Taxe 

■  adica 

l;  cVsl-à-(lirrc[ucl 

e  cercle  décr 

it  de  ce  point 

,  comme 

centre 

:,  rencontre  lodjoui 

rs  la  lign.:  d. 

is  centres  Ct 

■  dans  les 

même 

s  points. 

<^ 
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Maintenant  observons  que  Oe.Oç  =  —  Oe  =  Oa.Ort', 
et  par  eonsëquent 

Oe  =  Oa.Oa\ 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  c',  y  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  a,  a'  (69).  Ainsi  le  théo- 
rème est  démontré. 

Corollaire.  —  11  résulte  du  théorème ,  que  tous  les  cer- 
cles décrits  des  points  co  de  Taxe  radical,  comme  centres,  ont 
pour  axe  radical  commun  la  ligne  des  centres  Ce  des  deux 
cercles  proposés,  puisqu'ils  rencontrent  cette  droite  dans 
les  mêmes  points  e,  f  (réels  ou  imaginaires). 

V.  Propriétés  relatives  au  qiiiidrilatèrc  circonscrit  à  deux  cercles. 

73-4.  Les  diagonales  ih ,  gk  du  quadiilatère  ighk  c/r- 
conscrit  à  deux  cercles  [fig-  162),  rencontrent  la  ligne 
des  centres  en  deux  points  dont  chacun  a  la  même  po- 
laire dans  les  deux  cercles. 

En  eflet,  quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un 
cercle,  les  deux  diagonales  ih ,  gh  et  la  droite  SS'  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle 
dont  chaque  sommet  a  pour  polaire  le  côté  opposé  (694). 
Donc  le  point  e  où  la  droite  ih  rencontre  la  droite  SS'  a 
pour  polaire  dans  les  deux  cercles  la  droite  gk\  et  pareille- 
ment, le  point y^ a  pour  polaire  la  droite  ih.  Donc,  etc. 

735.  La  circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  deux  cercles,  comme  diamètre,  passe  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles. 

En  eiFet,  le  rayon  ch  mené  au  point  d'intersection  des 
deux  tangentes  SA,  S'A  communes  aux  deux  cercles,  divise 
en  deux  également  Tangle  SAS'  formé  par  ces  tangentes  *,  et 
le  rayon  CA  divise  en  deux  également  le  supplément  de  cet 
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anglu.  Donc  los  deux  rayons  C/t  et  ch  soDt  rcctaoguIaiS 


fitpar  suite  le  point  /(  est  sur  la  circonfi-r 
comme  diamètre. 


e  décrite  sarCr 

C.    Q.    p.    II. 


736.  Quand  un  qurnlrHatère  ait  ciiconscril  à  doux 
cirries,  si  d'un  point  on  mène  A'*  langenien  aux  tlttux 
cercles  et  des  droitr-s  à  deux  sommrts  opposés  du  quadri- 
lalèrc,  t:e^  ti-ois  coup/es  de  draili-s  sont  en  involution . 

En  eflet,  les  deiis  tangonlfs  au  premier  cercle  forment 
uiio  iiivoliilion  aïee  \fs  tlciix  couples  dr  droites  menées  aux 
dcwx  roupies  de  somniets  opposé»  du  quadrilatère  (667)  ; 
cl  de  mÉnic  les  taogeDtos  au  second  cercle.  iJonr  trois  quel- 
conques de  ccE  quatre  couples  de  droites  sont  en  involu- 
liou  (iy(i).  Donc,  t-lc. 

Celte  démonstration  suppose  que  les  quatre  sommets  du 
quadrilatère  sont  l'éels.  En  voici  une  seconde,  qui  s'applique 
au  cas  où  le  quadrilatère  n'aurait  que  deux  sommets  réeU, 
savoir  1(M  deux  centres  de  sîmililude. 

j^utreniitnt.  Soient  A ,  A'  et  B,  II'  les  deux  roupies  de 
tangentes  (réelles  ou  imagiuaîres)  menées  d'un  potot  P  an 
deux  ren-l^'s  ;  F ,  F  les  tan;;t.-Htes  communes  aux  d-'ux  cercles 


liiii 


t  réelles  OU  iinagiijaî 
lelaiivemont  aux  i 
s  sommet.s  du  li 


On  a 

issues  d. 
smSI'A^inSPA;^ 
sinS'PA'.sinS'PA'' 

Klàréeardduseeu 


n  PS'  K' 


eS,  et  F',  F' le. 
;i.l  cenirc  de  sir 

taitg<-ntcs  au  prem 
,Ie  1»SS',  l'équation 
iinPS'F'    sitiS'SE.sii 


s  deux  tan- 
iiililudcS', 

ier  cercl.., 

(«74) 

iS'SF 


iiPSE.s 


n  PSF 
ne  équation  semblable,  dans 
laquelle  les  tanjîi'utes  li,  IV  rcmplaeenl  les  tangentes  A,  A'. 
Les  deux  équations  donnent  évidemment  celle-ci  : 
siii  SPA  .sin  SPA'  sinSPB.sîn  SPB' 


Kquali' 


sinS  PA.siiiS'PA'       sinS'PB.sinS'PB' 
ri  d'involution  (S-IS).  Donc,  etc. 
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Ohacivation.  —  Uaiis  l'cUl'  démonstration,  les  Jl-iix 
points  8,  S',  quo  nous  avons  appcliis  les  sommets  op[ius<''s 
du  quadrilatère  circouscril  aux  deux  cercles,  peuvent  êli'e 
délinis  par  une  autre  propriété  qui  est  piécisémen t  celle 
sur  laquelle  est  fondée  la  démonstration  ,  savoir  que  :  cha- 
cun d'eux  est  le  point  rfe  concours  t!e  dt-ux  tangentes, 
réelfes  ou  iniaginaii'es,  cotninunes  aux  deux  cercles;  ou, 
en  d'autres  termes  encore ,  que  si  par  l'an  des  deux  points 
on  mène  deux  droites  conjuguées  pur  rapport  à  Vun  des 
cercles,  elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'autre,  d'où 
résulte  que  les  tangentes  aux  cercles,  issues  de  ers  points, 
sont  les  mûmes. 

737.  Quand  un  quadrilatèie  est  circonscrit  à  deux  cer- 
cles, si  l'on  mène  une  tangente  quelconque  au  premier,  et 
les  deux  tangentes  parallèles,  au  second,  le  produit  des 
distances  de  la  première  tangente  à  ces  deux-ci  est  au  pro~ 
duit  des  dislances  de  la  inéme  tangente  <i  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatèie,  dans  une  raison  constante. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  tangentes,  au  lieu  d'être 
parallèles,  soient  menées  par  un  mëntc  pojni  pris  sur  une 
di-oîte  lise  L;  soient  m,  n  et  a'  ces  iroïs  langeulcs,  et 
pi,  (t,  a'  les  trois  tangentes  menées  semblablement  d'un 
second  point  de  la  droite  L.  Soient  6,  1/  et  S,  6'  les  droites 
menées  de  ces  deux  points  à  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatèrt 


Nous  allons  prouve 

r  que  l'on  . 

la  relatio 

""('".«)■""{'"■'.■) 

.!;n(™,  t)., 
.in(L,  S).. 

„|,,,,  4') 

sb(I.,  o).in(L,a-; 

1(1.,  i-) 

.in(p,  .l.sfn(,.,  ,') 

,i„(f,e).„ 

"(l-.S') 

.m(L,.)..iniL,.') 

.in(L.e).ii 

(L,  6') 

En  elTct,  considérons  le  triaugle  formé  par  la  droite  L  et 
les  deux  tangentes  m  et  f,i  au  premier  cercle.  f)e  deux  dcstrs 
sommets  partent  les  quatre  tangentes  au  second  cercle  a,  a 
et  «,  a'  :  soient  A,  A'  les  tangentes  menées  parle  troisième 

33 
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sommel,  situé  b  l'inlersection  des  deux  taiigi'iiles  m  el  ji  ; 
on  a  dans  ce  triangle  (674) 


n(/H 


,').sin(^..,).5m(^,.=,')_ 


n(l.,a}.sii.(L,<.')*sin{L,»).sii.(L,a') 


n[m,A).sil.(«,A-) 

r.(fi,A).am(f.,  A')' 

Appelons  B,  B'  les  droites  menées  du  point  d' intersection 
tics  iknx  droites  mci  fi  aux  deux  sommetâ  du  quadrilatère. 
Trois  couples  de  droîies  aboutissent  à  ces  deux  sommets; 
savoir  A,  i/;  Ê,  6'  et  lî,  B'.  Ces  droites  partent  des  trois 
sommets  du  triangle  formé  par  Jca  deux  tangentes  m  ,  ft  et 
la  droite  L  ^  on  a  donc  (3Sti) 


r.fc).5in(m,i.-).Mii(^,e).sin(^.,e')_ 


nKB).sinfm 


9in(L,6).Bin(L,  6')  sin(L,e).8in(L,e')       sïii  (f.,B).sin(p,B'j 

Or  le  second  membre  de  celte  étjualion  est  égal  à  celui  de 
l'équalion  précédente,  parce  que  les  droites  m,  p,  A ,  A' 
etB,  B',  issues  d'un  même  point ,  sont  en  involuiion  (736); 
les  premiers  membres  des  deux  équations  sont  donc  ^ain; 
ce  qui  doDue  l'équatioD  que  l'on  veut  démontrer. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  l'équation  de  manière  qu'elle 
iietnnli,(L(ie.iiii.Mlt>srappnrls  -kjIi.-.ihîoi.Ichk'.^,  .le  sort.,  q,,.- 
si  l'on  uiénL'  une  transversale  quclronque  (jui  renconire  la 
droite  L  et  les  tangontiTi  m,  a,  ii  et  i,  h'  en  des  points 
désignés  par  les  raî'raes  lettres,  on  aura 


quel  que  soit  le  point  'ii;  la 
les  tangentes. 

Supposons  maintenant  qi 
liîs  langenies  a,  n'  el  les  drr 
l'équation  se  réduit  à 


la  droile  L  soit  à  l'inCni. 
î  h.  y  seront  parallèles,  et 
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On  peut  prcudrc  la  transversale,  qui  est  Je  dii'ectïon 
arbitraire,  perpendiculaire  aux  tangente;  ■  alors  l'ëquation 
csprime  le  théorcnie  énoncé.  Donc,  etc. 

Observation.  — L'observation  relative  au  théorème  pré- 
cédent (736)  s'applique  ici,  c'est-à-dire  que  le  théorème 
comprend  le  cas  où  le  quadrilatère  circonscrit  aux  deux 
cercles  serait  imaginaire  et  n'aurait  de  réels  que  deux  som- 
mets opposés. 

VI,  Cas  où  un  cercle  se  riidiiil  à  un  poipl. 

738.  Ou  peut  avoir  n  considérer  un  point  comme  un  - 
cercle  infiniment  petit,  et  à  la  limite,  comme  un  cercle 
d'un  rayon  nul. 

Les  points  d'interscclion  d'une  droite  et  d'un  cercle  iuû- 
niment  petit  sont  imaginaires;  leur  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  général,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  contre  sur  la  droite  ;  cl  le  carré  de  la  demi-coi-dc  que  les 
deux  points  imaginaires  déterminent  est  égal  au  carré  de  la 
dislance  de  la  droite  au  centre  do  cercle,  pris  avec  le  signe 
moins.  Cela  résulte  de  l'expression  générale  (Gi8)  dans  la- 
quelle on  suppose  le  rayon  nul. 

On  peu!  dire,  plus  généralement,  que  le  produit  des 
distances  d'un  point  de  la  droite  aux  deux  points  imagi- 
naires est  égal  au  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
du  cercle  (648). 

739.  L'ase  radical  d'un  cercle  et  d'un  point  jonit  des 
mômes  propriétés  que  l'axe  radical  de  deux  cercles;  c'est 
la  droite  tpii  rencontre  le  cercle  et  le  point  dans  les  deux 
mêmes  points  (imaginaires);  en  d'autres  termes,  c'est  la 
droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  points  d'intersec- 
tion du  cercle  et  du  point. 

La  tangente  au  cercle ,  menée  d'un  point  quelcontpe  de 
l'axe  radical ,  est  égale  à  la  distance  de  ce  poial  au  point 
regardé  comme  cercle  infiniment  pelil. 
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740.  L'axe  raiiical  d'un  point  et  tl'itn  cercle  est  à 
cgale  distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  au 
cercle. 

(lar  appelons  t  l'uii  des  puiols  (imaginaires)  conuniUL» 
au  cercle  C  et  «u  point  r  (fig-  "63  ),  lesquels  sont  i 
t'axe   radical  flX;   on    aara,    par  rapport    au    point 
ÏU=— ïû'C^38),  etdanalecercIe,ïiV=— fl«.a«'.; 
t)oncn^'=a«.n«'.  Uonc.siron  prend  li/=  fie,  lei 
deux  poiuts  e,  f  swoul  fotijugués  harmoniipies  par  rap-^ 
port  aux  deui  n ,  «'  (  69) ,  «t  par  conséqueni  la  potatie  du 
poiute,  rclaiive  au  ctrcle  C,  passe  par  le  point/,  à  la  □ 
(listanco  de  l'axe  radical  cjue  le  point  e. 

741 .  Le  cariii  de  la  distance  d'un  point  quelconque  m  âl^ 
cercle,  au  point,  est  proportionnel  à  la  distance  du  mèm 
point  m  à  l'axe  radical  (728). 

Il  en  résulte  cette  propriété  du  cercle  ; 

Étant  pris  un  point  fixe  e  dans  le  plan  d'un  cercle, A 
existe  toujours  une  certaine  droàe  fixe  ÎÏX  telle,  tjue  nm 
carré  de  la  distance  d'un  point  /quelconque  du  cercle 
point  Jîxc,  est  à  la  simple  distance  du  même  point  à  la 
droite  Jixe ,  dans  une  raison  constante. 

Ainsi  l'on  a  {jîg.  i63) 


Cet  axeilX,  qui  correspond  au  point  c,  est  à  égale  distance 
de  ce  point  et  de  son  conjugué  harmonique  y  par  lapport 
aux  deux  points  fl,  h'  (740].  On  peut  le  déterminer  par 
la  proportion 


u'il 


(71,   (■<,.  .5'). 


IVi.  La  (lolairc  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  infi- 


"\ 
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ni  ment  petit  passe  par  le  point  qui  représente  ce  cercle  et 
est  perpendiculaire  à  la  droite  menée  du  point  à  ce  cercle. 

Il  s^ensuit  que  deux  points  conjugués  par  rapport  à  un 
point  regardé  comme  cercle  infiniment  petite  sont  vus  de 
ce  point  sous  un  angle  droit. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  points  conjugués  sont  pris 
sur  Taxe  radical  d'un  cercle  et  d'un  points  ils  seront  aussi 
conjugués  par  rapport  au  cercle,  de  sorte  quUl  en  résulte 
ce  théorème:  Quand  une  droite  ne  rencontre  pas  un  cercle, 
il  existe,  de  part  et  d^ autre  de  cette  droite,  un  point  d*oà 
l'on  voit  sous  un  angle  droit  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques  par  rapport  au  cercle,  pris 
sur  cette  droite. 
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CHAPITRE  XXX. 


SYSTEME   DE    TIIOIS   OU    FLUSIKDBS   CERCLES    ' 


k'AMT    LE    UEI 


743.  Quand  trois  cercles  ont ,  deux  à  deux ,  fc  même 
axe  radical ,  toute  transversale  les  rencontre  en  st'a:  points 
formant  une  involution  dont  le  point  central  est  sur  I'aX9c 
radical. 

En  effet,  soient  a,  a';  b-,  h'  etc,  c'  les  trois  couplesde 
points  et  o  le  point  où  la  transversale  rencontre  Taxe  ra- 
dical ;  on  a 

oa.oa'=oh.ob'  =  oc.o^     (7i4);  , 


ce  qui  prouve  l'i: 

C0ROU.A1T.K.- 


volntion. 

Qua,„lla 


■isalc est  tangente  à  deui 
dus  trois  cercles,  !i-s  points  de  contact  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  du 
troisième  cercle. 

7i4.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
par  un  point  ifuelconçiie  m  ilts  l'un  on  mèrw ,  dans  une 
direction  quelconque,  une  transversale  qUi  rencontre  le 
deux  autres  en  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b  ,  b',  /[■ 
rapport 


iltur  constante  et  toujoi 
l'el ,  soient  or,  S  et  f/  lei 
■-  ,m\   hh\   el.in   fripisii 
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transversale  par  le  troisième  cercle;  on  a 

^î^  =  q   (Mi). 

mb,mb'        fxS      ^        ^ 

Or,  les  points  a ,  6  et  fx  étant  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  des  centres  des  trois  cercles  sur  la  transversale , 

le  rapport  ^  est  égal ,  numériquement  et  avec  le  même 

signe,  au  rapport  des  distances  de  Fun  de  ces  centres  aux 
deux  autres.  Donc ,  etc. 

Remarque.  —  Si  Ton  voulait  démontrer  seulement  que 

la  valeur  numérique  du  rapport  —7-^ — t>  est  constante,  il 

suffirait  de  remarquer  que  les  six  points  a ,  a',  &,  b\  m,  m' 
étant  en  involution  (74*3),  on  a  l'^alité 

ma, ma'  m'a,m'b 

mb.mb'         m'a\m'b 

On  n'a  à  considérer,  le  plus  souvent,  que  la  valeur  numé- 
rique du  rapport  -,  cependant  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  lieu 
de  tenir  compte  du  signe,  comme  nous  le  verrons  plus 
loin  (752). 

715.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  les 
tangentes  menées  de  chaque  point  de  l'un  aux  deux  autres 
ont  leurs  longueurs  dans  une  raison  constante. 

En  eiTet ,  le  rapport  des  carrés  des  tangentes  menées  d'un 
point  m  de  Tun  des  cercles  est  égal  au  rapport 


ma  ,ma 


mb.mb' 

lequel  est  constant  (744). 

746.   Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  de 
chaque  point  de  l'un  on  voit  les  deux  autres  sous  des 
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angles  flont  les  moitiés  ont  hurs  tangentes   trigonomé- 
in'tlues  dans  un  rapport  conslant. 
En  efléi,  ou  a  (Jig-  164} 


lang  tm  C  : 


Don< 


Cl 


tant;  ImC 


rang  i'  mC  =  - 


•apjjuri  ili's  deux  langcntcs 

Donc  le  rapport  des  dinix  langcii 
cotimatit. 


O.-  !<■ 


-7-  est  constant  (7J 

i  ti-igonométriquca  est 
c.  Q.    r.    n. 

7-17.  Si  sur  la  rlroife  qui  joint  les  ceittivs  de  similUutie 
de  deiLT  cp/v/w,  comme  lUnmèlre,  on  en  décrit  un  troi- 
sième, ce  cercle  passe  par  les  points  d'intersection  [rfelt 
ou  imaginaires)  des  deux  premiers;  et  de  chacun  de  ses 
points  on  voit  ceux-ci  sous  deux  angles  égaux. 

Par  les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  on  peut  en 
faire  passer  ud  troisième  ayant  le  même  axe  radical  avi:c 


mciii  uni'  iiLVoIiuioii 
IcnniU  sur  la  même  dr 

vci-  1rs  points  d,  /'  cl  a',  h'  appar 
.ileaiixd.'uxccnlcs  (712). 

l.e  rapport  des  carrr 
nées  d'un  point  de  ce  1 

^"■^''-        '''.Dom- 
S«'.S//-  R-    "'""' 

<leii\  aiisicp  sous  lcs.|i 

des  inngnUcs  aux  deux  cercles,  me 
roisièmc,  rst  constant  ("IS)  cl  égal 

d'iipn's  le  llicoiênie  préet-dcni.    le 

clsfm  ^oi^,  d'un  point  .jm-lconq» 
s  doTlX  autres,  sont  é^ativ. 

u.                  '    "'  "'  "' 

7i8.    Quand  /roi<  , 
iFiin  pitiiii  on  leur  ni 

•rcU::  ont  la  nicme  axa  radical,  > 
me  des   lmigvnlc\,   Icf   lroi<   roi  ih 

\ 
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lives  aux  Ifois  cercles,  concourent  en  l 

En  efrel,  soit  uu  point  P,  et  P'  lopoiiii  d'intcrsfictlonde 
ses  polairtïs  relatives  à  deux  des  cercles,  La  droite  PP'  ren- 
contre les  trois  cercles  en  trois  couples  de  points  a,  a'\  b, 
b'  et  c,  c',  qui  sont  en  involuiion  (7W).  Or  les  deux  points 
P,  P'  sont  cunjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
M,  a'  et  auv  deux  b,  b'  (075),  el  par  ronséqucnt  sont  les 
points  doubles  de  l'invohition.  Donc  ils  divisent  liarraoni- 
ipiement  le  troisième  sogmenl  cc'-^  donc  la  polaire  du  point 
P  relative  au  troisième  cercle  passe  par  P*.  Ce  qui  d^  J 
montre  le  ihéorèmc. 

Remarque.  —  Les  deux  points  P,  P',  qui  sont  conjugua 
par  rapport  à  chacun  des  irois  cercles,  sont  sîlués  de  part 
Cl  diantre  et  à  égale  distance  de  l'axe  rndical.  Car  ils  sont 
les  points  doid)lcs  d'une  invulutiou  dont  le  point  central 
est  sur  l'axe  radical  (7M). 

749,  Quand  un  in'anglc  est  inscrit  dans  un  eeixle,  iî 
par  tleux  points  fie  in  circonfci-ence  { cée/i  ou  irnaginaitvs  ) 
on  itii-ne  six  cercles  tangents,  t/eux  A  e/eux,  respective- 
ment aux  trois  côtés  Hit  triangle,  le  six  points  da  contact 
sont,  trois  à  trois,  snr  quatre  droites. 

On  peut  dire  encore  que  les  six  points  de  contact  forment  * 
les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d'un  qu  ad  ri  I. itère  dont   les  diagonales  et  la  droite 
qui  joint  ces  deux  points  de  concours  sont,  en  direction,  les 
trois  cAtés  du  triangle. 

En  ellct,  soient  a,h,c  {Jîg.  1 65)  les  points  de  rencontre 
des  trois  côtés  du  Irianjjle  ABC  par  la  corde  PP',  et  a,  P,  y 
trois  des  points  de  contact  sur  les  trois  m^uies  côtes  respec- 


On  a ,  en  représentant  par  (A,  X),  (B,  X} ,  (C,  X) .  les 
distances  des  trois  sommets  A ,  It ,  C  n  la  coixlc  PP'  qui  est 
\'n\c  radiral  commun  an  cercle  proposé  cl  aux  coirles  lan- 
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geDts  aux  côtes  du  trianglt- , 


AT (A,X) 


(B.X) 

-(C.X)* 


ce (C.x) 


(T«8). 


Bv    C"     AS 

Ainsi  trois  quelconques  des  six  poinla  tle  couLact,  pi 
les  irois  côtés  respecnvemcnt,  donucuL  lieu  à  cetie  éipia' 
lion  ;  et;  qui  prouve  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite, 
ou  bien  que  les  droites  menées  de  ci-s  points  aux  sommets 
du  triaugle  se  croisent  en  un  nu;mc  point.  Or  cela  ne  peui 
avoir  lieu  qu'autant  que  les  six  points  seront  les  quatre 
sommets  et  les  deux  pointi  de  concours  des  côtés  opposé» 
d'un  m6mc  quadrilatère.  Le  lliéorèmo  est  donc  domoutré. 

autrement.  Le  point  a  est  le  point  central  d'une  invo- 
lutioa  dans  laquelle  les  deux    sommets  B,   C  sont 
points  conjugues,  et  le  poïut  ruu  dus  points  doubles  (7< 
On  a  donc 


Et  pareillei 


AS 


"Ai 


Multipliant  membre  à  membre  CCS  trois  équations,  oti  en 
obtient  une  dont  le  second  membre  est  égal  à  l'uni  lé  ,  parcf 
que  les  trois  points  a,  h,  c  sont  eu  ligne  droite;  cl  ci-llc 
cijuatiou  se  réduit  à 

Bv     C,a    AS        ~    ' 


^ 
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ni. 

7S0.  Quand  les  côtés  d'un  angle  {i\^.  1 66)  rencontrent 
deux  cercles  C ,  C,  chacun  en  quatre  points,  savoir,  a,  b, 
c ,  d  sur  l'un,  et  a',  b',  c',  d' sur  l'anti-e,  deux  cordes  ad  et 
bc,  sous-tendues  par  cet  angle  dans  le  premier  cercle,  ren- 
contrent deux  cordes  a'd',  b'c',  sous-tendues  dans  le  se- 
cond cercle,  en  quatre  points  m,  n,  p,  (j  qui  sont  situés 
sur  un  même  cerclé,  et  ce  ceivle  a  le  même  axe  radical 
avec  les  deux  C ,  C. 

Prouvons  d'abord  que  par  deux  points  situés  sur  une 
même  corde  de  l'uu  des  cercles,  par  cxemplt;,  par  les  deux 
points  m  et  n  située  sur  la  corde  ad  du  cercle  C ,  on  peni 
faire  passer  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec  les 
deux  proposés  C  et  C.  En  ellet,  le  quadrilatère  a' b'  c'  d 
étant  inscrit  dans  le  cercle  C,  les  deux  couples  de  points 
n,  d  et  m,  n,  et  les  deux  points  d'inlerseclîon  du  cercle 
C  par  la  droite  mn  sont  en  iiivoluliou  (650).  Donc,  parles 
deux  points  m,  n  on  peut  faire  passer  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  deux  C,  C  (7t3).  Par  la  mùme 
raison,  ce  cercle,  qui  est  déterminé  par  le  seul  point  m, 
passera  par  le  point  q  situé,  avec  m,  sur  la  corde  a'iV  du 
second  cercle  C;  ei  passant  par  le  point  q,  il  passera  par 
le  point  p  situé,  avec  q,  sur  la  corde  bv  du  cercle  C,  Donc 
le  même  cercle  passe  par  les  quatre  points  m,  n,  p,  q. 

CoRoi.LAmES.  —  Ce  théorème  est  susceptible  de  divers 
corollaires  auxquels  donne  lieu  la  diversité  des  positions 
que  peuvent  prendre  les  deux  transversales  qui  forment  te» 
côtés  de  l'angle  que  l'on  y  considère. 

I.  Si  l'une  de  ces  droites  est  tangente  à  l'un  des  cercles, 
les  deux  cordes  dans  ce  cercle  partent  du  point  de  contact; 
el  si  la  seconde  droite  est  aussi  taugcnie  au  mi^me  cercle. 
I<'9  deux  cordes  se  confoFideiil  en  m»'  seule.  ()cHe  cordr 
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Qiiifiue  déleiminc sur  les  deus corJci  du  second  cercle  deuiT 
points  par  lesquels  passe  un  cercle  tangent  à  ces  tfeux 
coffles  et  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  cercles 
proposés. 

n.  Les  deux  coU'S  de  Tangliî  peuvent  se  confondre  ;  alon 
les  cordes  interccplêes  dans  les  deux  cercles  deviL'uncnt 
des  tangentes,  et  l'on  a  ce  ibéorème  ; 

Si  une  transversale  rencontre  deux  ceixles  en  quatre 
points,  et  qu'on  mène  les  tangentes  en  ces  points,  les  deux 
tangentes   au  premier  cercle  rencontrent  les   langcntts  i 
au  second  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cerelefT 
lequel  a  le  niémc  axe  radical  avec  les  deux  cercles  pn 
posés. 

III.  Si  l'un  des  côtés  de  l'angle  est  tangent  »  la  fois  a 
deux  cercles  (  fig.  167),  le  tlnîoréme  prend  cpt  énoncé  : 

Étant  donnés  deux  cercles,  et  étant  menée  l'une  de 
leurs  tangentes  communes,  si  l'on  prenii  les  tlcnx  point* 
de  contact  pour  sommets  de  deux  angles  qui  interceptent 
dans  les  deux  ceivles,  ivspectivernentj  deux  carvies  filtMÔnJ 
sur  une  même  transversale,  les  côtés  de  ces  deux  angles  se^ 
rencontreront  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle 
qui  passera  par  1rs  points  d'intersei:liiin  des  deu.v  pro- 
posés. 

Ainsi  lis  deux  cordes  rrt,  c/t  du  premier  cercle  rciicon- 
Irenl  les  deux  c'a',  c' h'  du  second,  en  quatre  points  m,  n. 
p.  q  situés  sui-  un  leiclc qui  passe  par  1rs  points  d'inierscc- 
cion  (i«els  ou  imaginaires)  des  deux  premiers. 

jiiiiremcnl .  On  peut  démontrer  direciemeiil  or*  théo- 
lèrnc  et  lui  donner  un  éiioiité  plus  eomploi,  en  ajoutaiil 
([ue  :  Si  la  transversale  sur  laque/le  sont  les  cordes  inicr- 
i-eptées  dans  les  deux  cercles,  tourne  autour  d'un  point 
fixe  de  leur  langenla  connnunc.  le  Iroisièmc  rcrrlc  reste 

F,ri  rlli'i .  >oit  r,  ic  pninr  où  la  Iran^vrrsalr  aa'  lenconlir 


~\ 
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la  tangente  commune  ce'  \  on  a  dans  le  triangle  mcc'^  coupé 
par  la  transversale  paa\ 

pc     a'  c*    am 

pc'    a'  m     ae 

Or 

i7<;  =  D.sinc    et    flV  =  D'.sinc', 

D  et  D'  étant  les  diamètres  des  deux  cercles*,  d'où 

«V       ly     sine'       D'     me 

'     ■  ■     ■     •  — — —  ^~~  — ^  •  — ^"-  • 

ac         D     sÎDc       D      me' 
L^équation  devient  donc 

pc     ma.  me     D' 

pc'    ma' .me'     D 


ou 

ma.me 

ma  ,mc      w    p 


i.nvc        D     pc 
^7w? ""  D' *  pc'* 

Donc ,  quand  la  transversale  tourne  autour  du  point  p^  le 

ma •  me  ,  im  1 1\  « 

rapport  — -, — -p  reste  constant^  ce  qui  prouve  (744)  que  le 

point  m  décrit  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec 
les  deux  premiers. 

IV. 

751 .  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
d*un  point  quelconque  de  l'un  on  mène  une  tangente  à 
chacun  des  deux  autres^  et  quon  unisse  les  points  de  con-- 
tact  par  une  droite,  les  cordes  interceptées  par  les  deux 
cercles  sur  cette  droite  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant. 

C'est-à-dire  qu'on  a  {fig»  i68) 

ab 

-777  =  constante. 

a  b 

En  effet,  on  a 

ab  =  2K.^nVab^     et     a'b'  z=  2 ïi\s\n Va' b\ 
R  ,R'  étant  les  rayons  des  cercles. 
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Donc 

ab 

R    sinPafc 
B'sinPn'fi' 

K 
~R' 

Pa' 
Pa* 

Or.  le  pc 

iiilPélaiils 

ur  un  cercle 

quia 

le  même  a 

avec  les  deux  proposés ,  le  rapport 

Pa' 
Pn 

est  consia 

DODC 

çft__ 

constante. 

C.    0 

F.    D. 

Réciprocjuement  :  Si  l'on  mène  une  transversale  leUe, 
(}ue  detu:  cercles  donnés  interceptent  sur  elle  deux  cordes 
ab,  a'L'  qui  ioieni  dans  un  rapport  constant,  les  tan- 
genti-s  aux  dmix  points  tels  que  a  et  a'  se  rencontreront 
en  an  point  dont  le  lieu  géométrique ,  quand  la  transver- 
sale changera  de  position ,  sera  un  cercle  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  proposés. 

Car,  de  la  relation  -7^  =  coustante  on  couclut,  comme 

.      Pa  .  J 

on  vioni  de  le  voir,  — — ;  =  constante.  Ce  qui  démontre  IH 


CoROLLAinE.  —  F.n  iieconsidéranl  ([u'iiiie  tran 
les  quatre  tangentes  en  a,  h  «l  a',  b',  on  en  conci 
doux  pieniières  rencontrent  les  deux  autres  en  (ju 
situés  sur  un  nièine  cercle;  ce  qui  est  un  des  coi' 
tliéorème  {750). 


itro  points 
illaîrcsdu 


752.   Qu. 

doux  autre 
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extminilcs 


2nd  trois  cercles  ont . 
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deux  points  qui  dmsent  hannoniquement  chacun  des 
deux  segments  aa',  bb';  le  lieu  de  ces  points  sera  un  qua- 
trième  cercle  ayant  le  même  axe  radical  auec  les  proposés. 

En  effet,  soient  e,y*les  deux  points  qui  divisent  harmo- 
niquement  les  deux  segments  aa'  et  bb''^  on  a 

ea .  eb  ab 

—;—n  =  --nr.     («M  et  807. 
ea \  eb'  ab 

Or  le  rapport  -TTjest  constant,  d'après  le  théorème  (751), 

et  de  même  signe,  par  hypothèse  ;  donc  le  rapport  — "î—tj  ^si 

aussi  constant  et  de  même  signe.  Ce  qui  prouve  que  le  point 
e  est  sur  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersection  des 
deux  cercles  proposés  (744). 
Donc,  etc. 

753.  Réciproquement  :  Etant  donnés  trois  cercles 
ayant  le  même  axe  radical^  si  Von  mène  une  droite  qui 
rencontre  les  deux  premiers  en  deux  couples  de  points 
a,  b  e/  a',  b'  tels,  que  les  deux  segments  aa',  bb'  soient 
dis^isés  harmoniquement  par  le  troisième  cercle ,  les  tan^ 
gentes  au  premier  cercle  en  si  et  h  rencontreront  les  tan- 
gentes  au  deuxième  cercle  en  a'  et  b',  en  quatre  poàits 
situés  sur  un  cercle  qui  passera  par  les  points  d*intersec- 
tion  des  deux  cercles  proposés. 

En  effet,  soient  e,^  les  points  où  la  transversale  rencontre 
le  troisième  cercle.  Puisque  le  point  e  est  sur  ce  cercle, 

7-  est  constant  (744). 


ea'  ^eb' 

Mais  les  deux  points  e,  f  divisant  harmoniquement  les 
deux  segments  aa'^  bb\  on  a 

ea  .  eb  ab 

ca' .  eb' "  ^  Vb'' 


Sa» 
Duiic 


TBArrff,  DR  GÉOMÉTRIK  SlIPl^.RIRliRE. 


c  c^ui  prouvi/  ijuc  les  tangcnlcs  ca  o 
uceiTk-(7ûl). 


:;  t-oupcnt  sur 


7ii4.  Quand  tixiis  cercle.*  ont  le  même  me  raïUcai ,  ti 
chaque  poinl  tle  V un  est  pi-ùi  pour  le  sommet  contniun  de 
ileiu:  anglr.f  circonscrits  aux  deux  autres,  le  rapport  àei 
xintis  fie  ces  angles  est  dans  une  raison  constante ,  d'une 
pari,  ai-cc  le  rapport  des  carrés  des  cordes  de  contact  tju'ils 
iniercepte^p  dans  les  deux  cercles  ;  et ,  d'autre  part ,  avec 
le  rapport  inverse  des  carrés  des  distances  du  point  du  pre- 
mier cercle  aux  centrei  des  deux  autres. 

Eu  cilcl,  le  (juadi'ilaièrc  ambC  {Jig-  l6t))  c»t  iuscrîp- 
tible  ;  par  cousi'queiil ,  on  a 


ab.MC=  nam.Co  =  aa.dM      (98). 


I 


5bis_^  =  co„.t.  (-l.-i);,l„„c.i1c. 
'■15.    Qtiiinit  trois  cercles  ont  h  r 


■ndival,   . 
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chaque  point  de  l'un  est  pris  pour  le  sommet  commun  de 
deux  angles  circonscrits  aux  deux  autres,  les  segments  que 
ces  angles  interceptent  sur  une  transversale  parallèle  à  la 
droite  menée  de  leur  sommet  à  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles,  sont  entre  eux  dans  un  rapport  constant. 
En  effet,  on  a  (fig»  171) 


sinum^  R.am        Cm 


Et 


('»*) 


lA   IB      CP 

sin  am  S.  sîn  bm  S  =:  — ^ —  • y      (^^M,  coroll.) , 

^         Cm 


sin  a  m  S .  sin  6  m  S  =  • 


R'« 


am 

Donc 

Ali amb     %mamS.%mbmS  __  K.am    f/IA^IB  l'AM^BA         CP 
nii'm^''8inû'iifS.sin6'/wS""R'.a'm'|  \~R^'       R^^~/^^ 

Or  les  points  I  et  F,  qui  sont  les  pôles  de  la  droite  Sm,  sont 
en  ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude  S,  et  Ton  a 

lAJB_rA^rB'      cp*  _r» 

R'    ""      R''     '     c^'""R" 

Donc 

sin  amb       sin  am  S .  sin  ^/ir  S         oiit     R 
sin  a' iif 6' '  sin  n'/it  S. sin  6' /?/ S       «'/«'R' 

Si  Ton  mène  une  transversale  parallèle  â  m  S,  les  s^ments 
que  les  deux  angles  formeront  sur  cette  droite  auront 
leur  rapport  t^gal  au  premier  membre  de  cette  dqua- 
lion  (619).  Mais  le  second  membre  est  constant  (745). 
Donc,  etc. 

V. 

756.  I.EMMC.  —  Quand  deux  cordes  d'un  cercle  font 

34 
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entre,  elfes  un  anglr  infiriimr.nt  petit,  le  rapffort  fies  i 
méats  formés  mr  l'unir  d'elles  par  leur  point  d'intcrsre- 
tion  est  égal  au  rapport  lies  arcs  tfe  cercle  compris  mire 
les  deux  cordes.  . 

C'est-à-dire  que  l'on  .1  ( /(j-.  172I  ~:=—r,-  ■ 

En  effet,  (jueilu  point  l' comme  rentre,  et  avec  lesraTons  ' 


in  et  ih,  on  dérive  les  arc-.saet,  iS,  on  s 

les  deux  iriangles  aan' ,  hSb',  qu'on 
comme  rcclîligiies,  puisque  les  l'ôtés  t 
fiaiment  petits,  sont  semblables,  parci 
Ungle.*.,   et  que  les  angles  en  a'  et  A' 

donc  T7^j-p^  "^^  '  P*"^  conséqueii  t . 


peut  considérer 
«',    tib'    sont    in- 

([«"ils  sont  rcr- 
onl  (-pauv.   On  . 


(*       hù' 


.  ç.    r.    I*. 


7S7.  Êiattt  donnés  trois  cercles  ayant  le  même  axe  ra- 

dirnt,  si  un  nn^lc  de  grandeur  n-nviahh  inscrit  dans   Vu,, 

i'ement ,  se  meut ,  de  manière  r/uc  son  fnmmet  et  ses  di^ur 
rûtés  glissent  sur  les  trois  circonfèrcuces,  la  Qorde  <jnc 
ict  angle  intercrple  dans  le  pri'tiiii'r  cfrcle  roule  sur  uu 
ifualri);me  cercle  ayant  le  nu-uw  ruiliial  m-i'c  les  irof 
premiers. 

Considiirons  l'angle  dans  l'une  de  ses  positions;  soirni 
n  {/ig.  173)  son  sommrt  sui'  ](■  premier  cercli-,  c,  -/  Irj 
points  où  ses  côlês  louclicul  les  deux  autres  ccrdes ,  et  ic 


la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  prenii 
seconde  position  de  cet  angle,  infinimi': 
mière;  les  exilés  ne ,  a' c'  seeoupfni  au 
et  les  eôlés  fih,  a'  h'  au  point  de  crmiai 
d'inlersectiou  des  deuv  rordes  hc  ,  h'  c': 


T.  Soil  h'  a'  c'  nnc 
l  voisine  delà  prc- 
inliLi  de  roniaci  c  . 
y.  Soit  a  le  poinl 


:;  poin 
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la  première  bc  touche  sa  courbe  enveloppe.  On  a,  diaprés 
le  lemine^ 

— ^— •     ■  ^_^->« 

Désignons  par  (a,  X) ,  (4,  X) ,  (c,  X)  les  distances  des 
trois  points  a^h^  ck  Taxe  radical  des  trois  cercles;  on  a 


Donc 


c€  -  V  ('■, 


^^      (72tt). 


/ifl'       ^  /(/î,X)       „      ...         ^     /!«'       ,/(a,X) 
Donc 

.  <•/  -  V  ('.  X)' 

Mais 

bb'       boL 


ce'  COL 


Donc 


c<i-\  (e, 


X) 


X) 

Ce  qui  prouve  que  le  point  a  est  le  point  de  contact  d'un 
cercle  tangent  à  la  corde  bc  et  ayant  le  même  axe  radical 
avec  les  proposés  ;  ce  cercle  est  donc  tangent  à  la  courbe  en- 
veloppe de  la  corde  bc.  Pour  le  point  infiniment  voisin  sur 
celle  courbe  enveloppe,  on  aurait  encore  un  cercle  tan- 
gent. Ces  deux  cercles  auraient  donc  un  point  commun  ;  ce 
qui  exige  qu'iL  se  confondent ,  parce  que  les  deux  cercles , 
ayant  déjà  deux  points  communs  sur  leur  axe  radical ,  ne 
peuvent  f  as  en  avoir  un  troisième.  Donc  la  courbe  enve- 
loppe de  la  corde  bc  est  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  trois  premiers. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

758.  Le  théorème  sélend  à  un  polygone  quelconque,  de 
cette  manière  : 

34. 
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Quand  plusieurs  cercles  ont  le  même  axs  ratlical,  i 
dans  l'un  on  inscrit  un  polygone  ilont  tous  fcj  eôtii 
moins  un,  soient  tangents  aux  autres  cercles,  puis,  g» 
l'on  dcfomie  ce  polygone  en  faisant  glisser  ses  sommet 
sur  le  premier  cercle,  et  ses  côtés  sur  les  autres  * 
le  dernier  c6lé  enveloppera  un  cercle  ayant  le  m^me  a. 
radical  avec  les  premiers. 

En  eflet ,  il  est  facile  de  voir  que  In  lliéorèmc  étant  d 
montre  pour  un  triangle,  on  en  conclut  qu'il  a  liou  pour  ( 
cpudrîlatèrc,  puis  pour  lepeniagmie,  etc. 

CoBoLLiiRE.  —  Il  suit  de  l.i  que  :  Quanti  un  polygoit 
inscrit  dans  un  cercle  a  ses  côtés  tangents  à  autant  tfat 
très  cercles  ayant  tous  le  même  axe  radical  avec  le  pn 
mier,  on  peut  inscrire  dans  ce  cercle  une  injinùé  d'ai 
1res  polygones  dit  même  nombre  de  côtés,  dont  tous  h 
côtés  soient  tangents  aux  autres  cercles,  un  à  un ,  respet 
tivement  (•). 

Ces  beaux  ihëorémes  sont  dus  à  I\l.  Poncelet.  La  démom 
tradon  precédeate  ditière  de  celle  du  Traité  de  Propriètèi 
projectifes  (page  323) ,  cxcoptcî  dans  le  raisonneicenl  final 
relatif  à  la  courbe  enveloppe.  Cette  di-'uinnstralioii  s'apjili- 
qucra  d'olle-mcnie  aux  sections  coniques. 
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CHAPITRE  XXXI. 


rnOPitiËTÉa  de  deux  cfucles  ,  i 

DONT     CHACUN     A    LA    MÊME 
CERCLES. 


ELATIVBS  AUX  DEUX  POINTS 
POLAIRE    DAMS     LES     DEUX 


759.  Quand  deux  cercles  ne  se  coupent  pas ,  il  cxistcsar 
la  ligne  (les  centres  deux  points  e,  y  dont  chacun  a  ta  mfme 
polaire  dans  les  deux  cercles;  la  polaire  de  l'un  passe  par 
l'autre  :  ce  sont  les  deux  points  qui  divisent  harmonique- 
meut  lus  deux  diamèircs  situés  sur  la  ligne  des  centres. 
Ces  points  sont  imaginaires  quand  les  deux  cercles  se  ren- 
contrent ,  parce  qu'aloi's  les  deux  diamètres  empiètent  l'un 
sur  l'autre  (210). 

Le  point  situe  à  l'iniiin  dans  une  direction  perpendicu- 
laires la  lignedescentres,  jouit  aussi  de  la  propriété  d'avoir 
la  ni£ine  polaire  dans  les  deux  cercles;  cette  droite  est  la 
lignedescentres.  Mais  nous  ne  considérerons  ici  que  Ie.<i 
deux  premiers  points  c,/i 

Si  l'on  regarde  ces  deux  points  comme  des  cercles  d'un 
layoD  infininicnl  petit,  chacun  d'eux  aura  le  même  axe 
radical  avec  les  deux  cercles  proposés. 

Car  chacun  de  ces  points  a  pour  axe  radical  avec  chacun 
des  deux  cercles,  un  axe  passant  par  leur  milieu  (740), 

760.  Si,  sur  une  transversale  menée  arbitrairement,  on 
prend  les  tleax  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à 
deux  cercles,  ces  points  sont  vus  de  chacun  des  deux 
points  e  ,  f  sous  un  angle  droit. 

En  cflct,  la  transversale  rencontre  les  deux  cercles  et  te 
point  e,  considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit  (738) , 
va  trots  couples  de  points  en  involuiion  (743);  les  deux 
points  conjugués  par  rapport  aux  deux  cercles  sont  les  points 
doubles  de  l'involution  (205)  ;  par  conséquent  ils  sont  coti- 


534  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPERIKUBE. 

jugués  liarmoniqurs  par  rapport  aux  deux  points  d'iiittrset- 
lîon  du  Mrclc  c;  donc  ils  sont  vus  du  polntesouj  un  angtc 
droit  (742). 

761 .  Quand  deux  cercles  sont  coupés  par  une  transver- 
sale, le»  rordet  <fuils  interceptent  sur  cette  Jroilu  sont 
vues,  de  l'un  quelcontjue  des  deux  points  e,  f,  tous  des 
angles  ffiti  ont  la  même  bissectrice,  ou  dont  les  bissectrices 
•.ont  rectan§ulaires. 

En  dï'ct,  soient  ê  cl  ç  (7'ff-'j4)  1"  deux  pointa  qui  di- 
visent barmonîqucincnl  les  deux  cordes  «ô,  »'  €'}  les  deiu 
drûites  iîe,  e^soui  reeuiigulaircs  (760);  donc  elles  sont 
les  bissectrices  des  angles  aeS,  a'eÊ'  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Donc,  etc. 

CoBOLLiiRG  I.  —  Si  ia  Uansvei^salc  est  tangente  au  cercle 
C  {jig-  i^S),  la  dinite  mende  du  point  eau  point  de  coulait 
a'  est  la  biiseciriee  de  l'angle  «cË  ou  de  sou  snpplètueni. 

CoHoi-LiiiLE  U.  —  Si  ia    transversale  est  tangente  aux 
deus  cercles  [fig-   176),  les  deux  angles  aeS,  a'eS'  de- 
viennent iuBnîment  petits,  et  les  bissectrices  sont  les  ra< 
ea,  ea'  menés  aux  points  de  contact;    le   tbéorèi 
donc  s'énoncer  ainsi  : 

Si  l'on   mène  une  Inngrnle  commune  il  di-ux  cercle. 
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cerclsi  un  a  et  a',  la  tiroite  aa'  détermine,  sur  les  deux 
ccivles,  deux  autres  points  b ,  b'  ; 

i".  L'angle  heh' est  droit; 

a".  Les  tangentes  aux  deux  cercles,  en  leurs  points  a,  a', 
ou  b,b',  ont  leur  point  de  concours  sur  un  troisième  cercle 
ijui  passe  par  les  points  d'intersection  des  deux  proposés  ; 

3".  Enjin,  les  deux  cordes  ab  et  a'b'  sont  entre  elles 
dans  un  rapport  constant. 

En  ellet.  considérons  le  point  e  comme  un  cercle  inCni- 
meni  petit,  ayant  le  mi^me  axe  radical  avec  les  deux  pre- 
miers (7d9)  ;  et  appelons  e  et  ^  les  points  d'intersection, 
imaginaires,  de  ce  cercle  par  la  droite  aa'.  Les  trois  cou- 
ples de  points  n ,  b;a',  b\ei  t,  f  sont  en  involution  {7^3). 
Or  les  deux  a  cl  a'  sont  conjugués  pai-  rapport  au  cercle 
îulinimcnt  petit  (742),  et,  par  conséquent,  par  rapport 
aux  deux  points  e  et  ^  (687).  Donc  les  deux  b  el  f>'  sont 
aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  e, 
y  (277),  et  sont,  par  conséquent,  conjugués  par  rapport 
au  cercle  infînimeut  petit.  Uouc  l'angle  beb'  est  droit. 

Maintenant,  puisque  les  deux  points  t,  ç,  qui  divisent 
barmoniquemenl  les  deux  segments  aa'  et  bb',  appartien- 
nent au  cercle  e ,  qui  a  le  même  axe  radical  avec  les  deux 
cereles  proposés ,  il  eu  l'ésulte ,  d'après  le  théorème  (753) , 
que  les  tangentes  à  ceux-ci ,  menées  par  les  points  a ,  a', 
se  coupent  sur  un  cercle  qui  a  le  même  axe  radical  avec  les 
deux  proposés;  et,  par  suite,  que  les  deux  cordes  ab,a'h' 
sont  entre  elles  dans  im  rapport  constant  (751). 

Le  ihéoréme  est  donc  démontré. 

763.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si 
l'on  mène  une  transversale  quelconque  qid  rencontre  le 
premieren  deux  points  a,  a',  et  les  deux  autres  en  deux 
points  m,  Il .  respectivement ,  ona  (Gg.  178) 


s\nnca.smn 


GÊOMÉTHlIi:  SUPÉRIEURE. 


1  pnr- 


CoKOLLAïKif.  —  Si  la  transversale  tst  latigetiie  s 
mîer  G<^rcle ,  en  uii  point  (,  oti  aura 

sin  iem        _   /MA. MA'      Me  J 

s"îir77:;  =  y  ïîaTnp  '■  n7  =  "=•""'■  I 

litmiirijuti.  —  En  désignant  par  a,  (i,  *  les  centres  doi ' 
,  Ma. MA'    Me         lia     u.e  ,_... 

'«"■  ""'"'•  ""  '  iwliv  ^^  =  ^^^<'")'  "PP"- 

anharmoniqne  tlf's  qualre  points  a,  m,  v,  e. 

761.   Quand  ih-MX  cercU-s  C,  C  (fig.  179)   ne  se  rcn- 
contt-ent  pas,  si  rîeiu:  tangentes  h  l'un  C  rencorUna^^ 
l'aaire  en  quatre  points  a,  h  et  a',  b',  les  distances  de adi 

points  au  point  c,  fpii  a  In  mi'mc  poluire  /Fan':  lt:s  lieux 
cercles,  sont  proporiiuiinellrs  aux  iHsimicfs  tics  nu'mci 
points  àla  corde  de  contact  lies  deux  tan  génies  au  ccrcleC- 
En  elli't,  concevons  qu'un  tioisicmf  tprcle,  ayant  ii? 
iii^me  asc  radical  avfclts  deux  propost's ,  passe  par  le  point 
d'intersection  o  des  deux  cordes  al>,  a'l>'  du  cercle  C,  qui 
sont  tangnnLcs  en  l'ct  (''  au  cercle  C;  on  aura ,  d'après  \v 
théorème  précèdent, 


ians1.-< 


Mai,  k- ...,,,>„,•, -,,,,.B„1  . 
taires  .ibaissées  des  points  a  c 


.  jiei-pciulit' 
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par  le  point  i,  et,  par  conséquent,  sur  la  droite  ii' -^  on  a 
donc ,  en  appelant  aa,  o(ù  ces  perpendiculaires , 

sin  aci       act    ea       aa,    ooi 
sin  oci       Oîù'  co       ea  '  co 

On  a  de  même ,  en  appelant  a'  a'  la  distance  du  point  a'  à 

la  droite  û', 

siua'ti!       a*  a!    oot 


sin  oei^        ea*     co 


Et  puisque  les  deux  rapports  de  sinus  sont  égaux ,  il  s'en- 
suit 

aoL       a*  a! 


V  a        ea' 


Or  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  a'  s'applique  au 
point  b'-^  et  ce  qui  est  démontré  du  point  a  à  Tégard  des 
deux  a'  et  b'  doit  s'entendre  aussi  du  point  2>.  Il  en  résulte 

a  CL 

donc  que  les  quatre  rapports  — ?  etc . ,  sont  égaux  (*). 

C.    Q.    F.    D. 

765.  Quand  deux  cercles  C,  C  (fig.  179)  ne  se  ren- 
contrent pas  y  si  d*un  point  o  on  mène  les  tangentes  à 
l'un  deux,  lesquelles  rencontrent  le  second  en  deux  cou- 
ples de  points  a,  b  et  a',  b',  les  droites  menées  du  point  e, 
qui  a  la  même  polaire  dans  les  deux  cercles^  aux  points 
a,  b,  a',  b'  et  o,  donnent  lieu  à  V équation 

tang  Y  ae        tang  7  /l' eo 

tang  Y  beo       tang  \  b'eo 
ou 

tang  7  aeo  .  tang  \  bco  =  tang  r;  a'  eo  .  tang  \b'  eo^ 

selon  que  le  cercle  C,  auquel  sont  menées  les  tangentes, 
se  trouve  dans  Vintérieur^  ou  au  dehors  du  cercle  C. 

Supposons  que  le  cercle  C  soit  dans  Fintérieur  de  C. 
Soient  a  a,  iê,  a' a' ^  b' &  les  perpendiculaires  abaissées 

(*)  Diaprés  cela,  on  peut  dire  que  les  quatre  poiuts  a,  b^  a',  h'  sont  situés 
sur  une  conique  qui  a  Pnn  de  ses  foyers  en  '*,  et  pour  directrice  correspon- 
dante la  droit(>  ii*.  * 
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des  points  (1,  II,  a',  b'  sur  la  droite  i i'  ijui  jolat  I<?s  poiou 
lie  contact  dea  deux  tangeulcs  au  cercle  C;  les  quatre  rap- 
ports—  ï  r7>  <^tc.,  sont  égaux,  comme  il  vient  d'être  dé- 
montré. Touti'fois  ils  n'ont  pas  le  mi^mc  signe  :  si  les  deux 

^7  —r-^.  sont  regardés  comme  ijosïtirs,  les  deux  t-_ï  77— 
<ja     rr  a  bt     0  £ 

seront  négatifs,  parcenue  les  deux  perpendiculaires  iê,  fé' 
n'ont  pas  la  m^me  direction  que  les  deux  «la,  a' a' .  D'a- 
près cela,  si  sur  les  deux  rayons  ea,  ea'  et  sur  le  prolon- 
gement des  deux  eh,  cb',  au  delà  du  point  e,  on  prend 
ijualre  segments  respectifs,  cA,  eA',  eB,  eB'  proportion- 
uels  aux  quatre  rapports    — j  -j-ji  x^i  xî#;  '    c'e«ï-à-dire 


fie     b'V 
-<  etc.,  les  quati-e  points  Â  ,  B,  Â',  B'  serontmi 
fércnce  de  cercle  ayant  son  centre  au  point  e. 


.■A-1 

Mais  ,  d'après  les  relations 

les  âèux  quadrilatères  ahb'a'  et  ABB'A'  sont  lioinologîqii^^ 
par  rapport  au  point  c,  ccnir»;  d'iiomoldgie  (5i9).  Dont 
les  deux  cotés  Ali,  A'  lî'  du  second  se  conpeiit  on  un  point 
O  situé  sur  la  droite  to.  Or  on  a,  dans  le  cercle, 
iany-^Af0.(;ini-^BcO=tarii;|A'(0.iany-^I{'i-O  (700,  iitoIL  , 
ou,  eu  éijard  aux  directions  des  lii^nes  elï,  t-B', 


tauL;  ;  hc 

iinyi6'«' 

(:c<[u'il  lall^iii  d.'Uiontrcj 

(^ua.id   lu  ccrelc   C  c. 

l  ex 

éricTir   ou   cercle 

niiiutre  de  la  niéuke  nianît 

re< 

ucréqualioncsl 

i:t\»i  '- m-o  As.n^  '.:  lu- 

^ 

i\B^^.ii'<-i,Aa\iQ^b 
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CHAPITRE  XXXII. 

SYSTÈME    DE    TROIS    CERCLES    QUELCONQUES. CONTACTS 

DES    CERCLES. 


I.  Propriétés  relatives  à  trois  cercles. 

766.  Trois  cercles  y  situés  d'une  manière  quelconque  y 
donnent  lieu,  étant  pris  deux  à  deux,  à  six  centres  de 
similitude;  ces  six  points  sont,  trois  à  trois,  sur  quatre 
droites,  de  manière  que  sur  F  une  de  ces  droites  se  trouvent 
les  trois  centres  de  similitude  directe,  et,  sur  chacune  des 
autres,  deux  centres  de  similitude  inx^erse  et  un  centre  de 
similitude  directe. 

En  effet ,  considérons,  dans  les  trois  cercles,  dont  les  cen- 
tres sont  O,  O',  O'^  trois  rayons  parallèles  Oa ,  O'a',  0"a". 
La  droite  aa'  marque  sur  OO'  un  centre  de  similitude  des 
deux  cercles  O,  O'^  et  ainsi  des  deux  autres  droites  a'a'\ 
a" a.  Or  les  deux  triangles  OO'O''  et  aa' a"  ayant  leurs 
sommets  situés,  deux  à  deux,  sur  trois  droites  parallèles, 
les  points  de  rencontre  de  leurs  côtés,  deux  à  deux  res- 
pectivement, sont  en  ligne  droite  (365)  :  c'est-à-dire  que 
les  centres  de  similitude,  déterminés  par  les  trois  droites 
aa' ^  a'a"^  a"a^  sont  en  ligne  droite.  Mais  si  les  trois 
rayons  sont  de  même  direction ,  chacune  des  trois  droites 
passe  par  un  centre  de  similitude  directe  (710)  ;  et  si  Tun 
des  trois  rayons  est  de  direction  contraire  à  celle  des  deux 
autres,  celui-ci  donne  lieu  à  deux  centres  de  similitude  in- 
verse, et  les  deux  premiers  à  un  centre  de  similitude  di- 
recte. Le  théorème  est  donc  démontré. 

767.  Les  axes  radicaux  auxquels  donnent  lieu  trois 
cercles,  pris  deux  à  deux,  concourent  en  un  même  point. 
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En  efl'ct,  soil  &>  le  poini  d"iiit<!rscciiou  des  axes  radicaut 
du  ccrclp  O,  avec  les  deu\  O'  el  O",  cl  cuueevons  «ju'onf 
droite  menée  par  ce  point  rciiconlre  les  trois  cercles  ai 
iroî§  couples  de  points  a ,  «';  h,  b'  el  c ,  c' ;  od  aura  le 
deux  ôgalités 

Ma.u«'  =  «6.w6',      Bn.ufl'  =  «f.«c'      [7  14 ,  raroll.). 
Donc 

Ce  qui  prouve  que  le  point  co  appartient  à  l'axp  radical  dc> 
deux  cercles  0'  et  0".  Uone,  elc, 

768.  Etant  ilonnés  tmis  cercles ,  si  par  un  même  poini 
on  en  mène  trois  autres  passant,  respectâ'ement ,  par  Ici 
points  d'intersection  des  trois  premiers ,  pris  deux  à  deux, 
ces  trois  cercles  se  couperont  en  un  même  poiitt. 

Soîcnl  U,  C  cl  C  les  trois  cercles  donnés  ;  par  un  point  I' 
ou  en  mène  trois  autres  A ,  A'  et  £  tels,  que  le  premier  k 
pas6*f  par  les  points  d'intersceiîon  (r^'els  on  imagioairca)  de 
[J  et  C ,  le  second  Â'  par  les  points  d'intersection  de  L 
{'I  C,  et  lo  troisième  S  par  les  pointa  d'intersection  de  C 
,y  C,    Il    f^inl    ,„o,nu'.]U,;  .es  t.oîs  ,er,  Kvs  S(;   .-mip.-,.!  ri, 

■lion  des  deux  A  et  A':  le  seg- 
ment PP'  forme  umt  involuiion,  d'une  part  avec  K-s  sej;- 
nients  faits  par  les  cercles  U  et  C  sLirladMjiLel'I-",et  J'auuv 
part  avec  les  scgmcnls  faits  par  les  ccrelcs  U  t;l  C'  (7.13). 
DoiLc  le  srgmenl  PI"  et  les  si};uiuiiIb  faits  par  C  el  C  soin 
en  inMilulinn.  Donc  par  les  deux  poinls  P  cl  P'  un  iteui 
meni'r  un  cercle  passanl  pai'  les  points  il'interscctiua  de  C 
cl  C  Ce  cercle  seraZ.  Donc,  elc. 


7(i'J.  Le  théorème  peut  prendi 
près  lui]iii'[  les  deux  poiiils  P,  P'. 
'les   A,   A'  cl  "ï.  ,  poni'iuril  clic  iiiL 

(ihml  pris  u„  ,n,rrr,h-V>h,u 


■   Te 


d";i 


TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  54 1 

OH  imaginaires  (*),  si  par  les  deux  premiers  points  on 
mène  deux  cerchs  quelconques  C ,  A ,  et  par  les  deux 
autres,  deux  cercles,  aussi  quelconques,  C,  A',  ceux-ci 
rencontreront ,  respectivement ,  les  deux  C,  A  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercle. 

En  eirct,  appelons  P,  P^  les  points  d'intersection  (réels 
ou  imaginaires)  des  deux  cercles  A ,  A'.  Le  segment  PP' 
forme  une  involution,  d'une  part  avec  les  segments  que  les 
deux  cercles  U  et  C  font  sur  la  même  droite  (743),  et  d'autre 
part  avec  les  segments  faits  par  les  deux  cercles  U  et  C. 
Donc  le  segment  PP'et  les  deux  que  les  cercles  C,  C  font 
sur  la  même  droite  sont  en  involution.  Donc  par  les  deux 
|)oints  P,  P^  on  peut  mener  un  cercle  qui  passe  par  les  points 
d'intersection  de  C  et  C.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

II.  Contact  des  cercles.  Cercle  tangent  à  trois  autres. 

770.  Quand  un  cercle  est  tangent  à  deux  autres,  les 
points  de  contact  sont  en  ligne  droite  auec  Vun  des  centres 
de  similitude  de  ceux-ci,  et  les  tangentes  en  ces  points  se 
coupent  sur  Vaxe  radical  de  ces  deux  cercles, 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théo- 
rème (766) ,  puisque  le  point  de  contact  de  deux  cercles  est 
un  de  leurs  centres  de  similitude  (710)  ;  et  la  seconde  par- 
tie,  du  théorème  (767),  parce  que  la  tangente  commune  à 
deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

771.  Étant  donnés  deux  cercles O^CÏ  (fig.  i8o)  aux- 
quels on  mène  deux  cercles  tangents  C,  C\  le  premier  en 
M  e^  mi ,  cf  le  second  en  N-e^  lii,  de  manière  que  les  deux 
droites  Mmt  et  Nut  passent  par  un  même  centre  de  simi- 
litude des  deux  cercles  0,0': 

i".  L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C  passera  par 
ce  point  ^ 

(  ^)  Nous  appelons  couple  de  points  imaginaires  sur  un  cercle,  les  points 
(Jétcrinincs  par  rintersection  du  cercle  et  d^unc  li(;nc  droite  (G40). 
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Et  a®.  Un  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se 
troussera  sur  Vaxe  radical  des  deux  O  et  O',  à  Vintersec* 
tion  des  deux  cordes  MN,  m^n^. 

En  effet,  i^  on  a  SM-Sm»  =  SN.S/ij  (724.).  Donc  le 
point  S  appartient  à  l'axe  radical  des  deux  cercles  C ,  C 
(714,  coroll.). 

tP,  Les  deux  droites  MN,  w, «î  se  coupent  sur  Taxe  ra- 
dical des  deux  cercles  O,  O'  (721).  Chacune  d'elles  passe 
par  Tun  des  centres  de  similitude  des  deux  cercles  C, 
C  (770)  \  il  faut  prouver  que  c'est  par  le  même.  Suppo- 
sons que  S  soit  un  centre  de  similitude  directe,  les  deux 
points  M  et  m,  seront  nécessairement  deux  centres  de  simi- 
litude de  même  nom  (directe  ou  inverse)  du  cercle  C  avec 
les  deux  O,  O'  (766).  Et  de  même  des  deux  points  N,  n^. 
Donc  les  droites  MNet  mj  Wj  joignent,  chacune,  deux  cen- 
tres de  similitude  tels,  que  si  les  deux  premiers  sont  de 
même  nom  ou  de  noms  différents ,  il  en  est  de  même  des  deux 
autres  \  par  conséquent ,  dans  les  deux  cas ,  les  deux  droites 
passent  par  un  même  centre  de  similitude  des  deux  cercles 
C,C'(766). 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  point  S  est  un  centre 
de  similitude  inverse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

772.  Remarque,  — L'axe  radical  des  deux  cercles  C  ,  C 
a  son  pôle,  relatif  au  cercle  O,  sur  la  droite  MN.  Car,  d"*a- 
près  la  seconde  partie  du  théorème  (770) ,  cet  axe  passe  par 
le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  en  M  et  N ,  lequel 
est  le  pôle  de  celte  droite. 

D'où  il  suit  que,  réciproqueiiienl ,  la  corde  MN  passe  par 
le  pôle  de  l'axe  radical  des  deux  cercles  C,  C,  pris  dans  le 
cercle  O  (676),  ou,  en  d'autres  termes,  que  cet  axe  a  son 
pôle  sur  la  droite  MN. 

773.  Une  droite  L  menée  par  le  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  0,0'  est  Vaxe  radical  d'une  infinité  de  sys- 
ternes  de  deux  cercles  C,  C  tangents  aux  deux  O,  O'. 
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En  effet ,  pour  déterminer  un  système  de  deux  cercles  C , 
C,  il  suffit  de  mener,  par  le  pôle  de  la  droite  L  dans  le 
cercle  O,  une  droite  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux 
poinrsM,N(772). 

Les  cercles  C,  C  qu'on  mènera  par  ces  points,  respec- 
tivement, tangentiellement  aux  deux  cercles  O  et  O',  au- 
ront pour  axe  radical  la  droite  L. 

774.  Le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C  est 
sur  l'axe  radical  des  deux  O ,  O'  à  Tintersection  de  la  corde 
MN  (771).  Par  conséquent)  ce  point  peut  être  pris  arbi- 
trairement, c'est-à-dire  que  : 

Une  droite  L  étant  menée  par  l'un  des  centres  de  sinulî- 
lude  de  deux  cercles  O ,  O',  et  un  point  étant  pris  sur  leur 
axe  radical  y  on  peut  déterminer  deux  cercles  C,  C  tan^ 
gents  aux  deux  O ,  O',  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite 
L ,  et  pour  centre  de  similitude  le  point  donné. 

Il  suffit  de  mener  par  ce  point  une  droite  passant  par  le 
pôle  de  la  droite  L  par  rapport  à  l'un  des  cercles  O,  O'; 
cette  droite  marquera  sur  ce  cercle  les  deux  points  de  con- 
tact des  deux  cercles  tangents  qui  satisfont  aux  deux  con- 
ditions de  la  question. 

775.  Mener  un  cercle  tangent  à  trois  autres. 
Soient  O,  O',  O"  les  trois  cercles  proposés,  et  S,  S',  S" 

leurs  trois  centres  de  similitude  directe. 

On  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  Tun  des  trois  O, 
O',  O",  qui  aient  pour  axe  radical  la  droite  SS'S",  et 
pour  centre  de  similitude  le  point  de  concours  des  trois  axes 
radicaux  des  cercles  O  ,  O',  O";  et  d'après  le  théorème  pré- 
cédent ,  ces  deux  cercles  seront  tangents  à  chacun  des  deux 
autres  cercles . 

Pour  déterminer  ces  cercles ,  on  cherchera  les  pôles  de  la 
droite  SS'S"  dans  les  cercles  O,  O',  O",  et  l'on  mènera  par 
cQs  points  des  droites  concourantes  au  point  d'intersection 
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(lea  trois  axes  radicaux;  cesdroili'S  rencontreront,  rcspccti- 
vcmeni,  les  trais  cercles  en  des  pointa  qm  seront  les  poiou 
lie  contact  de  lieux  cercles  satisfaisantà  la  question. 

Pour  chacune  des  trois  autres  droites  sur  lesquelles  < 
trouvent,  trois  ii  tn>is,  les  six  centres  de  similitude  des 
trois  cercles  proposés,  on  aura  deux  autres  cprclea  tan- 
gi'nts.  De  sorte  qu'il  existe,  engénénil,  huit  cerrlt-»  tan- 
gents à  trois  cercles  donnés. 

776.  Cette  solution  d'un  problème  qui  a  élê  résolu ,  dam 
tous  les  temps ,  de  bien  des  maatéres ,  est  la  plus  simple  {*\: 
elle  se  prtte  à  Ions  les  cas  particuliers  qui  résulteol  des 
hypothèses  que  l'on  peut  faire  à  legard  des  trois  cercles, 
en  supposant  qu'ils  deviennent  des  points  ou  des  droites. 

Quand  un  cercle  se  réduit  à  un  point,  ce  point  est  lui- 
même  son  ceulre  de  similitude  avec  un  autre  cercle;  et  nous 
avons  vu  que  l'axe  radical  est  a  égale  distance  du  point  et  de 
sa  polaire  par  rapport  au  cercle  (T'W). 

Quand  un  cercle  devient  une  ligne  droite,  parce  qiR 
SOU  rayon  est  devenu  înBnîmeut  grand ,  son  axe  radical  «m 
un  autre  cercle  est  relie  droite  elle-même.  Les  points  que 

(  •  )  Cclla  Miulion  csl  diic  à  JI.GyrcaiinD  (  Voir  Annula  de  Uathèmeii^twi. 
tome  IV,  paje  Sjg,  année  1H14  ,.  M.  (.Vaiiliier,  ilo  Tours,  en  avait  IwaiicDup 
ap]iroeho,  dan»  Jon  Wf'mn»-,  ■■•j  i- •  r  .,■  ^ijn.  mai  dr  conttraire  gi-ap}iii)t- 
(BcnJ  un  cercle  ilêlermîiii'  /'■■■'  •      •  ;  um?  sphère  délermia^  pur 

^ualrrcoBdilhni(ValT  Ji-ii  r:..         .  '.m.;uc.  XVl"  catiier,  l8l5  ). 

dva  *il  conlFes  >1|;  BiniilitiKlr  iIc-  In.ix  f.t.Ii'^  propuiÉsO,  G',  O",  c(l l'ait 
f.idieal  ije  dciii  circlus  C,  C  ^utlslaisant  à  lu  queHlian  ;  3°  qiie  la  corUr 
i[iii  joim  les  dcui  pointa  do  conlacl  de  ces  cercles  avec  Tiin  uIgb  trt>i*0, 
O',  O"  rnbse  par  le  point  do  concouri  ilea  trois  aies  radicaui  de  ci-oi-ci , 
et  î"  que  les  tanijcnleB  en  ces  dciii  points  de  conluol  ont  leur  point  dr 
n'nciutro  sur  la  draïlc  SS'S°.  Pour  Conolurc  de  là  la  conslroction  prtef- 
diintu,  :1  HUin&ait  do  remarquer,  comiiie  coiitcqueneu  de  celle  dernière  prD- 
pUbilion ,  que  la  cor^to  (lui  joint  les  deuf  points  da  conincl  sur  l'un  àtt 
rerclet  propetês  lUisae  par  le  pûh-  de  la  dmïle  SS'S"  relalif  à  cp  ecrtl* 
puisfiMC  II'  l'ôlf  ilr  telle  rurale  est  liil-infine  *iir  celle  droite. 


\ 
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ol  (l'un  cercle  sont  les  extréoiilës  du  diamètre  de  ce  cercle 
perpendiculaire  à  la  droite.  Car  ce  sont  les  points  qui  con- 
servent une  propriété  caractéristique  des  centres  de  simili- 
tude, savoir,  que  le  rectangle  des  distances  d'un  centre  de 
similitude  à  deux  points  horaologiques  ou  anti-homologues 
est  constant  (725). 
On  a  ,  en  eflcl , 

SM.Sw,  —consl.     (672). 

777.  D'après  cela ,  on  applique  sans  aucune  difficulté  la 
solution  générale  aux  cinq  questions  suivantes  : 
•   I  ^ .  Mener  par  un  poin  t  un  cercle  tangen  t  à  deux  cercles . 

La  question  admet  quatre  solutions,  parce  qu'il  y  a 
deux  droites  qu'on  peut  considérer  comme  contenant,  cha- 
cune, trois  centres  de  similitude. 

'i?.  Mener  un  cercle  tangen  t  à  deux  cercles  et  à  une  droite. 

Huit  solutions,  parce  qu^il  y  a  six  centres  de  similitude 
placés,  trois  à  trois,  sur  quatre  droites  dont  chacune  donne 
lieu  à  deux  solutions. 

3**.  Faire  passer  par  deux  points  un  cercle  tangent  à 
un  cercle  donne. 

Deux  solutions  seulement,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  droite 
qu'on  puisse  regarder  comme  contenant  trois  centres  de  si- 
militude, savoir,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  proposés. 

4*^.  Mener  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  deux  droites. 

Huit  solutions,  répondant,  deux  à  deux,  aux  quatre 
droites  qui  joignent  les  centres  de  similitude  relatifs  au  cer- 
cle et  à  l'une  des  droites  proposées,  aux  centres  de  simili- 
tude relatifs  à  l'autre  droite. 

5**.  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à  un  cercle 
et  à  une  droite. 

Quatre  solutions  répondant,  deux  à  deux,  aux  deux 
droites  menées  du  point  proposé  aux  deux  centres  de  simi- 
litude relatifs  au  cercle  et  à  la  droite. 
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CHAPITRE  XXXlll 

CERCLE    IMÀGIIVAIRE. 


I.  Ce  qu'on  entend  par  Tex pression  cercle  imaginaire. 

778.  Quand  les  formules  ou  relations  qui  ont  servi  à 
déterminer  des  points  ou  des  droites  relatifs  à  un  cercle,  et 
à  démontrer  quelque  proposition ,  contiennent  le  rayon  du 
cercle  au  carré  et  non  à  la  première  puissance,  si  Ton 
suppose  ce  carré  négatif,  les  expressions  subsistent,  ainsi 
que  les  résultats  qui  s'y  rapportent;  c'est-à-dire  qu^elles 
donnent  lieu  encore  à  des  points  et  des  droites,  et  à  des 
propositions  y  relatives  *,  mais  ces  points  et  ces  droites  se 
trouvent  différents  des  premiers ,  ou  plutôt  dans  des  posi- 
tions dilTérentes.  On  dit  alors  que  le  cercle  que  Ton  con- 
sidérait en  premier  lieu  est  devenu  imaginaire  y  et  que  les 
propositions  résultantes  des  formules  se  rapportent  à  ce 
cercle  imaginaire.  C'est  ainsi  que  Ton  agit  en  Géométrie 
analytique. 

Ce  que  nous  disons  des  résultats  dérivés  de  relations  ou 
formules  analytiques ,  doit  s'entendre  de  résultats  fondés  sur 
des  constructions  qui  subsistent  quand  on  suppose  que  le 
carré  du  rayon  d'un  cercle  devient  négatif,  de  même  que 
des  constructions  peuvent  subsister  quand  on  suppose  que 
deux  points  deviennent  imaginaires,  comme  nous  Tavons 
vu  souvent,  par  exemple  dans  la  théorie  du  rapport  har- 
monique de  quatre  points,  où  deux  points  conjugués  peu- 
vent être  imaginaires. 

Nous  ferons  en  Géométrie  pure  ce  que  l'on  fait  en  Géo- 
métrie analytique  :  nous  admettrons  que,  soit  dans  des  for- 
mules, soit  dans  des  constructions  qui  n'impliquent  que  le 
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larré  du  ravon  d'un  cercle,  en  carré  devienne  nr(;aiif-,  c-i 
pious  dirons  que  le  rtTclc  e»i  inm^jnaire. 

il  «'y  a  point,  bien  i-nieudu,  de  cercle  inuigînaire;  et  (■<• 
mot  n'est  <]u'uno  ficliun  qui  siTt  à  rattacher  Ita  résultats 
obtenus,  à  un  antru  cas  de  la  question  générale,  dans  le- 
((iiel  la  présence  d'un  cerelv  procunr  une  image  visible  et 
une  notion  pairaiicmcnl  claire  des  pro)iriêlé3  de  la  figure. 
Mais  il  faut  observer  que  ces  propriétés  soiii  [oujours  sns- 
lejitibles  d'uni:  «expression  diJi'éreute  i-t ,  à  eciiaÎDS  égards . 
fins  générale,  dans  laquelle  on  fait  abstraction  du  cercle, 
soit  ri-fd ,  soit  imaginaire.  Il  faut  regarder  que  le  cercle  n'a 
été  qu'au  î'tre  auxiliaire  qui  a  scrv  i  de  lien  entre  les  parties 
de  U  tigurc,  et  a  donné  lieu  à  une  expriission  de  leurs  rela- 
tions, plus  simple  et  surtout  faisant  image.  Cette  expression 
i-t  rîninge  visible  par  laquelle  elle  se  produit,  disparaissent 
i-t  n'ont  plus  de  réalité,  quand  on  suppose  lecarrédurajon 
uégatifei  le  cercle  inutg'iiaûe,  f\Uo\qve  les  relations  qu'elles 
uni  servi  à  exprimer  subsiiteni  toujours. 

77U.  Pour  répandre  tout  le  jour  possible  stir  ces  consi-' 
déraiions,  prenons  un  exemple. 

On  ap|>eUe  poiaùv  d'un  point ,  relalivL-  à  un  cercle ,  une 
droite  que  l'on  déirnnine  de  plusieurs  manières  : 

1°.  Kn  menant  par  le  point  donné  0  deux  tangentes  an 
cercle;  U  corde  qui  Joint  1rs  poitiis  de  contact  est  la  po- 
laire; 

9".  Kn  raeoani  par  le  point  p  une  transversale  qui  reu- 
i-o«irc  If  ren;I«  m  deux  points  <»,  n';  les  tangentes  en  des 
points  se  coupent  sur  la  jwlaîre  rliercbée,  dont  on  déter- 
mine un  second  point ,  koÎI  au  moyen  d'une  seconde  Irans- 
icrsale,  soit  en  prenant  sur  I.1  pr<.'raitVe  le  poiut  conjugué 
bannonique  du  poiut  p.  par  rapport  aux  deux  a  et  a'; 

3".  Kn  menant  deux  transversales  oaa\  plflr',  puis  les 
droites  afi',  ba\  lesquelles  ne  ronpenl  «ir  la  polaire,  ainsi 
que  les  deux  ah ,  n'  h'  ; 

35. 
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4*^.  En  prenant  sur  les  deux  cordes  «a',  bh'  les  points 
conjugués  harmoniques  du  point  p,  lesquels  se  trouvent  sur 
la  polaire; 

5**.  Enfin  en  prenant  sur  la  droite  qui  va  du  point  p  au 
centre  C  du  cercle,  le  point  e  dikerminé  par  la  relation 
Ce.C/o  =  R*,  et  en  élevant  par  le  point  e  une  perpendi- 
culaire à  la  droite  pC 

Les  trois  premières  manières  de  construire  la  polaire  du 
point  p  exigent  que  le  cercle  soit  tracé;  de  sorte  que  la 
polaire  se  rapporte  exclusivement  à  la  circonférence  du  cer- 
cle et  ne  présente  aucun  autre  caractère.  Il  n'en  est  pas  de 
même  des  deux  autres  modes  de  construction  ;  on  n'y  fait 
pas  usage  nécessairement  de  la  circonférence  du  cercle, 
mais  seulement  de  la  position  de  son  centre  et  du  carré  de 
son  rayon. 

11  en  résulte  que  les  propriétés  de  cette  droite,  que  nous 
appelons  polaire,  ou  celles  d'un  système  de  droites  déter- 
minées de  même,  propriétés  qu'on  rapporte  à  un  cercle, 
peuvent  s'attribuer  simplement  à  un  point  (centre  du  cer- 
cle) et  au  carré  d'une  ligne,  et  s'énoncer,  abstraction  faite 
du  cercle. 

Par  exemple ,  au  lieu  de  dire  que  les  polaires  des  diilertMiis 
points  d'une  droite ,  prises  par  rapport  à  un  cercle ,  passent 
toutes  par  un  même  point,  on  pourra  dire  que  si  des  poinf> 
p,  p\  û',.--  d'une  droit(»  on  mène  h  un  point  lixc  C  dis 
rayons  pC,  p'C,...  sur  lesquels  on  prend  des  points  e ^  e',... 
déterminés  par  les  relations  Cle.Cp=R%  Ce'.Cjo'=R*,etc., 
et  que  par  ces  points  on  mèncî  les  perpendiculaires  aux 
droites  Cp,  Cp',.'">  toutes  ces  perpendiculaires  passeront 
par  un  même  point. 

Cet  exemple  montre  comment  des  propriétés  qui  pa- 
raissent concerner  nécessairement  le  cercle,  peuvent  néan- 
moins dériver  de  relations  plus  intimes^  qui  permettent  di* 
faire  abstraction  du  cercle  dans  leur  énoncé. 
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780.  Mainlcuant  on  voit  que  1(î  cercle  se  trouvaut  ainsi 
éliminé,  rien  n'empùche  de  supposer  le  carré  R'  négalif;  et 
qu'alors  la  conslruclion  du  point  e,  dépendante  de  Téqua- 
tion  Ce.Cp  =  —  11',  subsistera,  et  que  la  perpendiculaire 
menée  par  ce  point  donnera  lieu  aux  mêmes  propriétés  que 
dans  le  premier  cas.  *Mais  cette  droite  n'est  plus  la  polaire 
d'un  point  relative  à  un  cercle.  Car  le  point  e,  par  lequel  on 
relève  perpendiculairement  au  rayon  Cp ,  n'est  plus  sur  ce 
rayon  lui-même ,  comme  dans  le  cas  d'un  cercle,  mais  bien 
sur  son  prolongement  au  delà  du  point  C ,  puisque  le  pro- 
duit Cp .  Ce  est  négatif.  Il  faudrait  donc ,  à  la  rigueur,  dans 
ce  cas  de  R*  négatif,  dénommer  la  droite  et  exprimer  st»s 
propriétés  d'une  autre  manière  et  sans  faire  intervenir  le 
c:ercle.  Cependant  on  peut  conserver  à  celte  droite  la  déno- 
mination de  polaire  y  en  disant  polaire  relative  à  un  cercle 
imaginaire  et  en  convenant  que  ce  mot  imaginaire  signifie 
simplement  que  le  carré  R*,  qui  entre  dans  la  formule  qui 
sert  à  la  construction  de  la  droite,  est  négatif. 

Cette  idée  d'un  cercle  imaginaire  est  donc  une  pure 
iiction ,  à  laquelle  on  a  recours  pour  conserver  aux  propo- 
sitions des  énoncés  simples  et  faisant  image,  qui,  à  la  ri- 
gueur, ne  s'appliquent  qu'à  un  cas  spécial ,  celui  où  le 
carré  R*  étant  positif,  on  peut  décrire  un  cercle  dans  la 
figure. 

Ainsi,  Ton  conçoit  bien  comment  des  propositions  qui  , 
d'après  leur  énoncé ,  sembleront  se  rapporter  exclusivement 
à  un  cercle  imaginaire,  et,  par  conséquent,  n'avoir  aucune 
.signification  réelle,  exprimeront  néanmoins  des  vérités  ma- 
thématiques portant  sur  des  choses  toutes  réelles  et  ayant 
une  signification  parfaitement  définie  et  susceptible  d'une 
autre  expression,  indépendante  de  l'idée  du  cercle. 

781.  D'après  ces  considérations,  nous  dirons  d'une  ma- 
nière générale,  que  toutes  les  natations  ou  constructions 
dans  lesquelles  nVntreront,  soit  directement,  soit  implici- 


5lo  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

loinenl,  que  le  centre  elle  cane  du  rayon  cFuii  cercle,  s'ap- 
pliqueront au  cas  où  ce  carré  sera  négatif;  mais  que,  pour 
conserver  le  même  langage,  les  mêmes  définitions  et  le 
même  énoncé  dans  les  théorèmes,  nous  pourrons  dire  que 
ces  relations  et  constructions  se  rapportent  a  un  cercle 
imaginaire. 

Ce  que  nous  ferons  ainsi  est  ce  que  Ton  fait  en  Analyse; 
et  c'est  pour  bien  fixer  les  idées,  et  éviter  le  doute  et  les  in- 
terprétations que  Vba  a  parfois  cherché  à  donner  des  ima- 
ginaires en  Géométrie,  que  nous  sommes  entré  ici  dans 
des  explications  minutieuses  que  Ton  néglige  en  Géométrie 
analytique. 

782.  Souvent  il  arrive  que  des  propositions  auxquelles 
on  conserve ,  dans  le  cas  d'imaginarilé  de  quelque  quantité  « 
telle  que  le  rayon  d'un  cercle,  leur  énoncé  primitif  que 
Ton  rapporte  à  un  objet  imaginaire,  sont  susceptibles  d^un 
énoncé  particulier  très-dilï'éreut  du  premier,  et  néanmoins 
fort  simple  et  faisant  image  aussi,  mais  d'une  autre  ma- 
nière. Alors  les  résultats  analytiques  ou  les  constructions 
qui ,  dans  le  premier  cas,  se  rapportaient  à  une  figure  ,  telle 
qu'un  cercle,  expriment,  dans  le  second,  des  propositions 
qui  peuvent  être  tout  à  fait  étrangères  au  cercle  et  d'un 
genre  irès-di fièrent  des  premières. 

Cela  provient  de  ce  que,  bien  que  l'hypothèse  relative 
au  carré  du  rayon  d^un  cercle,  que  Ton  fait  négatif,  ne 
modifie  pas  le  sens  intime  de  la  j)roposition  démontrée  ,  et, 
en  général,  les  propriétés  de  la  figure,  néanmoins  elle  mo- 
difie soit  les  positions  relatives  des  diverses  parties  de  la 
figure,  soit  même  sa  configuration  générale. 

Or  on  conçoit  que  cette  configuration  de  la  figure  puisse' 
S(î  rallaclicr  ou  donner  lieu  à  quelque  autre  conception  que 
celle  d'un  cercle,  ^ous  allons  trouver,  dans  la  suite  de  ce 
eliapilre  et  dans  le  suivant,  de  nonjbreux  exemples  d'un<* 
trlle  transfoimation  de  llucuènies  en  d'aufres,  difléionls. 
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II.  Propriétés  relatives  à  un  cercle  imaginaire. 

783.  Les  points  dMntersection  d^une  droite  et  <ïun  cercle 
imaginaire  sont  deux  points  imaginaires,  que  nous  dési- 
gnerons par  6,  9  ;  dont  le  milieu  O  est  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  C  du  cercle  sur  la  droite,  et 
dont  le  carré  de  la  distance  à  ce  point  milieu  est,  comme 
dans  le  cas  d'un  cercle  réel  (781), 

5T  =  R*— CÔ'   (648). 

Et  de  même ,  le  rectangle  des  distances  des  deux  points 
imaginaires  à  un  point  p  de  la  droite  est  égal  à 

pj.p7  =  ^  — R»     (648). 

ÎVIais  ici,  où  le  cercle  est  imaginaire,  R*,  carré  du  rayon, 
est  une  quantité  négative  — R'*,  et  il  vient 

Ô"/=  —  (R"-hCÔ*), 

pj.p©=  (pC  -hR'O- 

11  faut  bien  remarquer  que ,  dans  ces  formules ,  R'  *  ne 
représente  plus  le  carré  du  rayon  comme  R'  dans  les  pre- 
mières, mais  ce  carré  aATecté  d'un  signe  contraire. 

Ces  formules  donnent  lieu  à  des  expressions  géomé- 
triques, très-simples,  du  carré  Os  et  du  rectangle  pe.pçf. 
Ce  carré  et  ce  rectangle,  dans  Tétat  actuel  de  la  question, 
impliquent  l'idée  de  points  imaginaires;  et,  au  contraire, 
leurs  nouvelles  expressions  se  rapporteront  exclusivement 
à  des  objets  réels. 

En  cfTct,  que,  par  le  centre  C  du  cercle  imaginaire,  on 
élève  une  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  dont  le 

carré  CS  soit  égal  à  R'*,  c'est-à-dire  au  carré  du  rayon  du 
('<'rcle  imaginaire  pris  avec  un  signe  contraire.  On  aura 

0«  =  —  (es  H-  CO  )  =  —  SO  , 

2  S  1 

p  C .  0  ^  r=  p  C  -H  CS  =  p  S   . 
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Ainsi  lerecunglcpc.^ip  trsprime  »îiu|tlenietit  le  carré  ik 
la  (!istancc  <iii  point  p  au  point  S  siIiil-  nu  dehors  du  [ilan  de 
la  lignre. 

784.  La  formule 

(|ui  s•^rt  à  la  construciion  de  la  polaire  d'un  point  p,  doonr 
iicu  de  mi^niç  A  une  interprétation  géométrique  fondée  ftor 
la  cousidc-ratioa  du  point  S  cxliéiaîlé  de  la  perpendiculaire 
es  =  R'. 

EucITci,  R' étant  négaiif,  les  deux  points^  et  e  SODI  dr 
pari  cl  d' autre  du  point  C,  eomme  nous  l'avons  tu  prfeé- 
demmenl  (780)  ;  el  l'on  a 

CcCp  =CS'j 
l'e  qui  prouve  (]uc  l'angle  eSp  eal  droit.  On  peut  dnncdirt 
'l«e  : 

Si,  par  li^  centre  C  d  un  cercle  imaginaire,  on  ^èi^  sut 
le  plan  tic  la  figure  une  perpenrUculaire  CS  égale  à  ma 
rayon  supposé  réel,  la  droite  menée  àupoitu  &  &  un  pomt  p 
it/-  la  figure  est  fierfienfhcufnire  nu  pînn  mené  par  re  point 
S,  et  ht  pokurc  du  puini  o  relative  au  ,  <.■/■./<.■  iinu^uiair.'. 

783.  Le  point  p  et  un  point  quelroin[iu' p' cîc  sa  polaire 
sont  deu\  points  conjugués  par  rapport  au  c(;rcle  ((>87|. 
[.es  droites  menées  du  point  S  à  ces  deux  points  sont  rec- 
langulaites,  puisque  l'une  est  clans  un  plan  pi.Tpendicu- 
laire  h  l'autre  (784).  Donc  : 

Deux  points  cnnjiii^tws  par  rapport  iiii  ccrclv  imagi- 
naire sont  l'IIS  <lii  point  S  sons  nn  angle  droit. 

Rlcipiuhm  KiitAT  :  Di-iix  points  vus  du  point  S  sous  un 
angle  driiil  sont  deux  points  conjngiii-^  par  rapport  au 
cercle  iniagitiairr. 

Cela  est  évi.lent. 

780.   I.,i  piilaiiedu  [Miini  f/  p,-i5>c  pairie  poini  r,,  l.c  pl.in 
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mené  par  le  point  S  et  par  celte  droite  est  perpendiculaire 
à  la  droite  Se'  (784)  5  par  conséquent  il  est  perpendiculaire 
à  tout  plan  passant  par  cette  droite,  et,  en  particulier,  au 
plan  mené  par  le  point  S  et  la  polaire  du  point  p,  puisque 
cette  droite  passe  par  le  point  p'.  Donc  les  polaires  des  deux 
points  p  et  p'  sont  dans  deux  plans  rectangulaires  menés 
par  le  point  S.  Or  ces  deux  polaires  sont  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  au  cercle  imaginaire.  Donc  : 

Deux  droites  conjuguées,  relatii^es  au  cercle  îmaginaire, 
étant  "Vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires. 

RÉciPROQTnsMEHT  !  Deux  plans  rectangulaires,  menés 
par  le  point  S,  rencontrent  le  plan  de  la  figure  siàs^ant 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 

Car  le  pôle  de  chacune  de  ces  droites  sera  sur  Fau- 
ire(784). 

787.  Ces  propriétés  permettent  de  substituer  le  point  S 
au  cercle  imaginaire,  dans  la  définition  des  points  conju- 
gués, comme  dans  celle  de  la  polaire  d'un  point.  De  sorte 
que  la  notion  de  ce  cercle  disparaîtra  dans  les  énoncés  des 
théorèmes  où  il  sera  question  des  points  et  des  droites  qui 
s'y  rapportent.  Toutefois,  ce  cercle  imaginaire  aura  servi, 
par  ses  relations  générales  avec  d'autres  parties  de  la  figure, 
par  exemple  avec  certains  cercles  réels ,  à  procurer  les  théo- 
rèmes auxquels  on  donne  une  autre  expression. 

Nous  ferons,  plus  loin  (Chap.  XXXIV),  diverses  appli- 
cations de  ces  considérations  qui  seront  extrêmement  utiles. 

788.  L'axe  radical  d'un  cercle  réel  et  d'un  cercle  imagi- 
naire est  une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres, 
menée  par  le  point  fl  de  cette  ligne  déterminé  par  l'équa- 
tion 


aC  — R'  =  iiC'— R 


'j 


dans  laquelle  R",  qui  représente  le  carré  du  rayon  du  cer- 
cle imaginaire,  sera  une  quantité  négative. 
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De  même,  deux  cercles  imaginaires  ont  un  axe  radical 
perpendiculaire  à  leur  ligne  des  centres,  mène  par  le 
point  Cl  de  cette  ligne,  déterminé  par  la  relation 

aC-  R«  =  ïïc^  —  R'% 

dans  laquelle  les  deux  expressions  R*  et  R'*,  qui  repré- 
sentent les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles ,  serout  deux 
([uantités  négatives. 

789.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  admettent 
toujours  deux  cercles  infiniment  petits,  ayant  auec  eux 
le  même  axe  radical. 

En  effet,  il  existe  sur  la  ligne  dos  centres  deux  points  qui 
divisent  harmoniquement  les  deux  diamètres;  et  ces  deux 
points  sont  toujours  réels ,  puisque  l'un  des  diamètres  est 
imaginaire.  Ces  deux  points  sont  les  deux  cercles  iufini- 
ment  petits  eu  question  (759). 

790.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  ne  peuvent 
pas  avoir  de  quadrilatère  circonscrit;  mais  il  existe  deux 
points  qui  jouissent  de  la  propriété  caractéristique  des  som- 
mets du  quadrilatère  circonscrit  h  deux  cercles.  Cette  pro- 
priété, cVst  que  si  par  un  sommet  on  mène  deux  droites 
conjuguées  par  rapport  à  un  cercle,  elles  sont  conjuguées 
par  rapport  à  Tautre  cercle. 

Ces  (Jeux  points  existent  toujours  à  V égard  d<i  deiui: 
cercles,  dont  rtin  est  réel  et  Taufre  imaginaire. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  observons  d'ahonl 
<jue,  pour  qu'un  point  jouisse  de  la  propriété  en  question  , 
il  sullit  qu'elle  ait  lieu  à  l'égard  de  deux  systèmes  de  droite> 
M)njuj;uées;  ce  qu'on  conclut  de  ce  que  trois  systèmes  dv 
<leux  droites  conjuguées  forment  une  in>olution  ((>89). 

Soient  C  et  iV  [Jig-  i8i)  les  centies  des  deux  cercles,    !«• 
jurmier  léil  et  le  second  iinai^inaiie.  11  existe  sur  la  droili 
<iC'  di'U\   |M)iiiis  r ,  /  conjugués  par  ia])porl  aux  diHix  vvi  - 
«les.  cl  r(\s  deux  points  soiil  loujniiis  rc<d>  (780). 
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Soient  F,  F'  les  points  d'intersection  du  cercle  décrit 
sur  ce  comme  diamètre,  et  de  la  perpendiculaire  à  cette 
droite,  menée  par  le  point  e,  celui  des  deux  points  con- 
jugués e,  f  qui  se  trouve  dans  l'intérieur  du  cercle  C;  je 
dis  que  chacun  de  ces  points  F,  F'  jouit  de  la  propriété 
demandée ,  savoir,  que  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  l'un  des  cercles,  menées  par  l'un  de  ces  points,  sont  con- 
juguées par  rapport  à  l'autre  cercle.  Il  suffit  de  prouver, 
comme  nous  l'avons  dit,  que  cela  a  lieu  à  l'égard  de  deux 
couples  de  droites  conjuguées. 

D'abord,  les  deux  droites  Fe,  F/  sont  conjuguées  par 
rapport  aux  deux  cercles ,  car  le  pôle  de  la  première,  dans 
chacun  des  cercles,  se  trouve  en  y  sur  la  seconde. 

Ensuite,  les  deux  droites  FC  ,  FC  sont  aussi  conjuguées 
par  rapport  aux  deux  cercles;  car  ces  deux  droites  étant 
rectangulaires,  d'une  part  le  pôle  de  CF,  dans  le  cercle  C, 
est,  à  l'infini,  sur  la  droite  FC,  et  d'autre  part  le  pôle  de 
CF,  dans  le  cercle  C,  est  sur  le  rayon  C'F  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. 

Donc  le  point  F  jouit  de  la  propriété  annoncée. 

c.    Q.    F.    D. 

Observation.  —  Il  suit  de  là  que  les  propriétés  relatives 
k  deux  cercles  et  à  deux  sommets  opposés  de  leur  quadri- 
latère circonscrit,  telles  que  les  théorèmes  (736)  et  (737), 
s'appliqueront  au  système  de  deux  cercles  dont  l'un  réel  et 
l'autre  imaginaire. 

Cette  remarque  nous  sera  utile. 

791.  Deux  cercles  imaginaires  admettent  deux  points 
dont  chacun  jouit  de  la  propriété  que  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  à  l'un  des  cercles,  menées  par  ce 
point,  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'autre  cercle. 

Ces  deux  points  *c  déterminent  comme  les  centres  de 
similitude  de  deux  cercles  réels.  Les  carrés  des  rayons  des 
deux  cercles  étant  —  R*  et  —  R'%  ^^  leurs  centres  étant 
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.-,.  t  «  C  ,  on  prend  ^  =  p  ei         =  -  Le, 


lll^UK 


{laintsS,  S' salisfonl  à  la  quc&tion. 

En  eDet,  les  p&lcs  d'une  droite  menée  par  le  poiu  !î 
SLTOiiI  sur  les  iM!r[wndiculairei  h  celle  droite.  CP,  C'P', 
iiienik»  par  lus  centres  des  deux  cercles,  a  des  distance» 


CQ. 


C'Q'  = 
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CHAPITRE  XXXIV. 

APPLICATION    DES    THÉORÈMES    RELATIFS    A    UN    CERCLE    IMAOI 
NAIRE,    AUX  PROPRIÉTÉS  DES  CÔNES   A  BASE  CIRCULAIRE. 


1.  Considérations  préliminaires. 

792.  Si,  sur  le  diamètre  A  A'  d'un  cercle  C  {^g»  182),  on 
prend  deux  points  e^  f  qui  divisent  ce  diamètre  harmonique- 
ment,  et  que  sur  le  segment  ef^  comme  diamètre,  on  décrive  une 
circonférence  de  cercle  2  dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  du 
cercle  G ,  les  points  de  ce  cercle  jouiront  de  propriétés  fort  remar<- 
quables,  dont  la  plupart  présentent  une  analogie  parfaite  avec 
celles  qui  appartiennent  aux  deux  points  c ,/(  7159-761$  ).  Ces 
propriétés  se  concluent  de  celles  auxquelles  donneraient  lieu  des 
cercles  imaginaires  qui  auraient  pour  centres  les  projections  <t  des 
points  S  du  cercle  £ ,  et  dont  les  carrés  des  rayons  seraient  égaux 
aux  rectangles  négatifs  tels  que  acaf.  En  substituant  à  ces  cer- 
cles imaginaires  des  points  situés  au  dehors  du  plan  de  la  figure, 
comme  il  a  été  dit  précédemment  (787),  on  donne  aux  diverses 
propositions  des  expressions  nouvelles,  qui  constituent  des  théo- 
rèmes en  apparence  Irès-diffcrenls. 

Ces  théorèmes  eux-mêmes  peuvent  prendre  des  énoncés  plus 
simples  encore  et  présentant  un  caractère  mieux  déterminé;  car 
on  peut  les  rapporter  directement  aux  cônes  qui  ont  pour  bases  les 
cercles  de  la  figure  et  pour  sommet  commun  le  point  pris  dans 
l'espace  sur  le  cercle  Z.  De  là  dérivent  donc  naturellement  des 
propriétés  des  cônes  \  base  circulaire. 

Ces  propriétés  ne  sont,  au  fond,  que  la  traduction  dans  un 
langage  différent,  de  celles  qui  appartiennent  à  un  système  de 
cercles  situés  dans  un  même  plan.  Au  nombre  de  ces  cercles ,  s'en 
trouve  un  imaginaire;  et  c'est  celui-ci ,  ou  plutôt  celte  idée  fictive 
d'un  cercle  imaginaire  (778),  qui  permet  de  donner  aux  théo- 
rèmes l'expression  qui  en  fait  dos  propositions  toutes  nouvelles  cl 


sw 
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non  plus  à  de»  tercles,  mais  à  des  cùnes  subslitaM  a 


crrclrs  primilif». 

Oite  ili^orie  offre  un  exfnj|)!(!  asseï  remiirquable  des  tramfur- 
iiiatlons  aiixrjiidlcs  Ira  iniit^inuires  pitivenl  diinner  lien  rn  Ctvme- 
Irie;  <ie  piiirits  exemples  se  rcproiliiironC  diins  d'nuirrs  qncsiiom 
iniporlanies ,  notainnient  dans  la  théorie  des  coniques. 

793.  Que  par  le  milieu  du  segment  c/on  t-lève  la  perpendirn- 
liiire  aX  ;  cette  droite  sera  l'axe  radical  ivimmnn  an  crrcle  C  H 
ft  rhacun  do*  deiii  point)  e ,  f  considén?»  conmtc  des  rcrcles  inli- 
nitnent  petits  (T8D).  f,t  si  un  point  <s  pris  sur  ce  segmcnl  m 
rejjardc  coiunie  le  centre  d'un  nercle  imaginaire  dont  te  carre  du 
ravnn  soit  cgBl  à  ae.af,la  dmltellX  fera  aussi  taxe,  radical  nmr 
mua  à  ce  tetcle  et  au  errele  C;  car  les  deux  |K)iats  e ,  f,  conjoçtus 
par  rapport  nu  cercli;  C,  par  h^vpulliAse,  le  sont  aussi  par  rapport 
.lu  cercle  rr,  puiscjue  le  carré  de  son  rayoo  est  égal  au  produit 
TC.  o/:  par  Ponaccjtjeiil,  In  peipcndirulaire  à  la  ligne  de»  c^ntresf  C 
menée  par  le  milieu  de  ces  deux  piiinis  e,f,  sera  Taxe  rAdicat  do 
deux  cercles. 

794.  Le  carré  de  la  dista née  d'un  pitlatfiie^  pria  surtreeftkl, 
han  point  qaekonçBt  m  du  tentt  C ,  t»th  ia  distanet  d»  eepattau 

Il  la  'Irnili-  fsX  ,  d/iri!  iiiir  nihi'ii  rnnslnil'-. 

r.li  i-IÏLt,  .oiimJ.'j.iiis  dol^  |i,aiil,  m,  m'  .lu  1-..T.  W-  C;  la  dr^ik 

•■■^a\  nu  rcctiinyii-  'ir.af.,  en   iltiix  points  îniiiyinaires  s  et  f  ;  « 
l'.iMf  r;idical(!pcfnTi-l('  rr  et  du  ccrclo  C  éwiil  Va  -Iroiie  llX,  on» 


THAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  55ç) 

79tf.  Le  rapport  des  distances  de  deux  points  fixes  S,  S',  pris 
sur  le  cercle  1,  à  un  point  quelconque  du  carie  C,  est  constant. 
Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

796.  5i,  d* un  point  de  la  droite  ilX  on  mène  une  tangente  au 
cercle  C ,  elle  sera  égale  h  la  distance  de  ce  point  h  un  point  quel- 
conque du  cercle  2. 

En  effet,  soient  «/  cette  tangente,  etc,  y  les  points  où  elle  ren- 
contre le  cercle  imaginaire  d,  dont  le  carré  du  rayon  est  ne  <jf\ 
on  aura  (714  ,  corolL) 

(fit    ^wi.wçnrwo"   —  ae  ,  tsf. 

Or  <r^.  (j/=r  —  <rS    (783).   Donc 

w/   =r  w(T   +  ffS    =  wS   , 
ou  a>/=uS. 

C.    Q.    F.     p. 

797.  Si ,  sur  la  droite  HlLon  prend  deux  points  conjugués  quel- 
conques par  rapport  au  cercle  C ,  les  droites  menées  d'un  point  S 
{lu  cercle  2,  à  ces  deux  points  y  sont  touj.iurs  rectangulaires. 

Car,  cette  droite  nX  étant  Taxe  radical  commun  au  cercle  C  et 
au  cercle  imaginaires- (795),  les  deux  points  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercles,  et,  par  conséquent,  ils  sont  vus  du  point 
S  sous  un  angle  droit  (781$). 

On  conclut  de  là  que  :  Un  point  S  étant  pris  au-dessus  du  plan 
d'un  cercle ,  il  existe  dans  ce  plan  une  droite  ilX  telle ,  que  deux 
points  conjugués  par  rapport  au  cercle  y  pris  sur  cette  droite  y  sont 
toujours  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit. 

Remarque.  —  Il  n*existe  qu'une  droite  qui  jouisse  de  cette  pro- 
priété. Car,  <iuand  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle 
sont  vus  sous  un  angle  droit ,  ils  sont  aussi  conjugués  par  rapport 
au  cercle  imaginaire,  qui  a  son  centre  au  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  S  sur  le  plan  de  la  figure  (785).  Consé- 
quemment,  la  droite  sur  laquelle  sont  pris  ces  systèmes  de  deux 
points  conjugués,  est  Taxe  radical  commun  aux  deux  cercles  (718). 
Donc  il  ne  peut  exister  qu'une  telle  droite. 

798.  Concevons  le  cône  qui  a  son  sommet  en  S  et  pour  base  le 
cercle  C.  Tout  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  le  point  S  et 
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l'axe  11 X  roupcra  le  tônr  sui'a'it  an tcreie.  Car,  si  l'on  bil  lonrnrr 
ttutnur  de  denv.  poînit  R\v*  P,  P'  du  rerrle  C  les  cotes  d'un  aii|^ 
dont  If  soininei  décrier  la  cirronfëifRi»,  rM  eàti'»  intercopnTWU 
lur  Vuxe  a\  un  M^^iDeiit  i](ii  sera  vu  du  pnini  S  »ott9  uo  an^  d' 
gi'aiul«ur  constnntc  (6S0}.  Maitilvnani,  û  l'un  mûnv  nn  plan  cou- 
pant ,  parallèlement  au  plan  qui  pane  par  le  pDint  S  cl  l'aie  UX , 
OD  aura,  dan»  ce  plan,  la  uourlie  d'ûitcrscrlinn  du  cânr,  ri  iid 
angle  dont  los  eùté»  loumvront  autour  de  ilrits  paints  ixa  il* 
ceito  roiirbc,  peiiilant  (jue  le  sommet  glt&Hra  sur  uue  mbm 
courbe ,  et  le»  cAïc»  dv  net  an^lv  senmt  paralR-k-s  uux  droite*  Wf 
nées  du  puinl  S  aus  eUrcmiiM  du  tcgmfnt  inten^pic  snr  aX  pur 
1rs  càlcs  de  l'an^'le  ttiurnuiil dans  le  plan  do ccrrle  autour dnilnn 
points  P,  P'idoiicci'tiinglc,  compris  dans  le  plan  coa|Mi)l,  stn 
de  grandeur  conttanii-.  Diinc  son  «mimet  décrit  tin  cercle.  OlWi 
le  plan  coupe  le  cùne  suivant  un  cercle.  Donc,  cic, 

701).  On  ennrliit  de  là  nu'itn  fane  à  base  circulaire  paU  en 
coupé  so/miit  un  errcU  d'iinr  frconde  manii-rt;,  c'cM-&-4lirc  pi 
un  plan  aon  parallèle  an  plan  de  sa  base  ;  et  e\u'il  h  'cjeittt  par  w 
tntltième  plan  donnant  itnr  Krtthn  dreulalrr  (TOT,  wn.), 

L«s  plans  menés  par  le  sununet  d'an  ci}iic  paratlAlamait  ain 

plnnsdcssectîonseîrcutaires,  s'appellcntlrsp/anic_7-e£/fuc*dafAnr 

Ainsi ,  l'iiii  des  p/-T"  ry.Iiqurs  ilu  .(me  iiui  n  son   somnift  en  S 

sLirlc-crcle^,  fl  pour  h;ise  le  ivick- C  .  est  [Kiralk-le  an  pl.in  île 


«00.    Dans  Wl  .'hii-  ii  bas,-  cirriilniri-,  Ir  produit  dis  uni. 
niglfs  qiif  fliaiiiif  an'li:  fait  ufi-c  tes  deux  pluii  i  cycU'/iia  cj; 

En  flltt,   le  iiniis  de  l'aniih-   i|Lir  lu  ,I™i(e  S;«  { f,-^.   ,82 
avec  11-  plan  tlii  rerrli-  C  est  .-.il  i   -1 - 

cyclique    (S,  nXi,    •  s[    iç;.\\  ii  —     :  nui   l'ijii'  \.\  lH'l]i(-iuIi( 
abaiisty  lUi  point   m   sni    .e  p!,m.  Celle  pn  j^r,„ii,iil.ii,  ,■  e^^ 
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portionnelle  à  la  distance  mp  du  point  /it  à  la  droite  aX  ;  ainsi , 
le  sinus  de  Tangle  que  la  droite  %m  fait  avec  le  plan  (S,  a X)  est 

^  .  = — •  Le  produit  des  deux  sinus  est  donc  \ 1—--^.  Mais  on  a 

S/7t 

a  \ 

S/w  =  fx  .  mp  (  794) ;  c«  produit  devient  donc  -  Sa  ;  quantité  con- 
stante.  Donc ,  etc. 

801 .  Tout  plan  tangent  à  un  cône  à  basa  circulaire  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  sont  également  incli- 
nées sur  l'arête  de  contact. 

En  effet,  on  a  wr=:  wS  (790).  Donc  le  triangle  /«a S  est  iso- 
cèle, et  ses  angles  en  r  et  S  sont  égaux  \  c'est-à-dire  que  Taréte  de 
contact  S/  du  plan  tangent  au  cône  fait  des  angles  égaux  avec 
les  deux  droites  wS,  6>>r.  Or  le  plan  SwX  est  l'un  des  plans  cy- 
cliques du  cône,  dont  l'autre  est  parallèle  au  plan  de  la  figure  (799). 
Donc  la  droite  wS  est  l'intersection  du  premier  plan  cyclique  par 
le  plan  tangent  au  cône,  et  la  droite  &>/  est  parallèle  à  l'intersec- 
tion du  second  plan  cyclique  par  le  même  plan  tangent.  Le  théo 
rème  est  donc  démontré. 

DOS.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  à  base  circulaire  coupe  tes 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  font ,  avec  la  droite 
iV intersection  de  ces  deux  plans  y  des  angles  tels,  que  le  rapport  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-angles  est  constant. 

En  effet,  si  de  chaque  point  ta  de  Taxe  nX  on  mène  une  tan- 
gente au  cercle  C  et  la  droite  a>  e,  on  a 

tang^/wH  /««AX 

— 2J! =  consl.     (752). 

tang|r'«>a 

Mais  l'angle  SmH  est  égal  à  l'angle  ^«aii.  Donc 

Ukua^tt^a 

— ^~— =  const.  ; 

tangySwn 

équation  qui  démonti*e  le  théorème. 

805.  Les  quatre  droites^  suivant  lesquellts  deux  plans  tangents 
à  un  cône  à  base  circulaire  coupent  les  deux  plans  cycliques,  sont 

36 
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tita^i  'ur  un  eAnr  He  révolution  dont  l'arr  r»t  /M'rpfne/renMn  «i 
plan  tirs  c/rn-r  tinriet  de  oatarl. 

En  vtfet ,  rhacan  îles  jilans  tangent*  i'oiijm-  I<^  drus  |ibu  cfdl- 
<iue&  Ktiivunt  deux  droilm  qui  sitnl  t-pienirnt  inclin^^  sur  l'trte 
Je  contact  (801),  ri  iiar  rnn«(^qiiL-nt  xnr  Iniit  plao  (ntnè  |iararttt 
nnilf,  et  en  iiariiciilicT  *ur  le  plan  dw  denx  arêtes. 

Considérons  les  deux  droites  suivant  lesquelles  1rs  dru  plu» 
lan^ents  coupent  le  plan  cyclique  parallèle  an  plan  du  nnbC 
<[ui  formels  base  du  cane;  ces  droites  sont  parallèles  aux  tn« 
des  deux  plans  tangents  sur  la  base ,  lesquelles  sont  k-s  deui  tu- 
génies  au  cercle  C.  Or,  ces  deux  lan(;enlcs  font  des  angln  r^un 
avecirur  corde  de  contact,  et  par  conséquent  iivotr  le  plan  dnibu 
ar^lM  de  winlacl  qui  passe  par  celle  curdv.  Donc  le»  quint 
droites  d'intersection  des  deux  plans  cycliques  pnr  les  deiis  phu 
tangents  font  de^  an(;les  égaux  avec  le  plan  des  deux  aréus  ilr 
cnntari,  et,  par  cniiscquunt ,  avec  une  perpendiculaire-  i  «  pisn 
Donc  elles  sonl  quatre  an>les  d'un  rône  de  révolution  dDtiiiirib 
celte  perpendiculaire,  r.   q.  ».  r. 

804,  OssMVATios.  —  Ce  ihéoi-Énie se  peut  dùduin:  ila  «lui qû 
précMe,  et  réciproquement,  en  veriu  de  cette  proposUiûA 4t 

Gi'omélrîe  sphérîqTir  :   P"  priil  retde  rlnut  Imcr  sur  uni-  rphètr. 

grand  mclc  qui  le  rencontre  en  dciti  /icint.i  a,  a',  I,-  pnrltii 
lang  I  Ph     liing  7  Pa'  lestp.  ronflant. 

Ccl.1  résuilP  iinniédiaicment  du  ihi-oréme  ^700  ,  corail.].  En 
effet,  d'après  ce  ihcnrèmc,  si  autour  il'un  puint  fixe  p  |)ris  dans 
l 'espace  on  fnil  lourner  iint' iraiisvcrsale  qui  rencontre  la  splii^n 
i>n  di'iii  poiuls  a ,  a',  on  n ,  en  appelant  O  le  n^nlre  d.'  la  sphcrr. 

l.m;;;pO,;      Um^;^,- O"' --  ■■■■"^'. 

tour  du  diainèlrc  pO,  le  plan  di.'imélriil  Opi,  dv  inanirre  que  l< 
cercle  suivaul  lequel  ce  plan  coupe  la  spliérc  se  superpose  sur  le 
cercle  contenu  dans  le  plan  Opn:  lis  transversales  se  trouvani 
toutes  deuxdansie  plan  de  Cl  cercle,  l'équatirm  a  lieu  (700,  rom//.;. 
Muinteii:m[,   que  l'un  (lUscrve  tjuc   les  ilcii\   cercles  snivarrt  les- 
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quekiM  plans  Opn,  Opi  i-oii|>enl  lu  sphère,  5e  cou]>ent  «n  un 
poinlPsilui-surledûmclreOp,  et  que  lesanglnpOn,  pOa  ,  etc., 
sont  mesures  parles  ares  P.»,  Pn',  eic.,  l'éijii.ition  devieni 

tang-iPa  .  lang  |  Po'  =  tangj  Pfr  .  tang|P4'. 
Ce  i^i  dèmonire  le  théorî'me. 

On  peut  encore  dire  que  :  Si  autour  Wune  droite  foxe,  menée 
par  le  sommet  d'un  c6ne  de  ràolnliint ,  on  fait  tourner  un  plan 
tiantversal ,  i/Hi  roupe  le  cône  tuivanl  tlctix  arétra ,  le  produit  des 
tangentes  dri  deml-anglet  que  cet  arêtes  font  avec  la  droite  fixe 
reste  ton  liant. 

On  suppose ,  dans  cet  énonce ,  que  le  cane  est  forme  d'one  seuls  j 
nappe  répondant  au  petit  nrcle  de  la  sphère  ;  de  sorte  que  les  deux    I 
arête»  appartiennent  à  retle  m^nie  tiap|>e.  Mais  si ,  au  lieu  d'une 
de  ces  aràlcs ,  on  prend  son  prolongement  au  delà  du  sommet  du 
cAne,  le  produit  des  Ungcntr-s  des  demi-angles  ne  changera  en  un 

803.  Im  semme  des  angles  rpie  chaque  plan  tangent  h  un  cône 
à  base  ci rt niai re  fait  avec  tes  deux  plans  rycUqucs  est  ronslante. 

Pour  plus  de  facJlitc  dans  le  rdisounenicnt ,  considérons  ce  i[ni 
a  lieu  sur  une  sphi'-rc  ayant  son  centre  au  sommet  du  ctVne.  Un*  ] 
nappe  du  cilne  coupe  la  sphire  suivant  une  conrbe  appelée  eUfptt  A 
ou  conique  sphériqae  ;  les  deux  plan»  cycliques  la  coupent  suivant  1 
deux  grands  cercles  LAL',  \Xi!  \fig.  i83)qu*on  appelle  lesarcf  f 
tyellques  de  la  contijue  ;  ri  deux  plans  tangents  au  cane,  suivant  * 
deux  ar*^  de  grands  cercle»  ab ,  a'  h',  tangents  h  la  conique,  Il  faut 
pn>uver  que  l.-i  tomme  dei  deux  angles  \.ah ,  Lba  est  égale  à  celle 
des  dciiK  angles  La'b',  t.b'a'. 

SupjH)K>ns  les  deux  arcs  rtb  ,  n'A' infiniment  voisins;  leur  point 
d'inlcrsection  /  wra  Ir  point  ih'i  l'un  d'eux,  a' b'  |)ar  eiem] 
touche  la  conique,  «t  [lar  conwVjuetil  ce  sera  le  iioînl  milieu 
c«  arc  (801). 

Cela  post,  que  l'on  mine  ilen'  en  P,  sur  «A,  un  arc  «'Pégal  i 
un  qtiadrant,  et  que  du  point  a'  on  «Itaisse  l'arc  a'a  perpendicu- 
laire sur  n/i.  Le  triangle  infininient  petit  a  an',  rectangle  en  a,  peut 
ètn:  considéré  comme  un  triangle  rectiligne  ;  par  conséquent ,  Mm 
angle  en  a  est  le  complément  de  l'angle  en  a',  ou  aa'  a.  Mais  celui-ci 

36. 
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est  le  complément  de  Tangle  La'P,  parce  que  Tangle  Pa'a  est 
droit.  Donc  Tangle  en  a  est  égal  à  Pangle  La' P.  Donc  la  difTcrence 
des  deux  angles  La' b'  et  Lab  estTangle  Pa'i.  O^  on  a,  dans  le 
triangle  Va' i  dont  le  côté  /}'P  est  égal  à  un  quadrant, 

tang  Va' i  =  —  tanga'/P.cosa'/; 

ou,  en  remplaçant  Tangle  a'iV  par  son  supplément  a' ia^ 

tang(L/i'6'  —  Lab)  =  tangii/V.cosa'/. 

Prenant  de  mémo  Tare  b'  V  égal  à  un  quadrant  y  on  aura 

tang V b'i  =  tang [Lba —  Lb' a')z=:  tang bib' .  cos b' i . 

Mais  nous  avons  dit  que  a'  i  =  b'  i;  donc  les  seconds  membres  de 
ces  deux  égalités  sont  égaux;  et  par  consécpient  on  a 

{La'  b'  —  Lab)  =:{Lba  —  Lb'a'), 
ou 

Lab  -4-  Lba  =  La' b'  -f-  Lb'a', 

C.     Q.     F.     P. 

Autrement.  Les  quatre  arêtes  Sa,  Sa',  S6,S^%  suivant  les- 
quelles les  deux  plans  tangents  au  cône  coupent  les  deux  plans 
cycliques ,  sont  sur  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  per- 
pendiculaire au  plan  des  deux  arêtes  de  contact  (8<K().  Ces  qoalre 
arêtes  rencontrent  donc  la  sphère  sur  laquelle  nous  avons  consi- 
déré Tellipse  sphérique,  en  huit  points  qui  sont,  quatre  à  quatre, 
sur  deux  petits  cercles  parallèles  «X  Tare  de  grand  cercle  compris 
dans  le  plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

Soient,  sur  la  sphère  (yîg^.  i84),  ab  ei  a  b'  les  deux  arcs  tan- 
gents à  la  conique ,  compris  entre  les  deux  arcs  cycliques  LA ,  LD  ; 
ce  seront  les  deux  points  a  et  b'  et  les  deux  a!  et  6  opposés  dia- 
métralement aux  deux  r/'  et^,  qui  seront,  tous  quatre,  sur  un 
|)etit  cercle. 

Considérons  le  (juadiilatère  a^b'od  inscrit  dans  le  petit  cercle. 
La  différence  de  ses  deux  angles  La! b'  et  Lb' %  adjacents  au  côté 
X  b'  est  égale  à  relie  des  deux  angles  L^»a  et  La^  adjacents  au 
rôté  opposé  a^. 

Rn  eiïet,  les  deux  angleî»  wa'//  et  mh' %  sont  égaux,  c»t  par 
cons<'(juenl ,  on  a 

L%b'^Lb'a'=  Lx'm  —  \.h'm 
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Et  pareillement 

Lfl(5  —  h^a  =  Lan  —  L?//. 
Mais 

L6/I   f-L^'w=î8o"     et     Lan -hhx' m  =  iSo*" . 
Donc,  en  ajoutant  les  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

ou 

Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Maintenant  remplaçons  dans  cette  équation  les  angles  en  o^et  ^ 
par  les  angles  en  a'  et  6,  qui  leur  sont  égaux,  respectivement, 
et  les  angles  en  a  et  b'  par  leurs  suppléments,  il  vient 

La'b'  —  i8o«  -h  Lb'a'  =  Lba  —  i8o"-»-  L^/^, 
ou 

Lab-^Lba  =  La' b' -^hb' a' . 

C.    Q.    F.     D. 

Autrement.  Par  un  point  /#f  de  la  surface  du  cône,  menons 
les  plans  des  deux  sections  circulaires,  lesquels  se  coupent  suivant 
une  droite  passant  par  ce  point  et  rencontrant  le  c6ne  en  un  se- 
cond point  //l^  La  droite  mm'  est  la  corde  commune  aux  deux 
sections  circulaires  comprises  dans  les  deux  plans.  Soit  /  le  milieu 
de  cette  corde;  le  plan  P  mené  par  ce  point,  perpendiculairement 
à  la  corde,  passe  par  les  centres  des  deux  sections  circulaires,  et 
coupe  leurs  plans  suivant  deux  diamètres  de  ces  cercles,  ab  et 
a' b'  [fig^  i85).  Les  perpendiculaires  aux  deux  plans,  menées 
par  les  centres  des  deux  cercles ,  sont  dans  le  plan  P  et  se  coupent 
en  un  point  O  qui  est  le  centre  d*uiie  sphère  passant  par  les  deux 
cercles.  I^  trace  de  cette  sphère  sur  le  \A'aï\  P  est  un  cercle  dont  ab 
et  a'  b'  sont  des  cordes.  Le  plan  tangent  au  cône ,  mené  par  le  point 
/// ,  contient  les  tangentes  aux  deux  cercles  en  ce  point ,  et  par  con- 
séquent est  tangent  à  la  sphère.  Il  s'ensuit  que  la  droite  0//f ,  rayon 
de  la  sphère,  est  |>erpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  les  angles  que 
ce  plan  fait  avec  les  plans  des  sections  circulaires  sont  égaux 
aux  angles  que  la  droite  O//1  fait  avec  les  deux  droites  OnyOn' 
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perpendiculaires  aux  deux  cordes  a&  ,  a'b'.  Ces  angle»  se 


ingle  ba'  S  +  angle  a'  ftS  = 


Et  l'on  a 

jaTcbb'a-\-jarc.i 
Donc,  elc.  (*) 

800.  Remarque.  —  Puisque  la  somme  des  deux  ao^lti  Lai, 
Lba  (fig.  i83)  que  chaque  are  langent  i  l'ellipse  sphrriqae  fiil 
avec  les  deux  arcs  cycliques  est  constante,  l'aire  ttit  trimitgleLib 
ett  autsl  constante. 

Et  réciproquement  ;  Hi  un  arc  de  gmnd  cercle  fuoMeJitiléM 
deux  ares  fixes  un  triangh  ennttamment  de  mén,e  ^tw/att,  tu 
are  enveloppe  une  ellipse  s/^/iérir/ac  i/onl  la  ileitx  »rcs  fixes  sont  la 
Arcs  cycliques. 

III.  l'ropriéUB  <lp  lieux  canif  homncycUiiuui,. 

807.  Considérons  di-ux  cercles  C,  C  (j%-  iS6)  qui  ne  se  cog- 
peut  pas;  et  soient  e ,  /les  deux  poiols  dont  cbacun  a  la  ment 
polaire  daua  tes  deux  cercles.  Que  sur  le  et^mcot  «/, 
diamètre,  on  dt<crive  le  cerrlc  Z  dans  le  plan  [>erpendicnliiTe 

deux  cônes  qui  auront  pour  bases  les  drux  cercles  C,  C,  tl 
pour  sommet  commun  lu  point  S,  auront  les  mêmeà  plans  cycli- 
ques (799).  Kous  les  appellerons  i^â/iei  lioiniicjrcliqncs. 
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808.  Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans 
cycliques ,  si  un  pUin  transversal  mené  par  leur  sommet  les  coupe 
suivant  quatre  arêtes,  les  deux  arêtes  de  l'un  font ,  respectivement, 
avec  les  deux  arêtes  de  Vautre ,  deuc  angles  égaux. 

En  d  autres  ternies ,  Fangle  forme  par  les  deux  aréti*s  de  l'un 
des  cônes  a  la  même  bissectrice  que  Pangle  formé  par  les  deux 
arêtes  de  Tautre  cône. 

En  effet,  soient  C,  C  les  cercles  qui  forment  les  bases  des  deux 
cônes  sur  un  pian  parallèle  à  Fun  de  leurs  plans  cycliques ,  et  aa\ 
bb'  les  cordes  interceptées  par  ces  cercles  sur  la  droite  dMntersec- 
tion  de  ce  plan  par  le  plan  coupant.  Cette  droite  rencontre  le 
cercle  imaginaire  <r  (790  )  en  deux  points  c,  c'  (imaginaires);  et  les 
trois  couples  de  points  a,  a'\  b,  b'  et  c^tf  sont  en  involution, 
puisque  les  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical  (795).  Les 
deux  points  doubles  de  Tinvolution  c  et  7  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  c  et  c  ,  et,  par  conséquent ,  sont  vus 
du  point  S  sous  un  angle  droit  (780).  Il  s'ensuit  que  les  deux 
droites  Se,  S 7,  qui  divisent  harmoniquement  les  deux  angles 
aSa',  bS  b\  sont  les  bissectrices  de  ces  angles  et  de  leurs  supplé- 
ments (80).  Par  conséquent,  l'angle  des  deux  arêtes  S<7,  S^  est 
égal  à  celui  des  deux  arêtes  Sa',  S^^  c.  q.  p.  d. 

Corollaire.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  à  l'un  des  cônes , 
le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycli" 

ques ,  si  un  plan  tangent  à  l'un  coupe  l'autre  suivant  deux  arêtes , 

l'arête  de  contact  du  premier  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle 

formé  par  ces  deux  arêtes ,  ou  la  bissectrice  du  supplément  de  cet 

angle. 

809.  Les  points  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux 
cercles  C ,  C  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  a  (745 ,  coroll.)^ 
et ,  par  conséquent^  sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit  (780). 
Donc, 

Quand  un  plan  est  tangent  h  deux  cônes  homocycliques ,  les 
deux  arêtes  de  contact  sont  rectangulaires. 

810.  Supi>osoDS  qu'une  transversale  coupe  deux  cercles  C,  C 
{fig.  177)  en  deux  couples  de  points  a,  bcia\b\  tels,  que  les 
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deux  a  ,  a'  soient  vus  du  point  S  (807)  sous  un  angle  droit  :  t**  les 
deux  points  b  et  ù'  seront  vus  aussi  sous  un  angle  droit  ;  et  2**  les 
tangentes  au  premier  cercle  en  a  et  6  rencontreront  les  tangentes 
au  deuxième  cercle  menées  par  les  deux  points  âr',  h\  en  quatre 
points  qui  seront  sur  un  cercle  constamment  le  mcme,  quelle  que 
soit  la  transversale  ;  et  ce  cercle  passera  par  les  points  d'intersec- 
tion, réels  ou  imaginaires ,  des  deux  cercles  C,  C^ 

La  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le  théo- 
rème (762). 

Cette  proposition  exprime  la  propriété  suivante  de  deux  cônes 
homocy cliques  : 

Quand  dctix  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycli^ 
ques  ^  si  l'on  prend  sur  leurs  surfaces  deux  arêtes  rectangulaires , 

i^.  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupera  les  cônes  suivant  deux 
autres  arêtes  qui  seront  aussi  rectangulaires  ; 

2®.  Les  plans  tangents  au  premier  cône  menés  par  ses  deux 
arêtes,  rencontreront  les  plans  tangents  au  second  y  menés  par  les 
deux  arêtes  de  celui-ci ,  suivant  quatre  droites  qui  appartiendront 
à  un  troisième  cône  homoc)  clique  aux  deux  premiers ,  qui  sera  tou- 
jours le  même,  quelles  que  soient  les  deux  arêtes  rectangulaires 
prises  sur  ces  deux-là. 

811.  Considérons  trois  cônes  homocycliques  ayant  pour  bases 
les  trois  cercles  C,  C,  C"  [fig-  187),  et  un  plan  transversal  mené 
par  leur  sommet  commun;  soient  Sa,  Sw'  les  arcles  d'intersec- 
tion du  premier  cône  par  ce  plan ,  et  S  w ,  S  /i  deux  des  arêtes  d'in- 
tersection des  deux  autres  cùnes,  respectivement;  on  aura  Té- 
quation 

sin  mS/i .  sin  m^a' 

. r — -rr-r  =  constante, 

sin  //  S  a  .  sin  /2  S  A 

quel  que  soit  le  plan  transversal. 

En  effet,  concevons  le  cercle  imaginaire  d  qui  a  pour  centre  la 
projection  du  point  S,  et  pour  carré  de  son  rayon,  le  rectangle 
(Ttf  .  fjf.  Ce  cercle  a  le  même  axe  radical  avec  les  trois  C,  C\ 
C"  (785):  [)ar  conséquent,  w,  u    étant  ses  points  d'intersection 
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par  la  droite  ad  y  on  a 


ma  .  mn' 


-  =.  constante , 


mu  •  mu 

quelle  que  soit  la  transversale  aa\  le  {K)int  m  ap))arlcnant  toujours 
au  morne  cercle  C  (744). 

Or,  ^ 

mu  .  mu'  =  wS       (783). 

Donc, 

ma  .  ////i' 
a —  =  constante, 

//fS 


ou 


sm  mSa  ,  sin  mS/i 

: : — ; —  =  constante. 

sin  a  .  sin  a 


On  a ,  de  inéine , 

sin  /iS/i.sin/iS/v' 


,       =  constante, 
sm  a  .  sin  a 


Donc, 

sin  mSa .  sini/iS/i' 

— : : -— -  =  constante. 

sin  nSa  .  sinnSa 

c.   Q.    F.    u. 

Cette  pro|)osition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quanti  trois  cônes  sont  honiocycUques  ^  si  Von  mène  par  leur 
sommet  commun  un  plan  transversal  qui  les  coupe  chacun  suivant 
deux  arêtes,  le  produit  des  sinus  des  angles  que  les  arêtes  du  premier 
cône  font  avec  une  arête  du  second  y  est  au  produit  des  sinus  des 
angles  que  les  mêmes  arêtes  du  premier  cône  font  avec  une  arête 
du  troisième  y  dans  une  raison  constante ,  quel  que  soit  le  plan 
coupant. 

Observation.  — Ce  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  co- 
rollaires différents ,  à  raison  des  diverses  positions  que  peut  prendre 
le  plan  transversal.  On  en  conclut  notamment  l'expression  de  la 
constante.  Mais  nous  nVntrerons  pas  ici  dans  ces  détails,  et  nous 
énoncerons  seulement  le  corollaire  suivant  dont  nous  aurons  à 
faire  immédiatement  l'application  : 

CoROLLAiEE.  —  Si  Ic  plan  coupant  est  tangent  au  premier  cône  » 
il  s'ensuit  ipie  : 
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QuaH/t troit  eâncs  mnt  hamocxtliijttat ,  >i  lur  l'an  o/t  /hit  naitr 
un  plan  tangent,  le  miifinri  île»  jinut  lU-sdeux  aitgtex  ^ «u-  /'<anh- 
rfff  contact  fait,  l'iia,  avrc  tune  det  arélct  i/'lntertrrtfon  ila 
deuxième  cénc,  et  l'autrr,  avec  l'une  ilei  ar^ret  d'interirrtuta  ri* 
tnllt^me  eôae  ,  n->te  conniant. 

Remarijue.  —  L'tin  ilp«  rdnrs  peut  Hn  'l'ouverture  infinimnil 
])elitp  et  se  réduire,  k  ta  limite ,  à  l'axe  Se  ou  Sf;  de  luiïinc  qu'un 
des  cerclea,  sur  le  plan,  (lent  élre  inRnimml  petit,  et  dcTcnir 
l'un  di'î  points  e,  f.  Lu  tliràri'me  s'appliqne  donc  k  un  plan  xnns- 
versai  tournant  autour  de  l'axe  Se  et  rencontrant  deux  cùuts 
suivant  deux  arêtes.  Le  rapfiort  det  sirtiit  des  angles  qoe  ets  ilciu 
arAe»  font  avec  l'axe  Se  reste  constant. 

813.  Quand  deux  càiiet  ont  tft  m^mn  plans  cjrriit/itef ,  dcft 
phiut  fiitge'tU  à  l'un  rmtpini  l'autre  tahant  ifiiatre  arétet  t*t»^ 
sur  un  cône  de  réooluiioa  dont  l'axe  eit  perpendieitlaire  au  ptd* 
des  deux  arêtes  de  contact  sur  le  premier  cône. 

Soient  ab,  a'  b'  [fig-  i8ti]  les  traces  des  deux  platts  immit}, 
o  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  et  o ,  c'  loin  pninb 
de  contact  avec  le  cercle  C'.  On  a ,  d'aprte  le  corulljijre  (|m  mM 


Le  rappiiil  dfs  sinus  des  angles  <iLif   les  deu-,  droites  S",  S* 

riiiit  iivwl'iiri'lf.Sr.SiiVfiir  -^^^/-^  csl  ùgal  un  rajipi.n  des  sinus 

des  unifies  i|iLe  les  deux  mêmes  droites  font  avec  un  plan  qut'l- 
fonijtu'  V  mené  par  cette  ariitc.  Car  celui-ci  est  ég.il  au  rapport  de 
perpendiculaires  abaissées  des  points  o  l't  li  sur  le  plan,  divist 

pnr  ^-  Et  le  rapport  . — ^  est  cj^.-il  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abais-sées  des  points  ",  h  sur  la  droite  Sr,  divisé  de  rocmc 

par   ■-:■  Mais  le  rapp'irt  de  ces  deux   perpendiiiilaîros  est  e^'al  au 

rapport  des  deux  premières.  Donc,  etc. 

Ir  plan  1'  iiirm-  par  l'arétc  S'  <■*!  rpivl rumine  ;  (ireuant  pourW 
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plan  celui  des  deux  arêtes  Sf ,  Se,  nous  dirons  que  —. — —7  est 

égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So,  Sb 
font-avec  le  plan  cSe^. 

Pareillement,  -: — r^rn  «*'  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles 

SincSb'  o  ir  o 

que  les  droites  So,  S^'  font  avec  le  même  plan  rSc/.  Donc  les 
angles  que  les  deux  droites  S^,  Sb'  font  avec  ce  plan  sont  égaux. 
Mais  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  b'  s^entend  du  point  a'  ;  et 
ce  qui  est  démontré  pour  le  point  b  à  Tégard  des  deux  a\  b'  s'en- 
tend du  point  a.  Donc  les  quatre  arêtes  Sa ,  Sa',  S  6 ,  S  6'  font  des 
angles  égaux  avec  le  plan  cSc\  et  par  conséquent  aussi  avec  une 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  ces  droites  sont  les  arêtes  d'un 
cône  de  révolution  autour  de  cette  perpendiculaire.  Donc ,  etc. 

815.  Quand  deux  ellipses  sphériques ,  dont  tune  enveloppe 
Vautre  ^  ont  les  mêmes  arcs  cycliques  y  le  segment  qu'un  arc  de 
grand  cercle  tangent  h  la  conique  interne  forme  dans  la  conique 
externe  a  toujours  la  même  surface. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  deux  arcs  tangents 
inâniment  voisins.  Soienta^,  a' b'  ces  deux  arcs  {fig  189).  Qu'on 
mène  les  arcs  de  grands  cercles  a' a,  bb'  qui  se  rencontrent  en  S. 
La  somme  des  angles  Sab  ,Sba  est  égale  à  celle  des  angles  Sa'b\ 
S ^' a' (805,  2*  démonstration).  Par  conséquent ,  les  deux  trian- 
gles Sab  y  Sa'  b'  ont  même  surface  ;  et,  par  suite,  les  deux  secteurs 
aia'  et  bib'  ont  aussi  même  surface.  Donc ,  en  ajoutant  à  ces  deux 
secteurs  la  surface  comprise  entre  l'arc  de  conique  ab'  et  les  deux, 
arcs  de  grands  cercles  ia ,  ib',  on  en  conclut  que  les  deux  seg- 
ments sous-tendus  dans  Tellipse  externe  par  les  deux  arcs  ab ,  a'  b' 
ont  la  même  surface.  c.  q.  f.  d. 

autrement.  L'arc  a'^'  rencontre  l'arc  ab  au  point  1  où  celui-ci 
touche  la  conique  enveloppe,  et  ce  point  est  le  milieu  de  l'arc 
«6(801);  il  s'ensuit  que  les  deux  triangles  a  a/,  661,  que  l'on 
forme  en  décrivant  du  point  1,  comme  centre  sphérique,  les  deux, 
arcs  aa,  66,  sont  égaux.  Par  conséquent,  les  deux  secteurs  infi- 
niment petits  aia\  bib\  qui  ne  diffèrent,  respectivement,  des  deux 
triangles  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  ne 
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ilinVit-iit  aiisNJ  entre  eux  ij(ie  d'uni"  quantiii'  infîniineni  (wiirp  ili' 
cvl  ordre.  Donc  les  deux  apgnicnis  «oiiï-iendiis  pur  U-s  deux  am 
ab ,  'l'ù',  doni  t.i  dilïiin-nce  vst  égule  k  relie  des  (leiix  Mwteim,  dif' 
fèrcni  lout  au  plus  d'tine  <|uanlitc  inliniment  politc  du  secunil 
ordre,  cl,  |iariinisi-i]iicnt ,  peuveni  être  consJdért^s  comme  t^iix. 

IV.  fr<ii>ri.'(.-a  a*»  litfiK't  (utuil.'i  il'uii  cAci». 

014.  Nnus  avims  vu  qu'étant  donnés  un  cercle  réel  V.  et  un  ceiriv 
imiiginairc  a  {Jlg.  190),  il  eiittedcux  points  F,  P'  tvh,  que  iknx 
druites  conju^'uées  par  ruppoiH  hii  r*rcle  réel ,  menée»  par  I'mb  àt 
oespoiiils,  sont  conjuguées  p>r  rapport  nu  cercle  imaginaire  {TM^i 
Ces  deux  droites  seront  donc  vues  du  point  S,  rorrespondant «  < 
poJDl  «,  sOus  un  angle  droit  [786).  On  en  uouelut  4|ue  : 

Ban»  un  rdae  h  liasr  cirriitalrr,  II  c^'ntt  tnajoitr»  Heitx  dfoua, 
pattaiit  par  le  lummet  du  dur  it  itunptiaet  dans  ton  fntéritv, 
lellm,  ijiie  deux plann  n-'.tangalairei  mener  ftar  l'une  de  cetdroitn 
rcnfiintrrat  le  plan  dit  crnle  ifal  fnrmf  la  batr  du  cône,  êmiraM 
deux  droitrx  conjugueei  par  rapport  à  ce  cerrlr. 

On  appelle  ces  deux  droites  les  ligues /ocafoc  du  061M. 

L'une  des  deux  droites  conjuguées  pur  rapport  au   rarcb  k 


))CTitsi]i'Iu«.^coii<k<drdt> 

iflU").  Os  deux  taiiyi'ntes  sdmI  les  Ir 

de  di?u\  plans  tangents  a 

cône.  D'uprès  cela  ,  nous  [>oiivutis 

/-/■j  r/i-iij:  ligiifi  fiirttli: 

d'un  (ôiii-  \rnit  driix  dniitrs  lellts ,  ly 

si  jinr  l'itiif  nii  mèiif  ilri 

c  jdnti.v  lYrtniigiiliiircs  qititcanqaes . 

plans  lani^m/ls  till  ni/li-  .1 

U"iiil  li-i  ileitx  uri'trs  siliii-c,\  ilun\  l'un 

l'i'i  plans  ,tf  rniiiitrant  1» 

Vnalrrpla,,. 

mit.    Considerousili-ii 

t^i.inj^enti's fixes  l'A,  l*A'  lI  um-  tau;; 

uiobik'  a,,'.  Les  ruv<uis 

ncnés  du  [loîni  F  aii\  deu\  p.iitiis  0 

njimeni  deuN  divisions  1 

inio^Tjphiijiies  don!  les  rayons   dou 

si.nl  lL>sl.i.i-erircsaitren 

.',  issues  du  point  F  (  001  ).   Dt!.ix  dro 

lll1Ull>'!rlU^lljlllh'S  ilniil    li 

poiiil  K  forniejont  aussi  di'ux  laisci 
r.ivi,r.s.lnul.lws.T.uH   les    luèinfs 
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S,  sous  un  angle  droit  (786).  Donc,  si  Ton  a  deux  autres  fais- 
ceaux homographiques  dont  les  rayons  doubles  soient  les  nicmes, 
Tangle  de  deux  rayons  homologues ^  vu  du  point  S,  paraîtra  tou- 
jours de  même  grandeur  (  172).  On  a  donc  ce  théorème  : 

Etant  menés  deux  plans  fixes  tangents  à  un  cône,  si  un  froi' 
sième  plan  tangent  roule  sur  le  cône^  ce  plan  coupe  les  deux  plans 
fixes  suivant  deux  droites  telles,  que  les  plans  menés  par  une  ligne 
focale  et  ces  deux  droites  forment  entre  eux  un  angle  de  grandeur 
constante, 

816.  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  lignes  fiscales  d'un  cône 
font  avec  chaque  plan  tangent  ont  leur  produit  constant, 

La  trace  d'un  plan  tangent  au  cône  est  une  tangente  au  cercle  C 
{fig-  191);  le  oroduit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux 
points  F,  F'  est  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  tangentes  pa- 
rallèles menées  au  cercles,  dans  une  raison  constante,  quelle 
que  soit  la  direction  commune  de  ces  tangentes  (757).  Ce  produit 

est  égal  à    Tra    -f-S<r    :=:îrS(783). 

Ainsi  Ton  a 

Fu  .  F'b/ 


— 1 

TtS 


=  constante. 


Désignons  par  F/?,  F'/?'  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  F,  F'  sur  le  plan  mené  par  le  point  S  et  la  tangente,  et  soit  i 
rinclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  de  la  figure;  on  a 

F/>  =  Fbi  .  sin  /',     F'/?'  =  F'bi'  .  sin  f , 
F/?.Fy  =  Fi!i.  F'u'.sin»/. 


Mais  sin  1  =  --•  Donc 

Str 


Fu.F'-'    — ' 


Stt 

Donc ,  à  cause  de  la  relation  précédente ,  le  produit  Yp,Y'p'  est 
constant.  c.  q.  f.  d. 

817.  Etant  menés  deux  plans  tangents  h  un  cône  y  si  par  leur 
droite  d'intersection  on  mène  deux  plans  passant  parles  deux  lignes 
focales  y  l'angle  dièdre  formé  par  ces  deux  plans,  et  P  angle  des 
deux  plans  tangents ,  ont  le  même  plan  bissecteur. 
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Eit  d'autres  termes  ,  U-s  deux  plans  tangents  font ,  KS[M«li(e- 
innit,  avec  les  iie\i\  pinns  aieni!&  par  les  lignes  focales ,  iln  .inj;)» 

(^SUK. 

En  effet ,  si  par  un  point  P  {_fig  190)  00  mène  des  tan);enta 
nu  cercle  C  tl  nu  cercle  imaginaire  a,  et  dtux  droites  «ux  poinU 
F,  F'tjui  repii'scnlrni  les  sommets  opposés  du  qna(lnUlèr«  cir- 
cnQKcritaux  deux  cercles,  ces  six  droites  sont  en  involtitian(YM). 
Par  conséquent,  les  plans  menés  par  ces  droites  et  le  sommet  6a 
cône  forment  trois  angles  dièdres  en  învolution.  Il  existe  donc 
deux  plans  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  <ie«x  (tceadr 
chacun  de  ces  trois  an[;lcs  dièdres  (S**).  Or,  les  irac^dvcesdcut 
plans  sur  le  plan  de  la  figure  étant  deux  droites  conjugi»^  pir 
rapport  au  cercle  it,  ces  plans  sont  recta njjU lai res  (780).  Oooca: 
sont  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  forint ,  l'un  pu  la 
deux  plans  tangents  au  cône ,  et  l'autre  par  les  deux  plant  pâiwit 
par  les  lignes  focales.  c.  q,   t.  n, 

Cotiot-LAiRR.  —  Si  la  droite  par  laquelle  sont  mvnés  le»  pliof 
tangents  s'approche  indéfiniment  de  la  surface  du  rdtic,  oa  n 
conclut  (pie  ; 

Lri  plans  menés  par  uae  arv'ic  d'un  cône  et  le*  detu  tigB*»Ja- 
eaie*  font  également  inclinés  sur  te  /ilan  tangent  an  cane  mené  pût 

818,  Que  par  le  point  V  {/ig.  iga)  on  ment*  deux,  cordes  aa',  hb\ 
et  i'i  leurs  cxtrcmilès  les  tangentes  au  cercle,  lesquelles  fnrnienl  le 
qiiailrilatcrc  circonscrit  c(/f'f?'.  Les  deux  diagonales  rr',  lirl' ytsœa\ 
par  le  point  V,  intersection  des  deu*  cordes  fln',  tib'  l'GOB',  et  sont 
deux  droites  innjugui'os  par  i-npport  au  cercle  C  (G94,  Rem.), 
et  parc(inw-qiicntparrappiu-lau  tercle  imaginaire  a-  {Itli).  Dorr 
ces  deux  droites,  vue»  du  point  S,  paraissent  rectangulaires  (78Gj. 
Mais  elles  sont  conjuguées  harmoniques  pur  rapport  aux  deiii 
cordes  Vri,  t'O;  car  Iw  deux  cordesuà',  a' b  se  croisent  sur  11 
diagonale  ce',  eu  lui  point  A  qui  est  le  pùle  de  l'autre  diago- 
nale r/(/'  {G77),  de  sorte  que  ce  point  A  et  le  point  »,  où  la  corde  o7' 
rencontre  la  diagonale  dil',  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  a'  et  A;  et  ]iar  cousùpienl  l.s  deux  droites  F/i, 
F//'  snnl  roiijUf,'uirs  iiari iquis  par  iajip..r)  aux  deux  F i ,  Fa'. 
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On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  une  ligne  focale  d'un  c6ne  à  hase  circulaire  on  mène  deux 
plans  passant  par  deux  arêtes  du  cône ,  et  un  troisième  plan  pas- 
sant  par  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  au  cône  suivant 
les  deux  arêtes ,  ceiui^i  sera  bissecteur  de  f  angle  dièdre  /orme  par 
les  deux  premiers 

819.  Étant  pris  deux  arêtes  sur  un  cône,  si  par  chacune  d'elles 
on  mène  deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focales ^  les  quatre 
plans  seront  tangents  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  sera  la 
droite  d'intersection  des  plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux 
arêtes. 

En  effet,  soient  F«,  F'«  et  FA,  f'b  (fig  192)  les  traces  des 
quatre  plans  sur  la  base  du  cône  ;  acy  bc  les  traces  des  deux  plans 
tangents.  Le  plan  SFc  est  bissecteur  de  Tangle  des  deux  plans  SFa, 
SFb  (818);  donc  la  droite  Se  est  également  inclince  sur  ces  deux 
plans.  Par  une  raison  semblable,  elle  est  également  inclinée  sur 
les  deux  plans  SF'/i,  SF'b.  Mais  cette  droite,  étant  située  dans  le 
plan  tangent  Sar,  est  également  inclinée  sur  les  deux  plans  SFa, 
SF'a  (817,  coroll.)\  donc  enfin,  elle  est  également  inclinée  sur  les 
quatre  plans  SF  <7 ,  SF  A ,  SF'a ,  SF'  b.  Donc  elle  est  Taxe  d'un  cône 

de  révolution  tangent  a  ces  quatre  plans.  Donc,  etc. 

• 

8S0.  La  somme  des  angles  que  chaque  arête  d'un  cône  à  base 
circulaire  fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante. 
C'est-à  dire  que  Ton  a  [fig.  192) 

FSfl  4-  F'Sci  ==  FSA  -h  F'S6. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  les  quatre  plans  SF<i,  SFA, 
SF'/i,  SF'A  sont  tangents  à  un  cône  de  révolution.  Soient  Sa,  S6, 
Sa',  S 6'  les  quatre  arêtes  de  contact  ;  on  a 

FSa  =  FS6, 

ou 

FSfl  -I-  flSa  =  FS6  —  AS6. 

Et  de  même 

F'Sfl  —  aSm'  =  F'S6  4-  AS6'. 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations  et  observant 
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que 

fiSa  =  flSa'     et     6S6  =  6S6', 

on  obtient  Tégalité  qu^il  s^agit  de  démontrer. 

Autrement.  Considérons  une  conique  sphérique  comme  précé- 
demment (815);  soient  F,  F'  [fig,  igS)  sur  la  sphère  les  deux 
points  déterminés  par  les  deux  lignes  focales  du  cône ,  points  que 
Ton  appelle  les  foyers  de  la  conique.  Il  s'agit  de  prouver  que  la 
somme  des  deux  arcs  F/z,  Y'  a  est  constante.  Pour  cela  ^  considé- 
rons le  point  a!  de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  a  ;  il  suffit 
de  prouver  Tcgalitc  à  Tégard  des  deux  points  a  et  a\  c*est-à-diie 
que  Ton  a 

F/i-t-F'n  =  F/i'-hFV, 
ou 

F/i'  — F€i=:  F'tf  —  F'fl'. 

Que  du  point  a  on  abaisse  les  arcs  aa ,  aoJ  perpendiculaires  sur 
les  arcs  Ya\  Y*  a\  on  aura 

a€i'  =  Ffl'  — Fû     et     a'fl'  — F'ii  — F'ii\ 

11  faut  donc  prouver  que  aa!  =  a!a\  Or  les  deux  triangles  rec- 
tangles aaa\  a  a' a'  infiniment  petits  peuvent  être  considérés 
comme  des  triangles  rectilignes ,  et  Ton  a 

aa^  =  aa  cos  ao' «     et     a' a'  =  aa!  cos  (x!  a'  a  , 

Mais  les  angles  aa' a  et  9! a' a  sont  égaux  (817,  cnroU,).  Donc 
a/ï'  :=  7!  a' .  Donc  ,  etc. 

V.  CAnes  supplémentaires. 

821.  Si  par  le  sommet  d*un  cône  à  base  circulaire  €tn  mène  des 
normales  h  ses  plans  tangents  y 

I®.  Ces  droites  forment  un  second  cône  à  base  circulaire  ,  dont 
les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  aiur  arêtes  du  premier; 

Et  9.°,  Les  lignes  focales  et  les  plans  cycliques  de  ce  cônesomt 
perpendiculaires,  respectivement ,  aux  plans  cycliques  et  aux  lignes 
focales  du  premier, 

Les  plans  tangents  an  second  cône  sont  les  plans  normaux  aux 
arêtes  du  premier;  cela  est  cvidi^nt,  car  un  plan  tangent  sera  le 
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pbn  iIk  deux  arêtes  inltiiiment  voisines.  Or  ces  arî'les  sont  les  nnr- 
iiiiiles  à  ilcu\  plan»  ttinjjents  au  premier  cône,  infiniment  voisins; 
iloDc  leur  plan  est  pvrpfiiilii-ulaire  •<  la  (Imite  d'intersection  <le 
ces  Jeux  plans  langent»,  laquelle  est  nne  arcie  du  premier  cône. 
Ce  tpi'il  falbii  démontrer. 

Prouvons  maintenant  tgue  le  nouveau  cane  a  un  cercle  potir 
base  sur  un  plan  perpendiculaire  h  l'une  des  lignn  focale»  du 
premier. 

Concevons  deux  plans  fî^es  t.nn|jcnU  au  cane  proposé  ;  un  troi- 
sième plan  tangent  les  coupe  suivant  deux  droites;  et  les  plans 
meni's  par  ces  droites  et  une  ligne  focale  font  entre  eux  un  angle 
de  grandeur  constante  (SIS),  Il  s'ensuit,  en  considorani  dans  le 
second  riine  les  droites  perpendiculaires  à  ces  plans,  i|ue  si  autour 
de  deux  arêtes  fixes  de  ce  cône  on  fait  (uuruer  deux  plan»  qui  sr 
cuupent  suivant  une  troisième  arèie ,  le»  traces  de  ces  deux  plans 
!Hir  un  plan  perpendicidaire  !i  la  ligne  focale  feront  entre  elles  un 
angle  de  grandeur  constante.  ï^  point  de  concoui's  de  ces  deux 
«li-oites  décrit  donc  un  cercle.  Or  ce  point  décrit  In  courbe  (jui 
forme  la  base  du  cAnc  sur  le  plan  ;  donc  cette  base  est  un  cercle. 
Ce  lu'il  fallail  prouver. 
I  Enfin  ,  les  lignes  focales  du  nouveau  cône  simt  les  jwrpcndicu * 
'  laires  aux  plans  cyrli<iues  du  premier.  Cela  résulte  de  ce  qui  vient 
«Tètre  dcmonirc,  eu  vertu  de  la  réciprocité  de  construction  qui 
a  lieu  entre  te»  deux  cônes.  Car,  puisque  le  second  est  !i  base  cir- 
culaire, le  premier  a  ses  plans  cvcliques  per;>en  dieu  laires  aux 
lignes  focales  du  sécund. 

Ainsi  te  tliéorcme  est  deuinnirc  rnmplélement, 

R22.  l«s  deux  cônes,  dont  cliacun  a  ses  arêtes  perpf.'ndiciilairrs 
aux  plans  tangents  k  l'autre ,  scjtit  dits  rênes  iii./>plênicr//ai'rrs. 

Toutes  les  propriétés  d'un  cône  relatives  aux  plans  cycliques 
et  aux  lignes  focales ,  donnent  lien ,  ilans  le  ei^nc  supplémentaire , 
à  des  propriétés  relatives,  respectivement,  aux  lignes  fr>cales  et 
aux  plans  cycliques. 

De  sorte  que  toutes  les  propriété»  des  cûnes  à  base  circulaire 
sont  doubles  :  k  chaque  propriété  des  plans  cycliques  correspond 
nne  propriété  des  lignes  focaW;  et  reciproqnemenl. 


L 
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Par  exemple,  le  théorème  (819)  donne  lieu  au  suivant  : 
Quand  deux  cônes  ont  les  mêmes  lignes  focaUs^  si  par  deux 
arêtes  de  l'un  on  mène  des  plans  tangents  à  l'autre,  ces  quatre plam» 
sont  tangents  à  un  c6ne  de  révoltition  dont  l'axe  est  la  droite  d'im^ 
tersertion  des  plans  tangents  au  premier  cône,  menés  par  ses  deux 
arêtes. 

El  si  Ton  considère  ce  qui  a  lieu  sur  la  sphère,  on  dira  que  : 
Quand  deux  coniques  sphèriques  sont  homofocales  ^  si  tie  tifux 
points  de  l'une  on  mène  quatrtf  arcs  de  grands  cercles  tangents  a 
l'autre  f  ces  quatre  arcs  sont  tangents  a  itn  petit  cerric  dont  ie 
centre  spliérique  est  a  l'intersection  des  arcs  tangents  et  ia  pre- 
niièrv  conique  en  ses  deux  points  (*). 

895.  On  conclut  pareillement  du  théorème  ( 8t i)  celui-ci  : 
Quand  trois  coniques   sphèriques   sont  homojocaies^    si  d'un 
point  quelconque  de  la  sphère  on  mène  deux  ares  de  grands  cer^ 
des  A ,  A'  tangents  à  l'une,  et  deux  arcs  M  ,  N  tangents  aux  denx 
autres  y  un  rt  une ,  respectii^entent ,  on  a  la  relation 

sinfM,  A).sin(M,  A') 
..  ^  ...    _L___\__ .  r=  const. 

sin(  N,  A)  sin(N,  A') 

Si  le  point  iVoix  partent  les  quatre  arcs  tangents  A  ,  A^,  M  et  N 
est  pris  sur  la  circonférence  du  grand  cercle  qui  a  pour  centre 
sphérique  le  centre  des  coniques,  et  qu'on  appelle  O  l'arc  de 
grand  cercle  inonc  de  ce  point  à  ce  centre,  lequel  est  bissecteur  de 
Tangle  (  A  ,  A'  ; ,  l'équation  prend  la  forme 

sin'.M,  O)  — sin  (A,  O) 

— _U._'. — l .     V    \  '  =conit. 

smM\N,0)  —  sin=(A,  O) 

Les  <|ualre  arcs  A,  A',  M,  N  peuvent  toucher  les  coniques  en 
leurs  sommets  sitnrs  sur  un  même  arc  diamétral  principal  ;  alors 
on  substituera  aux   angles  (A,  O),    M,  O)  et  (N,  O)   Ks  demi- 


c 


■' '     ('«•  ihroK'iiH"  non*  50r.»  utile  \unir  ilcinonlriT    nno  bolU'  proprit  lo  <Ie» 
..nlq'tos   lu»riiof<)r;ilr5  ,  savoir,   quo  :    lafwition   dr  polygonr   spkrri^ue  dr  n 
ntf'i ,  nnonsrnlr  II  tin  m  r  di  conique .  qui    «M    dr   prnmrtrv    minimuim ,  n  %ri 
nwmirts  sur  une  voniqur  ho    o/ocali  . 

\  «  r«|f  i|m  slir.n  il«*  /'iiiniiti*'  vîï  <  r>n»s|'<Mnl  wur  «l'/i/rr,  (l.iiix  i<»s  coniqu<>« 
hoinocv  ll'jnr.s.  .  \  on   i'.omptr\  undin  d»  «  srmu  '  •  dr  I  iciidrnti,    dr\   Sii'ttir* 
loin»'  \\  II  ,  p.«îT'' ^'0'  ''«■•••^^•'•*   i8|3. 
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arcs  principaux  des  coniques;  et  en  appelant  ces  'arcs  a,  p  et  v, 
on  aura  cette  expression  de  la  constante , 

sin'  fx  -—  iin'  a 


sin'v  —  sin'a 


de  sorte  que  l'équation  qui  exprime  le  théorème  général  est 

sin  (  M ,  A  ) .  sin  (  M ,  A'  )       sin'  fx  —  sin'  a 
sin(N,  A).sin(N,  A')        sin' v— sin' a 

CoBOLLAiRF..  —  Si  Ics  dcux  coniques  auxquelles  sont  tangents 
les  arcs  M ,  N  se  coupent ,  et  que  ces  arcs  soient  menés  par  l'un  de 
leurs  points  d'intersection,  ils  seront  les  arcs  bissecteurs  de  l'angle 
(A,  A')  et  de  son  supplément (817,  coro//.),  et  Téquation deviendra 

sin' (M,  A)  _8in'pt  —  sin* g 

sin'  (  N ,  A  )        sin'  a  —  sin'  v 
ou 

sin'pi.sin'(N ,  A  )  -f-  sin' v . sin' ( M ,  A)  =  sin'  a. 

C'est-à-dire  que  :  Sî  par  chaqtu*  point  d'un  arc  de  grand  cercle  fixe, 
tangent  à  une  conique  sphêrique  (a),  on  mène  les  deux  coniques 
homo/ocalvs  (u),  (v),  et  qu'on  appelle  ï*  et  i  les  angles  que  ces 
deux  coniques  font  avec  l'arc  de  grand  cercle  en  ce  point ,  on  a 
entre  ces  angles  et  les  demi-arcs  diamètres  principaux  j*,  v  des  deux 
coniques,  la  relation  constante 

sin'  fx .  sin'  /  -f-  sin'  v .  sin'  1'  =  sin'  a  (  *  ). 

824.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  des 
cônes  et  des  coniques  spbcriques,  dont  il  n*est  ici  question  qu'in- 
cidemment et  comme  applicadon  immédiate  des  propriétés  gé- 
nérales d'un  système  de  cercles.  Cette  théorie  importante  doit  être 
traitée  d'une  manière  spéciale ,  et  elle  trouvera  sa  place  naturelle 
à  la  suite  de  la  théorie  des  coni(|ues  planes  et  comme  devant  pré- 
céder celle  des  surfaces  du  second  ordre. 


{  *  )  Celle  cqualion  rtJponil,  înir  lasphèro,  à  IVquttion  des  lignos  {[«'vili'  > 
siqiies  sur  IVIlipsoïde,  a'-  «iii'i  -t-  v*  sin'/',  =  a*,  doiini'o  f»ar  M.  Liouvillo. 
.  \o\T  VéOWpU's   rendus  dis  séances  dv  VAcadêmit'   des   Scirncrs ,    lomi»  \l\ 
page  i^n,  et  Journal  dr  Miithf'maliqucf .  tom*»  IX  .  pt\;k?  40  j/ 
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CHAPITRE  XXXV. 

PROPRléTÉS    DE    DEirX   CERCLES,    RELATIVES  A  LA  THÉORIE   DES 

FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


[    Théorème  général. 

8ftl$.  Étant  pris  plusieurs  points  fixes  A  ,  B ,  C , .  .  . ,  sur  une 
circonférence  de  cercle,  si  l'on  mène  une  corde  mm'  «fc  maniéré 
que  les  arcs  comptés  h  partir  de  ces  points  jusqu'aux  extrémités 
m ,  m  de  la  corde  aient  entre  leurs  sinus  la  relation 

(i)      a.sinA/w.sinAm'-h^  sinB/?i.sinB/?/'-4-7  sinCm.sinC/w'H-,  .  .= 

a,  6,  7,. . .,  V  étant  des  constantes^  la  corde  enveloppera  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  le  centre  sera  le  centre  de  gratité  des  pornts  A , 
B ,  C , . .  . ,  auxquels  on  supposerait  des  masses  égaies  atcx  con^ 
stantes  a,  6,  7,.  .  .;  rt  /r  rajron  de  cette  circonférence  sera  égal  h 

>  R  étant  le  rayon  du  cercle  proposé. 

Kn  offel ,  on  a  [fi^.  194) 

I  A  A/w  .     ,         ,        Km' 

sin  I  A  m  ■=  — — ,      sin  Y  A  m  r^  : 

7R  '  xR 

,   .  •     .  .      /       km  ,  km' 

sm \  km  .  sm  -'  A  ///  =: ,-     — 

'  4R' 

Soit  \p  la  perpendiculaire  abaissée  du  |)oint  A  sur  la  cordr 
mm'  ;  on  a 

km  .  km'  —  2R     A/;     (675; 
Donc 


et,  de  même. 


I         A  •  I         *  /  ^  P 

sm  -  A  m  .  sm  -7  A  /«  rrr  —^  : 


in  •  1     •»  #  B  'Z 

sin  7B/W  .  sm  tB/w  =r  --  • 
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L'éi|iiuti(m  ))ro|iosée  devient 

a  .  A/^  4-  6  .  B  7  -+-  . .     =  V  .  2  R. 

Rllcexpnroe  que  la  somme  des  distances  de  la  corde  mm'  aux  |K>ints 
A,  B,...,  multipliées  res|)ectivement par  les  constantes  a, €,...,  est 
constante  et  égale  à  v.2  R.  Donc  la  distance  de  la  corde  au  centre 

V.  2R 

de  gravité  de  tous  ces  points  est  égale  à — '- (456). 

oc  -t-  o  -{-  «y  ■+• .  .  . 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

82G.  CoBOLLAiRE.  —  Étant  pris  dt'ux  points  fixes  A ,  A'  sur  une 
circonférence  de  cercle  (  fig.  iqS),  si  Von  mène  une  corde  mm'  telle  ^ 
que  l*on  ait  la  relation  constante 

(2)         sin  j  Am.sin  |  A/w'-4-X.sin-y  A'/n.sin  \  A'/w'  =  v, 

cette  corde  enveloppera  un  cercle  qui  aura  son  centre  sur  la  droite 
A  A'  en  un  point  l^,  dont  les  distances  aux  points  fixes  A  ,  A'  scrtmt 

1)A  =  —  . ?      DA'  = 


et  le  rayon  de  ce  cercle  sera 

2Rv 


R  étant  celui  du  cercle  proposé. 

Car,  le  centre  D  du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  mm'  étant  le 
centre  de  gravité  des  deux  |K)ints  A  ,  A'  auxquels  on  suppose  des 
masses  égales  à  Tunité  et  à  >  res|Xïctivenient ,  ce  point  D  sera  situé 
sur  la  droite  AA',  et  déterminé  par  Téquation 

DA-h>.DA'=:o     (4»1l), 

laquelle,  avec  Tidentité 

AA'-^- A'D-h  DA  =  0     («S 


donne 


«VA              ^  •  ^A'  ^  ^ ,  AA 

DA  =  — et      DA'  = 


>  -f-   I  A    -h  I 


Ce  qui  démon tn?  le  théorème. 

Los  doux  équations  qui   servent  à  déterminer  les  deux  seg- 
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iii<°iitg  D\  cl  DA',  ini|ilii|ucnt  b  rè^le  des  si^nes^  de  sorte  tytt 
|p«  Signes  font  cniinaîlre  la  [insiticin  <lii  pninl  D  sur  la  rorile  AA'  mi 
sur  son  |iroloii[;eiiii?[it. 

Bkipeoqusmeht  :  Etant  liortnéi  deax  ctrrlci  C  rt  D,  data  ta 
rnjruns  sont  R  et  r,  rt  étnm  mfnérr  li/mt  Irprrmicr  une  cantefUt 
KK'  paisant  par  le  rentre  D  rfu  icçohA,  fi  une  tangentt  rnfdt  mr 
relui-cî  et  rencontre  le  prvmitr  cerrie  en  deux  points  m ,  ni',  f 
aura  la  ntlathii  e< 


î  Am.»infAm'4-  - 


DA 


n  jA'n 


|A'-< 


AA' 


A'D.s 


l-DA- 


njA'». 


car  celle  ê(]uati(m  résulte  Jes  exprcssiims  ci-dessus   di 

et  ren  fonction  «le  l  et  ^. 

Ltrs  segments  A'D  cl  UAsont  passibles  de  signes ,  a 

l'avons  dit;  ils  ont  le  même  si^e,  ou  tlc&  sî^^ties 

seliin  que  le  point  D  est  sur  le  segment  AA',  ou  sur  su 
L  gemeni. 
P^  On  peut  substilii«r  aui  coeRirients  de  l'ùiiiiation  d'i 

presîinns  <' 


i  priAaii.' 


t   A'N 


vASr.siii^  A'RA  =  -5  A 
ni- A>"  .^111-;  AltA'=  ~  A 


n-;  A'».si[i  ;  A'/. 
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11.   IVcprcHciiUliofi  gcomulriqtii;  dos  rqualions  relatives  aiiK  fuiicUons 

elliptiques. 

827.  Quand  la  corde  AA'  est  un  diamètre  du  premier  cerrie, 
on  a  ifig.  196) 

sin  j  A' m  =  sin ~ ( 1 80"  —  A //i )  =  »in  (  90**  —  y  A /w  )  =  00s \  Am; 

et ,  de  même , 

sin  j  A'  //i'  =r  cos  \  Am\ 
L'équation  ;  3)  devient 

A'  D .  sin  7  A  w .  sin  {  A  ///'  -H  DA .  cos  7  A  /// .  cos  -5^  A  m'  =  r. 
Écrivons 

cos  -Km.  cos  jAm'  -^-  — —  sin  7  A  ^ .  sin  'A  ///  =  =—  » 

l)A  DA 

ou 

a'  D 
5  )         cos  7  A  /?/ .  cos  7  A  /w'  4-  -=— -  •  sin  7  A  m  sin  7  A  w'  =  cos  7  AM. 

DA 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  donnés  deux  cercles  C ,  D,  ifi  M/ve  tangente  roule  sur  l'un 

D  éf/  rencontre  Vautre  C  t'/i  i/t'wx  points  m ,  m',  fc*  arcs  A  m  =  y  et 

A  m'  =  ^',  comptés  à  partir  de  l'un  des  points  A  ^  A'  de  la  rircon- 

férvnce  C  situés  sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles ,  ont  entre 

eux  une  relation  de  la  forme 

cos  7  7  cos  7  <p'  -h  X .  sin  7  ^  sin  7  y'  =:  V , 

>  et  V  étant  deux  coefficients  constants ,  dont  le  premier  dépend  de 
la  position  du  centre  du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  mm',  et  le 
deuxième^  de  la  position  de  ce  centre  et  du  rayon  du  mi^me  cercle. 

D  étant  le  centre  de  ceaTcle,  et  r  son  rayon,  on  a  À  =  ——  et 

V  =   — —  ;  ou  bien,  A  M  étant  Tare  formé  par  la  tangente  menée 

par  le  point  A ,  on  a  y  =  cos  7  AM. 

898.  I/arc  AM  étant  donné,  il  suffit,  pour  déterminer  la  gran- 
deur et  la  position  du  cercle  D,  de  connaître  son  centre,  car  le 
rayon  s'ensuit.  Le  centre  dépend  du  coefficient  \  égal  au  rapport 


584 
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Od  |H!tii  [irenilre,  avec  l'arc  AM  ,  iid«  autre  donnrv,  ' 

l'axe  rndical  <in  deux  cercles.  On  donne  ainsi  â  l'cquation  U  fui 
«iiis  latjuelle  on  considère  les  êi]uHrions  de  ce  genre  Aann  la  ihn 
de»  fonctions  elltptiijites. 

Soit  OS  (  7%.  i(|7  )  l'.îKc  radicjil  ;  nun$  «lions  prouver  q 


V' 


■i 


Démontrons  d'abord  que  l'on  i 
A  m ,  menée  par  le  point  A , 


I  à  l'égard  d'une  corde  que] 


v/' 


V  AO' 


,  en  vertu  des  iteiin  II 


gles  semblables  A»i  A', 


I 


1  A  ï/(  =-—.=.■  r 


/-^— "  =  \/5=^^ï^- 


Ce  qu'il  fal 
On  9  (loi 


"-v/:/; 
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^    MP        MI      ,   .         ,        .      j  ^    .  .... 

Or  — —  =  ^^  >  I  olaiil  le  |>oint  de  contact  de  la  corde  AM  et  du 

^^        AI 


,    ^,   «ON         MI       DA,,        MP        Da' 

cercle  D  (728)  ;  et  — -  ==  — —  Donc  — -  = ;  :  et  |Mir  consc- 

quent 

DA 


DA 

C.    Q.    P.     P. 

Désignons  par  pi  Tare  AM,  ou  plutôt  Tangle  au  centre  qui  sous- 
tend  cet  arc  ;  Téquation  (5)  devient 


/        AA' 
(6)      cos  j<pcosY?'-hsin  jysin  j^'i/  i  —  — -sin'7a  =  cos-p. 

Cette  éc|uation  exprime  que  la  coi*de  nifn\  déterminée  par  les 
deux  angles  f ,  i/  dans  le  cercle  C ,  est  tangente,  dans  toutes  ses  po- 
sitions, à  un  second  cercle  dont  Taxe  radical  avec  le  proposé  est  ù 
la  distance  AO,   et  qui  touche  la  corde  AM   sous -tendue  par 

l'angle  p. 

A'D 

Observation.  —  Dans  réquation(5),  lerapiiort  — --  comporte 

DA 

un  signe,  lequel  est  -4-  ou  — ,  selon  que  le  centre  du  cercle  D 
lie  trouve  dans  Tintérieur  du  cercle  C  ou  au  dehors.  De  sorte 
que  Féquation  se  suffit  à  elle-même  pour  exprimer  complète- 
ment la  relation  qui  convient  à  une  figure  donnée.  Mais  il  n'en 

est  pas  de  même  de  Inéquation  (6)  ;  le  radical  par  lequel  le  rapport 

A'D 

-=—  se  trouve  remplacé  ne  peut  point  indiquer  le  signe  du  second 


terme  de  Téquation    II  faut  donc  se  rappeler  que  ce  si;;ne  sera 
ou  — ,  selon  que  le  centre  du  cercle  D  se  trouvera  sur  le  diamètre 
AA'  ou  sur  son  prolongement. 

829.   Quand  on  considère  In  corde   lum'  clans  deux  positions 

AA' 

infiniment  voisines  y  on  n ,  en  faisant  -^—  =  r% 

AO 

,  .  'h  L.         ^y' 

(  n  :  ... :_: =  III      ,  —    1 

'  \i  —  r' sin  j  •»  VI  —  r'sin  If 
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■m  —  ,  frlori  //ne  le  leHlrc  D  i"i/  flàr  le  (dm 

A\'  oa  titrunn  pmlongrment. 

F.nRffel.Kiirnt  JH'n',  nn'  {/!g.  it)8j  ilutii  rordo»  inSniiiical  voi- 
«nei,  liin;;en«w  au  ucrctc  D,  ci  I  leur  point  d'inlt-rseciiuii  i|« 
forme  k-  |wmt  cl«i;uDUrt  ili-  In  prfmiAn-svM  et-  t-vrrlc; 


0«i]ii*il  Tallait  (lémoDlrcr. 
Qnant  aux  iiit,>nes,il  est  ftriledc  vùr  qiw  i)iiatid  lecerdélVei  1 

,!.Mi^  riN|iTi,.,u-  ihi  ,-,'irU-  C,  l.-s  i!ru\  oinles  fnllniiu.'.ir 

.•oiiin-nl  cliiris  Tint,  ri ■  ,!.■  r.'  .rirl.. ,  i-r  .^m  I.'-.  -Inix  „r.-s  A  ".. 

sont  liiii^  (Ifii^  [iliis  [;i;iiuli4  nii  plus  peiils  <[iic  li'S  <ltni\  arra ili 
inuh'S  |)i,i-  la  n>i-,lf  iolirilniL'iit  \oisiin;,  fVsl.;V<lir<-,  q.i-ali>f 
(tciiY  iin-s  l'Ii'iiu'nliiii'i'S  i/b,  c/-/  ont  11-  nit'iiu-  siL;riL-.  (Jii.iiiJ,  j<i 
.■iiilUiiirt-,  li;  cfii'k-  D  .-si  i>Mi-rk>iir  au  i:oirli'  C,  U-s  driix  .'..rJ.- 
^y  .-.Mi|i.>nl  ;iii  il.-li.irs  -If  ■■cl.ii-n  ,  ri  :(k.rs  //y  ^-r  ■!•>,'  ont  de,  ^i-n.^- 
«lilTriviKs. 


(tÔO.   OwhMlvilInN.  —  Ou  JUMIl  illiv  .jlli'  l.s 


•  ■<\,i. 


■.■Il,>...,„i, 
|-,r-L,iO,v  ,..|..:m..n  .m  n,,,,.^;.^,.  ,1.  I..  ...,.„..,!■■ ,  l-nn^l.-'  ,,  v  r, 
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111.  Autre  modo  de  rG|>rcsoni:ition  y  dans  1<^  cor'ch',  des  équations  relntivos 

AUX  fonclious  eliipliquet». 

851.  Lemme.  —  Étant  donnés  deux  cercles  C  ,  D  (  fig.  198),  /'^ 
étant  pris  sur  ta  ligne  des  centres  le  pa/nt  F  fjui  a  la  m/me  polaire 
dans  les  deux  cercles,  si  autour -de  ce  point  on  fait  tourner  la 
corde  ii'  dans  le  cercle  D ,  et  f/ue  par  son  extrémité  i  on  mène  la 
tangente  a  ce  cercle  y  laquelle  rencontre  le  cercle  C  en  m ,  le  rap- 
port entre  la  corde  \\  et  le  sinus  de  l'angle  \¥ m  reste  constant. 

mi 
En  effet,  on  a  — -  =  const.  (741>),  et,  par  conséquent, 

m  F 

sin  iFni 

—~-  —  =  const. 

sinF//w 

Or,  dans  le  corde  D , 

sin  F  tm  =  sin  7  arc  11  =  —  1 

'  2r 


r  étant  le  rayon  du  cercle.  Donc 


Il  il 


sin  /F//i  =  —  X  const.,     ou     -: — - —  =  const. 
2r  sinihm 

c.    Q      F.    D. 

Celte  proposition  se  transforme  en  une  relation  entre  les  deux 
angles  m  FA,  m' FA  de  même  forme  que  celle  qui  a  lieu  entre  les 
deux  arcs  7  A/?/,  7  A/w',  ou  |y,  |y'  (équat.  6). 

Nous  conclurons  d'abord  de  la  proposition  le  théorème  sui- 
vant : 

852.  L'angle  que  la  corde  Fï/ait  avec  la  ligne  des  centns  des 
deux  cercles  étant  représenté  par  ^ ,  et  f  angle  i  F  m  par  0 ,  //  existe 
entre  ces  deux  angles  la  relation 

V^r^^-^c^sinMi 

: — =  const. , 

sinO 

dans  laquelle  e  représente  le  segment  DF  compris  entre  le  point  F 
et  le  centre  du  cercle  D  sur  lequel  roule  la  tangente  îm. 

Cette  relation  n'est  autre  que  celle  du  lemme,  dans  laquelle  on 
remplace  la  corde  //'  par  son  expi^ession  en  fonction  de  Tangle  ^, 
En  effet,  appelant  Dz  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du 
cercle  D  sur  la  corde  //',  on  a 

—  7  — a  3 

iz  =  r  '  —  Dz  =z  r^  —  DF  .  sin    |/ , 
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ou 

'  ''  / : 

—  =:  vr'  —  er'sinH. 

L'cquation  du  leinme  devient  donc 

V  r'  —  e^  sin'  \|i 

r— r =  const. 

sin9 

C.    Q.    F.    1). 

Pour  dclerininer  la  constante ,  on  peut  mener  la  tangente  au 

cercle  D  y  par  le  point  A  ;  soient  u  le  point  de  contact  et  v  Tangle 

M  FA  :  pour  cette  tangente,  9  et  -^  deviennent  égaux  à  cet  angle  v  ; 

on  a  donc 

V/*' —  «''sin'v 

; =r  const.; 

sinv 

et  d'après  cette  expression  de  la  constante,  la  relation  généra k*  de- 
vient 

,Q.  v/r' —  <?' sin*\p       v^r- — ff'sin'v 

(C5)  : — =   ; 

smO  suiv 

C'est  cette  équation  qui  se  transforme  en  celle  que  nous  voulons 
obtenir  entre  les  deux  angles  m  FA ,  m  FA'. 

855.  Appelons  X,  X'  ces  «angles;  les  deux  /F m,  îFm'  sont 
égaux  (7GI ,  cor.  I)  ;  de  sorte  qu'on  a 

X=^^4-0,      et     V=r,I;~Ô; 
sinA  sinX'  =  sin'-^ — sin-9,    et    cosX.cosX'=  i  —  fin'^'  —  sin'O. 
Or  réquation  (8)  se  met  sous  la  forme 

1  —  sin'A}/  —  sin'G-f-  (sin'^|/  —  sin'ô)  |  i ^sin'v  J  =  i  —  îsin'v  r^  cos?.  v. 

On  a  donc 

(9)  cos X  cos X'  4-  sin  X  sin  X'  (  1 sin'  v  ]  =:  cos  2  v . 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Étant  (Ion fiés  deux  cercles  C,  D,  et  étant  pris  le  point  Y  tfui  4t 
la  même  polaire  dans  ces  deux  cercles,  si  une  tangente  roule  sur 
l'un  D  et  rencontre  l'autre  C  en  deux  points  m,  m',  la  rayants 
r^ecteurs  menés  du  point  F  à  ces  deux  points  /ont  avec  la  ligne  de\ 
centres  deux  angles  X  ,  X'  enfrr  lesfpiels  a  lieu   une  relation  de  lu 
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formv 

cos  X  cos  \'  -h  A .  sin  X  sin  )/  =  B , 

A  rt  B  étant  deux  constantes. 

Les  expressions  géométriques  de  ces  constantes  se  trouvent  dans 
réquation  (9).  Mais  celle  de  A  n*a  pas  la  même  forme  que  le  coefYi- 
cient  de  Téquation  (6).  La  valeur  qui  correspondrait  à  ce  coeffi- 
cient serait  de  la  forme  v^i  —  A-'sin'î.v  Celle-ci  va  se  retrouver 
dans  le  théorème  suivant  : 

834.  Les  données  restant  les  mêmes  que  dans  le  théorème  précé- 
dent^ si  la  tangente  au  cercle  D  éprouve  un  déplacement  infiniment 
petit,  les  variations  des  deux  angles  a,  V,  représentées  par  d\^ 
dVy  ont  entre  elles  la  relation 

,    ,  dl  dV 

(9) 


11' 


/         CF  /         CF 

4/  1  —  =-;  *în->       1/  1  — -^^^  sinU 

V  CÂ  V  CA 

En  effet ,  on  a ,  en  abaissant  la  perpendiculaire  C^  sur  m  M  , 

'!^  =  \/r'  -  ^;  =  v/a'-CF'sinn, 


7. 
OU 


V  CA 


.  ///M 

1 r  sm'>.  =r 


2CA 

et  pareillement 


V  CA 


r  .  sm'  a'  = 


2.CA 

11  faut  donc  prouver  que 

dl  dV 


wM        /n'M' 
On  a 

y^y^        mn  ~h  MN 

r/A  =  /îFm  =  7;-r  - 

2 .  C  A 

Mais 

MN        FM      ' 


5ao 

TBAITF,   r>E  (if:u\|KTRir.  SliCÈKIEUaE            1 

■nsi-ijitecii,                                                                       ^M 
m>.  4-  MIS        F  01  +  FM         M  M                    fl 

II,    |I3I    . 

l'oiu- 

'^^H 

PiiiVilIrn 

eni                                                                           ^^^^^H 

^^^^H 

■"-TUPTû'            a 

'""" 

(/l          /»M      F  m'     mm                            ^Ê 

.IV  ~  «;'M'"Fm  'm'n''                           ■ 

1                Roit  '  le 

miiil  iriiiterik'Ctiiin  J«<ieii>l  coHc»  'nrn'.  nu-,  un  «   ^| 

S=S  i"»' 

Mais  .  r-, 

1  l<'  ji,>iti[  'le  cciniBct  «11-  In  c.iriiu  mm'  avec  U-  ccnle  ;  iIok 

les  .k-ux 

i.>gUs<F"<.'F"''sontpeanx(76t.ro^.  n.eir..o«  ^ 

S^ë-                  4 

■i^'"" 

."Tï'  ^  I'-»,-                              ^ 

Ceijii'jl  n.llail  pr(.ii\fi,  Dom-,  elr. 
1I5JJ,    OnsKRUTi.iN-  —  D.><'f<]ni.n 


;,M    "      mW 


-v-^- 
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I\     Tian>rormatiriii  i\os  ronrlions  elliptiques. 

8.%6.   I     Relation  entre  les  angles  élémentaires  Af^  et  i\\  des  for- 
mules préeédente  i . 

Que  dans  Tcxpression  de  r/À  trouvée  ci-dessus  (854),  on  rem- 

plarc  -—  par  «-/«p,  «n  aura 

(l\  m  M  d\         m  M 

-T-  ==    = —  >         OU        — -; —  =   — 

df^        2 .  F  m  f'\^       F  w 

11.    Relation  entre     y'' — r^sin-^*^     et     y^i — r'sin'). , 


,      ou 

•7 


A  A'  ,       CF 

On  a  (  8îî8  ) 


/         ÂA'       .  ,  I  Awi;        F/w 


1 


m/j        Vm       ,^.., 
parce  que  77;  =  =^    (741). 


^^        AF 


Et 


Donc 


i-=r7Sinn=:  — -^     (854  j. 


CA 


2CA 


Vi  —  c^sin*^y  _F//i     2CA 


^,-_rJsinU         '"M      AF 
III.   Relation  entre  les  deux  fonetions  elliptiffues 

r/(i^)  d\ 


et 


V^  — r'sin'7<p  ^i  —  f*sin'> 


lion  (6),  rf,t  duc  ù  M.  Jacobt.  (  Voir  W  Journal  de  Mnthtmatùf  uf s  de  M.  CrvWc, 
tomtillt,  page  37H,  anitôe  1898,01  \o  Journal  de  Mathématiques  ôg  M.  Lioii- 
ville,  lomc  X,  pa(*o43-^)  année  184^  )  !'<'  second  ihcorèmc,  exprimé  par 
l'équation  (10))  se  trouve  avec  diverses  autres  équnlions  semblables,  rcla- 
tivi'S  ù  des  syblèmcK  de  soctiuns  coniques,  dans  mou  Mémoire  sur  la  con- 
struction drs  amplitudes  des /onc  tions  elliptiques.  (  \o\v  les  Comptes  rendus  de.* 
sêanees  de  VAeadf'mie  des  Sciences .  lonu*  \1X  ,  paj;»»  i'J»52.  année  i844' 


î<ja 

■ 
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ir 

l'if 

■6.1 

oxpriîasiiiiis  |trèii 

knlfs ,  le  rappoi-l  do  deux 

CA  )             a 

Ain» 

''(jTl 

/ft                 1  -f-  «•, 

7 

-;..i„.i,  »' 

-rjsinn'       '     ■ 

IV 

flr 

latl 

n  autre  let  tlmix  a 

-/g/M  ï  rt  i. 

Oi 

»l 

ans 

c  triangle  CPm, 

m. 

" 

nC 

FC       raC 

=  f,sini. 

V. 

Hfl 

«l„ 

r);//v  /l'J  iiimiules 

/ÂÂ'       CF 

On 

V 

/ao           cr 
c* 

En  cfTel , 

rni 

iH]uai»>ii  devieni 

^^^* 

AA-  _        "^  ;CA  -1   (:^'t-A 

AO   ~     CA  +  CV  ^  "         .J 


:■  ciniaiiLii  n-siilic  ili-  l'.i|iiiiri(ni  (ç)],  iirt.  fiO ,  rdatiu' 
i!r  ijiijtii'  poirifs  en  rii|)|iui'l  liKrmoiiii|iip,   (|;ins  U»[iu- 
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j4ddition  au  «"  259  (page  182). 

Dans  la  démonstration  delà  proposition  (259),  concer- 
jiant  les  points  doubles  de  deux  divisions  homographiqucs , 
on  suppose  que  ces  points  sont  réels.  Les  démonstrations 
suivantes  s*appliquent  inditTéremment  aux  deux  cas  de  réa- 
lité et  d'imaginarité,  parce  que  les  points  doubles  n'y  en- 
ti^ent  que  par  les  rectangles  de  leurs  distances  à  des  points 
fixes. 

Démonstration.  —  Les  points  doubles  des  deux  divisions 
se  déterminent  par  Téquation 

ac — QLaO,ae  -\-  a\.aa'  =z  Q.     (ti52). 

Par  conséquent,  on  a 

ae ,uf-=.  aX.aa  , 

On  a  pareillement ,  à  Tégard  d'une  oi'igine  b\  prise  dans 
la  seconde  division, 

Donc 

ae.af  a\.aa 

'V7Jf'~  IPVTFb' 

Mais  les  quatre  points  ti,  6, 1,  00  ont  leur  rapport  anhar- 

moniqueégal  à  celui  des  quatre  a',  b\  00  ',  J';  ce  qui  donne  la 

al         ab     ,,    ,        j 
proportion  jj—  =  j-j—j:  W  vient  donc 

ne.af         ab,aa' 


b'c.b'f       b'b,b'n' 

Et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  //,  h'  \  i,  a!  et 
e,  y  sont  en  involution. 

Autrement,   Que   l'on  suppose,  dans  l'équation  (4), 
art.  1  ^^8,  que  le  point  a  coïncide  avec  fr',  et  le  point  (V  avec  c  \ 
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l-'.()uaiioii  cjui  prouve  que  les  trois  couples  &',  c  : 
sont  en  învoluiion.  Donc.Pic. 
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Page  84),  li(rnp  \^\  au  lieu  de  AK,  lisez  ao. 
Page  80 ,  ligne  il;  au  lieu  de  AC ,  lises  a  y. 

Page  90,  art.  WI;  au  lieu  de  La  formule  (G),  lises  La  formule  (7). 
Pfïge  1 18  ,  nO  171  ;  ajoutée  {fg.  29). 

Page  t'iG,  ligne  4;  ou  lieu  de  Et  en  supposant  Taxe  C   perpendiculaire,  à 
A ,  liseg  Si  Taxe  C  est  perpendiculaire  à  A,  il  vient 

tanc(A,  E)  ==fcv^^, 
et 
Page  ibGy  ligne  4  en  remontant;  au  lieu  de  «  dans  laquelle  on  considère 
les  distances  des  points  du  quadrilatère  »,   lisez  concernant  les 
distances  des  sommets  et  des  points  de  concours  du  quadrilatère. 

Page  3i8,  ligne  5;  au  lieu  de  M,  lisez  t». 

Page  3i8,  dans  Véquation;  au  lieu  de  l  -r^z  :  -^  I  »  Usez  (  -rzi  :  -A-,  i* 

\e'M     e'p/  \e'm     e  p' / 

Page  333,  art.  487,  ligne  7  et  dans  les  deux  équations  au-^lessous,  rempla- 
cez p  par  /5, . 

Page  333,  équation  (^),  remplacée  p  par  p^. 

Page  333,  ligne  G  du  premier  alinéa,  les  points  //,  6,. . .  s  ei  p;  lisez  0,  au 
lieu  de  p. 

Page  33'|,  art.  ^GO;  dans  les  é<|ualions,  remplacez  p  par  c^. 
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